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1 Elektrostatik

1.1 Das Coulomb—Gesetz

Elektrische Ladung wurde bereits im Altertum “erzeugt” durch “elektrisieren”, z.B. durch
Reiben von Bernstein (Harz) und, spéter, Glas: Die so behandelten Stoffe ziehen ande-
re an. Gray (1729) erkannte, dass Ladung keine intrinsische Eigenschaft von Harz oder
Glas ist, da sie an Leiter, z.B. an Gold, iibertragen werden kann, die selbst nicht durch
Reibung elektrisierbar sind. Du Fay (1733) bemerkte, dass ein Leiter den Stoff, von dem
er die Ladung bezog, abstosst; aber “Harzelektrizitat” und “Glaselektrizitiat” — wie er
sie nannte — sich anziehen. Franklin (1747) erkannte in der Elektrisierung ein Trennen
positiver und negativer Ladungen: die Gesamtladung eines abgeschlossenen Systems ist
konstant. Dies ist der grundlegend neue Erhaltungssatz der Elektrodynamik. Priestley
(1766) und Coulomb (1785) erkannten die Analogie elektrischer Krifte zur Gravitation:
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F = 6162471'7"3 (].].)
ist die Kraft auf die Punktladung e; in der relativen Lage 7 beziiglich der Punktladung e;.
Die Wahl der Konstanten, hier 1/4m, ist willkiirlich bis auf die Tatsache, dass sie positiv
ist, da gleiche Ladungen sich ab. Die dimensionslose Wahl ist aber zweckméssig, denn so
liefert Gl. (L)) zugleich ein Mass fiir die Ladung. Deren Dimension ist

[6] _ M1/2L3/2T71 )
(Stattdessen konnte man eine Grundeinheit fiir e unabhéngig vom Coulomb—Gesetz festle-
gen und in (LJ)) eine experimentell zu bestimmende “Gravitationskonstante” einfiihren.)
Die mathematische Ausgestaltung der Elektrostatik geht auf Poisson (1812) zuriick. Als

elektrisches Feld E(7) bezeichnet man die Kraft auf die Probeladung 1 and der Stelle
Z. Das Feld einer Punktladung e bei 0 ist somit

—

Bi)=e = VS (=) (1.2
da Vr = Z/r. Wegen
1 . 3F-T 3 .
A-=—divo==22—5=0, (1#0), (1.3)

ist div E = 0 fiir Z # 0 und den Figuren entsprechend
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/ E-do=0 / E-do=c¢, (1.4)
oV oV

denn im zweiten Fall kann man statt 0V ebenso gut eine Kugelfliche um ¥ = 0 wéhlen
(Satz von Gauss); dort ist & - do' = rdo.

Fiir das Feld mehrerer Punktladungen gilt das Superpositionsprinzip: die Felder su-
perponieren sich vektoriell. Das von einer kontinuierlichen Ladungsdichte p(Z) erzeugte

Feld ist daher . @
5o . Py

E=— = — | & 1.5

Voo o [entls (1)

wobei p etwa eine glatte Funktion ist, die fiir grosse |Z| verschwindet. Als Gradientenfeld
erfiillt £

/ E-ds=0 (1.6)
a5
fiir beliebige Flichen S. Nach (L)) ist

/avﬁ-da: /Vd%p(f) (1.7)
WA

Gesamtladung in V'

fiir beliebige Raumgebiete V' (Satz vom Fluss). Aus (@) und dem Satz von Stokes, oder
aus (LH), sowie aus (7)) und dem Satz von Gauss ergeben sich die Feldgleichungen der
Elektrostatik:

rot E =0, (1.8)

divE =p, (1.9)
die sich in der Poisson-Gleichung

Ap=—p (1.10)

fiir das elektrische Potential ¢ zusammenfassen lassen.

Statt iiber (L)) kann man (C9), (LI0) auch wie folgt herleiten: fiir eine glatte Funktion
v mit kompaktem Tréager ist

1
/deHAU(f) = —47mv(0) , (1.11)
d.h. (s. Anhang[Al)
Aﬁ S (1.12)
T

Mit Hilfe der Greenschen Formel

/ (uVv — oVu) - do = / (uAv — vAu)d*x (1.13)
av
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und wegen ([L.3)) ist namlich

1 1= H
/ dr—Av(T) = / (—Vv + U%) -do
RO #l=e \T r
1

und (LCII) folgt

o1 Agp(@—y) 1 Ayp(Z — ) »
xr) = —/d3 = = /d3 Y = = —polx) .
Ap(@) = — [ dy 7 el I p(7)

Umgekehrt ist (LI) die einzige Losung von (L8 [LI) oder (IO, welche fiir |#| — oo
verschwindet. Dies beruht darauf, dass die Losungen E(Z), bzw. o(Z) der homogenen
Gleichungen (p = 0) harmonische Funktionen sind, d.h. tiberall der Gleichung Au = 0
geniigen. Fiir solche Funktionen gilt der Mittelwertsatz

Kgr
,
R4
7/

/ . 1
u(w):4ﬂR2/K udo (1.14)
R

(Z, R beliebig) .

/

Die Funktion u(#) = 0 ist die einzige Losung von Au = 0 mit u(Z) — 0 fur |Z] — oo,
denn (LI4) verschwindet fiir R — oo. Zum Beweis von ([LI4]) beniitzt man (LI3) mit
v(y) = |Z — g7, V: Kugelschale zwischen K. und Kx und ldsst ¢ — 0.

1.2 Singulidre Ladungsverteilungen

Singuldre Ladungsverteilungen sind Idealisierungen, die zutreffend sind zur Beschreibung
der Felder in grosser Entfernung.

e Punktladung: p(¥) ist die Distribution

oder

und (LH) liefert (T2) (fiir ¥ = 0).



e Dipol: Ladungen e in @ und —e in 0 im Limes @ — 0, ed — p. Ladungsdichte:

=7-Vf(0),
p=—p-Vo. (1.15)
Potential: . L
p=—p-V— =22 (1.16)

e Oberflichenladung: Flache S > ¢, Oberflichenelement do(y), Flachenladungsdichte
o(y). Ladungsdichte:

(Ansicht) (Draufsicht)

Fiir die einseitigen Randwerte E;, i = 1,2 gilt nach (7)
. 2
(/ Ez--ﬁdo) :/ do o ()
’ 1 ’

N 2

1

fiir jede Flache S” C S. Also

—

Wegen rot B = 0 ist (f7 E; - dé’)ﬁ = 0 fiir jede Kurve v C 5, also E; - ﬂi = 0 fir ¢
tangential zu S. Mit ¢ = & A 77, € beliebig, ist
ANE| =0,

In einem Leiter sind Ladungstriager frei beweglich. Im Gleichgewicht wirkt auf ihnen
keine Kraft und so ist dort £ = —V¢ = 0. Auf der Aussenseite eines Leiters gilt somit

(Vo) -i=0c, (Vo) -i=0, (1.18)

wobei die Normale 7 in den Leiter hinein zeigt und o die Oberflichenladungsdichte auf
dessen Rand ist.



1.3 Elektrostatische Energie

Wir fiihren sukzessive N Punktladungen ins Feld ein, das durch die vorhergehenden ge-
geben ist. So ergibt sich die elektrostatische Energie

eze]
1.19
47rz|xz—xj| 87rz|x,—xj| (1.19)

1<)

(ausgehend von W; = 0). Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung ist entsprechend

— _/d%(ﬁgo)? = %/d%E’Q >0. (1.20)

Die elektrostatische Energie kann also dem Feld zugeschrieben werden, und zwar vermit-

tels der Energiedichte

(@) = %E(:)}‘)Q | (1.21)

Beachte, dass (L20) fiir das Feld einer (s.(.2])) oder mehrerer Punktladungen divergiert
und somit nicht identisch mit (LI9]) ist. Vielmehr ist (ILI9) gleich (beniitze (LI2]) und
partielle Integration)

1 1 €;
o ie; | dPxo(i—1T; 4 d* V V2
87T2661/ x (% a:)|x ) Z/ x |x—x]|

i#£]

_1 3. .1 _’_ 3 2 2

wobei E; das Feld der 7—ten Ladung und E = > qu das gesamte Feld ist. Fiir Punktladun-
gen ist also (LI9) die (renormierte) Feldenergie (I20) nach Subtraktion der unendlichen
Selbstenergie 1> " | [ d*zE?.

1.4 Das Potentialproblem

Wir haben (LI0) gelost mit der Randbedingung im Unendlichen: ¢(Z) — 0, (|Z] — o).
Stattdessen, sei nun D C R? eine offene Menge mit Rand 0D. Gesucht ist ¢(Z), (¥ € D),
mit
Ap=—p in D, (1.22)
0D =v auf 9D,
p(r) ——— 0,

|Z| =00

(1.23)



(letztere Bedingung nur, falls D unbeschrénkt ist), wobei p, bzw. 1, glatte Funktionen
auf D, bzw. 0D sind, die fiir |#| — oo verschwinden.

Die Losung ¢ dieser Aufgabe minimiert das Funktional
1 = |2
Flel = / Pr(5(Ve) = p-9) (1.24)
D

unter der Randbedingung (L23)), und umgekehrt, denn fiir jedes dp (&) mit dp [ 9D = 0
ist

1 — — —
Flo+ 86— Figl = [ (960" + P 98— pdip’s (1.25)
D
Gz | R A
= — Vop)* d’x — Ap+p)opd’x + op -Vedo.
2D(>Z0) D(w p)op aDj ©

Insbesondere ist die Losung von (22 [[23]) eindeutig, denn aus Flp + dp] = Flg| folgt
dann Vip = 0, also d¢ = 0. Die Existenz der Losung (bei “verniinftigem” Rand 0D)
zeigen wir gleich, wenn auch nur als Beweisskizze, und zwar im Wesentlichen dadurch,

dass ([L24) [L23]) einen Minimierer besitzt.
Wir benétigen das Skalarprodukt

(u,v)g = /D &z (u(z)v(z) + Vu(z) - Vo(z))

und der entsprechende reelle Hilbert-Raum (Sobolev-Raum) H = H(D) = {u | ||u|% = (u,u)ny < oo}.
Wichtig sind:

i) Bei verniinftigem, beschréinktem Rand 9D gilt [, dou(z)* < Cllul|3; fiir eine Konstante C.
ii) (Satz von Rellich) Jede Folge u,, € H mit ||u,| g beschrénkt enthélt eine konvergente Teilfolge in der
Norm des Skalarprodukts (u,v) = [, d*zu(z) - v(z) (der entsprechende Hilbert-Raum ist L? = L?(D)).

Wir behandeln zuerst den Fall verschwindender Randwerte, ¢ = 0. Dann ist das Variationsproblem fiir
Flu] = Wlu, u] — Lu] auf dem linearen Raum

V={ue H|u=0auf 0D}

formuliert. Behauptung:
Wiu,u] > cl{u,u)m , (ueV) (1.26)

fiir ein ¢ > 0. Insbesondere ist W{u, v] ein Skalarprodukt auf V.

Wegen (i) ist bei quadratintegrierbaren Ladungsdichte |L[u]| < Cllullg < C'Wu,u]'/?; mit dem Satz
von Riesz folgt L[u] = 2W |, u] fiir ein ¢ € V. Quadratische Ergénzung zeigt, dass u = ¢ das Funktional
Flu] = Wlu,u] — 2W[p, u] minimiert.

Es bleibt (C26]) zu zeigen. Gébe es keine Konstante ¢ wie behauptet, so gidbe es eine Folge u,, € V mit
(@) (un,un)y = 1, und (b) Wlup,u,] — 0. Nach (i) kénnen wir (a) annehmen u,, — u, in L?; ferner
gilt Vu, — 0. Insbesondere ist u, eine Cauchy-Folge, und zwar auch eine in H, sodass die Konvergenz
Uy — Uy in H gilt. Es folgt Vu, = 0, was wegen der Randbedingung nur u, = 0 zulésst. Dies aber steht
im Widerspruch zu [Ju.|| g = 1.

Im Fall ¢ # 0 betrachte das Randwertproblem fiir ¢ := ¢ — 1, wobei mit ¢ auch eine (glatte) Fortsetzung
von ¢ auf D gemeint ist. O

Ist speziell das Komplement R?\ D ein Leiter, so ist nach (II8) 1) = const auf dem Rand
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jeder Zusammenhangskomponente von R\ D. Man sagt, der Leiter sei geerdert, falls

Y = 0.
Als Greensche Funktion definiert man das Potential einer Punktladung 1 bei i € D
umgeben vom geerdeten Leiter 0D:
G:DxD—=R,
AG(Z,Y) = =0T —7), (Z,y€ D),
GZ,y)=0 firdedDU{c}, g€D.

Es gilt das Reziprozititsgesetz:

G(#,) = GG7), (%jeD) (1.27)
und die Lésung von (L22 [L23) ist
o = [ pncEaey- [ v@-9,66.9-d. (1.28)
D D

Aus ([LI3) folgt ndmlich fir w(Z) = G(Z,9), v(¥) = G(Z,2) mit § # 2
fir u(z) = o(Z), v(¥) = G(Z,¥) hingegen

P@VLCE,§) - 46, = —plf) + / G(, P)o(T)dx
oD D

Beispiele:
1) D =R3 47G(Z,9) = |7 — gy .

2) D = {7 = (v1,29,23) € R3 | 2; > 0} (Halbraum). Fiir ¥ € D sei §* = (—y1,¥y2,¥3)
das Spiegelbild von i an der Ebene x; = 0. Die Greensche Funktion erhélt man durch
hinzufiigen einer entgegengesetzen Spiegelladung —1 bei y* ¢ D:

1 1

— — —»*|

R Rl

3) D = {|#| > r} (Aussenraum der Kugel). Spiegelladung —r/|¢| bei y* = r*y/y*

D //‘_, oL 1
8\ oY nG(Z ) = == — - (129)
" &=yl g7 — g
v - Es gilt tatsichlich G(Z,%) = 0 fiir 72 = 72,
denn
N T rr
Fo = =t 2
@@= 12y, oL TP
= @+t g) = (g (1.30)



Auf der Kugel wird nach ([LI7) die Ladungsdichte
o(&) = V,G(, 7)) - ii(7)

(7i: Aussennormale von D) induziert. Die gesamte induzierte Ladung ist gleich der

Spiegelladung;:
-

Mmzj‘%ﬂmmwwz—f,
oD |?J|

denn nach (L28) ist Q(y) die Losung des Potentialproblems zu p = 0 und ¢ = —1, was
offensichtlich —r/|¢] ist (alternativ dazu kann man auf Q(¢) den Satz von Gauss fiir R*\ D
anwenden). Die Kraft der induzierten Ladung auf die Ladung 1 bei 7,

. 1 .

F(y) = _E OD(vy

1 = 1 =
=V (—/ = V.G(7, ?7)'615)
47 ap |12 — |
ist ebenfalls gleich der Kraft, die von der Spiegelladung bei ¢* ausgehen wiirde:

.1
- _.vz = =
drlyl |7 = ]

|y - &

, (1.31)

Z=1y

= r

F(y)

7=y
Beachte dazu, dass der Ausdruck in Klammern in (L37]), wieder nach (I.28]), das Potential
(7 Z) bei 7 ist, das zu p = 0 und (%) = |# — Z]7! gehort, und damit gleich
T 1 o 1

121y =2 |g]1Z =5~

©(y; 2)

Y

denn der mittlere Ausdruck ist harmonisch in ¥ € D und gleich dem Randwert wegen

[C29) und G(y,2) = 0, (i € OD); die rechte Seite folgt aus (L.27]).

Anwendung: gegeben Punktladung @ bei ¥ € D und Ladung @ auf leitendem (aber
nicht geerdetem) 0D; gesucht ¢(Z):

. Q Q" ) Q —-Q
4 —
meo(Z) Qf—m*wf—yw TR
«_ _n"
T

Inbesondere iibt auch ein insgesamt ungeladener Leiter Q' = 0 eine Kraft auf @) aus: die
der Ladungen Q*, —Q* in ¢* bzw. 0. So versteht man die Wirkung “elektrisierter” Korper
auf elektrisch Neutrale, vgl. S.

1.5 Felder in 2 Dimensionen

Eine zweidimensionale Situation entsteht, wenn die Ladungsverteilung in einer Richtung
(oEdA die 3-Richtung) translationsinvariant ist, p = p(z1, x2). Dementsprechend suchen
wir Felder der Form E = E(x1, 25). Die Feldgleichungen (I8 ) liefern E3 = const und
lauten fiir £ = (Fy, Es)

rot £ := % — % =0,
8ZE1 81‘2 (1 32)
divE = % + @ = |
= 8371 81'2 —F

11



Als Hilfsmittel steht die Funktionentheorie zur Verfiigung: Sei G C R? ein Gebiet, wo
p = 0. Jede analytische Funktion

E(z) = Ei(x1,x2) — 1By (xq, x2)

von z = x1 +ixy 16st (L32) in G, denn dies sind gerade die Cauchy-Riemann Bedingungen

Auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet ldsst sich E(z) stets als Ableitung

dd

E(z) = 7

einer ebenfalls analytischen Funktion ®(z) schreiben. Zerlegen wir ® = ¢; — iy, so ist

g o _Op g Op Oa
oy 0s 0x4 0wy
also
E=-Vop, E+ = (—Ey E) =Yy, .

Somit ist ¢; das Potential ¢; die Niveaulinien von (5 sind die Feldlinien, da sie senkrecht
zu Vo, bzw. EL verlaufen.

Ist G nicht einfach zusammenhéngend, so existiert nur das Po-
tential oq; hingegen ist @5 (und damit ®) nur als mehrwertige ds dn

Funktion definiert: Fiir eine nicht zusammenziehbare Schleife R
['in G ist wegen F(2)dz = (Eydx; + Eydxs) + i(Fy dry —
E2 dil)l)

r

%E(z)dz—fﬁ-a@—l—i%ﬂ-dﬂ—i/ p(x1,x9) dryday .
r r r K
—_—

=0

Beispiel: Das komplexe Potential eines homogen geladenen Drahts (Linienladungsdichte
A) ist

A
D(2) = Dy log z .
Randwertprobleme mit p = 0 in G und Randbedingung ¢, [ G = 1 kénnen mit Hilfe von
konformen Abbildungen f : G — G, z — 2 gelést werden: Ist ®(Z) eine analytische
Funktion auf G , SO 16st B B
®(z) = @(2) = (f(2))

das Problem, sofern die Randbedingung fiir Re ® stimmt. Ist insbesondere der Rand geer-
det (¢ = 0), so folgt durch Betrachtung von ®(2) = z: ®(z) ist eine konforme Abbildung,
die OG auf die imagindre Achse abbildet. Beispiel: Sektor G = {z | 0 < arg z < a} mit
Offnungswinkel 0 < o < 2m; das Gebiet ist komplementir zu einem Keil vom Winkel
b =271 — a. Rand geerdet. Dann ist

®(z) = const -iza

12



eine Losung (eindeutig erst bei passenden Randbedingungen im Unendlichen). Das elek-
trische Feld

_ =B
= |25

|B(2)] o ||

verschwindet oder divergiert an der Spitze z = 0 je nachdem, ob 0 < a < 7 oder 0 < 8 <
.

1.6 Multipolentwicklung

Gegeben eine Ladungsdichte p(Z') mit supp p C {|Z’| < R}. Wir wollen das Potential

47r/\x—x d*x’ (1.33)

fir r = |Z| > R auswerten. Die Taylorentwicklung in 2’

227212

1 @3 3(x-3)? - % +1 (<R>3>

(1.34)

erhalt man aus

—_

1/d\" 1
17— \T'| _lz_;ﬁ (5) 17 — \Z|

wo d/d\ wie —Z' - V wirkt. Da (IL34) in |#’| < R gleichmiissig konvergent ist, folgt

A=0

1 —*25
4w(f):—+—+ ZTw L, (1.35)
zg 1
I ; Potential eines Quadrupols
Potential eines Dipols
Potential einer Punktladung
wobei
e= /d%’p(f’) Gesamtladung
p= /d?’x’f’p(f') Dipolmoment

Die 6 Funktionen Py;(Z) := (x;x; — (1/3)7%6;;)/(2r°), (i < j) sind linear abhiingig, da
Z?:o P;; = 0. Das Quadrupolfeld bestimmt somit die Koeffizienten T;; nicht eindeutig.
Stattdessen kann man es nach den linear unabhéngigen Funktionen x;x;/(2r°) entwickeln.
Dazu bemerken wir, dass der letzte Term in (L34) symmetrisch in Z, Z’ ist,

3
1
27“5 Z wia (3w — T26;5) = 55 Z(i’mzxj — 770;) 75

i,j=1 4,j=1

13



folglich das Quadrupolfeld auch gleich

1 2 LT 1 3 €Tilj — %525@
22 Quns =52 Qi
ij=1 ij=1
ist, wobei der Quadrupoltensor
Ou = Qs — / @ (3ala, — 726:;) pl) (1.36)
1
=Ty — 3(tr 7)oy

spurlos ist: tr @ = 0. Im Unterschied zu den 6 T};’s, sind die 5 unabhéngigen @);;’s durch
das Feld (und nicht bloss durch p) eindeutig bestimmt.

Beispiel: Eine sphérisch symmetrische Ladungsverteilung p(Z’) hat 4re(x) = e/r und
somit kein Quadrupolfeld, obschon i.A. Tj; = [ d*2’Z"p(2') # 0. Jedoch: @ = 0.

Die Beschreibung des Potentials [~ter Ordnung (I > 2) in ([L33) mit Hilfe der (zu den
T;;’s analogen) Koeffizienten

/ >z 27 2?2l p(T) (1.37)

(m; € N, my 4+ mg + ms = 1) ist ebenfalls redundant: nur gewisse (den @);; analogen)
Linearkombinationen davon werden benotigt. Eine systematische Erfassung dieser héheren
Multipolfelder ist mit Hilfe der Kugelfunktionen (s. Anhang[D]) moglich. Wir gehen hier
nicht darauf ein.

14



2 Die Maxwell-Gleichungen

2.1 Elektromagnetismus

Permanente Magnete (Magnetit) waren schon im Altertum bekannt. Ein Stabmagnet
weist entgegengesetze Pole auf (de Maricourt, 1269), ebenso die Erde (Gilbert 1600), die
spater als magnetische Ladungen aufgefasst wurden, eine heute iiberholte Vorstellung. Fiir
die Wechselwirkung solcher Magnetpole postulierten Michell (1750) und Coulomb (1785)
ein zum Coulomb—Gesetz ([[LT]) analoges Verhalten. Nichtdestoweniger galten magnetische
und elektrische Erscheinungen als unabhéngig. Dies énderte sich erst als Orsted (1819)
die Ablenkung von Magnetnadeln in der Néhe stromfiihrender Leiter fand: bewegte La-
dungen sind magnetisch wirksam. Ampere (1820) vermutete daraufhin zurecht, dass auch
(elektrisch neutrale) stromfithrende Leiter miteinander wechselwirken. Seine quantitative
Beschreibung (1825) fiir zwei Linienleiter lautet:

- V2

I I

N

dFs

~ 1L dsy A (dsy AT
Fiy = / / dF12 = ﬂ/ / 2 1 31 ") (2.1)
Y2 Y71 71 mr

ist die Kraft auf den Leiter 75, die vom Leiter 7, ausgeht. Dabei ist I; der zeitlich
konstante elektrische Strom (Ladung pro Zeiteinheit), der im Leiter ~; fliesst. Da die
Einheit der Ladung, und somit des Stroms, durch (LL1]) bereits festgelegt ist, wird in (2.1])
eine Kopplungskonstante 1/c* benétigt: ¢ hat die Dimension einer Geschwindigkeit. Aus

7 I 112 iz
47rr3 d2)
71

(beniitze dazu d82 A\ (dSl AT) = (7“ dSQ)dSl (dSl dgg)’l" und —r~ ’l" d82 = dQT'_l, sowie
—1 «“ 9
5 — — —
f72 d r O) fOlgt actio = reactio fur F12 F’gl (nlCht aber fU.I‘ dFlg)

Man kann sich die Wechselwirkung 1) durch ein Magnetfeld B(Z), das von einer
Stromschleife erzeugt wird, vermittelt denken (Biot-Savart):

Bla) = L /dgA(f‘g) | (2.2)

dre |7 — )3
Ein Stromelement I d3 erfihrt dann im #usseren 5 Feld die Kraft
I
dFF = —-dsNB. (2.3)
c

15



Da fiir jeden festen Vektor €

ist (Z2) dquivalent zu

. . o I ds
5

(2.4)

(A heisst Vektorpotential).

Eine kontinuierliche Stromverteilung wird durch eine Stromdichte 7'(Z,¢) beschrieben,
d.h. der Strom durch eine orientierte Fléche S ist

I = /T-da. (2.5)
S

Ganz allgemein gilt Ladungserhaltung:

d
/ 7-do=—— | pdz,
av dt Jy
dp
divi=—— 2.
INg) T (2.6)

(Kontinuititsgleichung). Wir beschrénken uns nun aber wieder auf den stationiren
Fall (p, ¥ unabhéngig von t):
divi=0. (2.7)

Einem Linienleiter v, der als Kurve Z(s) gegeben ist, entspricht die Stromdichte
7)) = I/(S(:E— Z(s))ds : (2.8)
v
das Integral ([Z3) liefert I fiir gleich orientierte S und «y, denn do-ds = d3y fiir §f = £—Z(s).

So folgt [ f(Z(s))Id5 = [ f(§)dy)d’y (kurz: I d§~ 7d’y) und im kontinuierlichen Fall
lautet (2.4 dank Superposition

- . oo 1 7()
B =rot A A= — [ & 2.9
oA A = [ (29)
wobel B
divA=0

wegen (Z7). B geniigt damit den Feldgleichungen

div B =

rot B =

0, (2.10)
g (2.11)

Y

denn mit (LTI ist

rotrot A = VdivA—AA =
=0

Q| =y

16



Beachte, dass (2.17) aus (2.11]) folgt. Wiederum gilt Eindeutigkeit der Losung im folgenden
Sinn: fiir 7'(Z), das fiir grosse |Z| verschwindet, ist (Z29)) die einzige Losung von (210} Z1T])
mit B(Z) — 0, (|7] — oo). Losungen fiir = 0 sind ndmlich harmonisch (vgl. (L14)).

Die Integralform von (ZI0, ZTT]) ist

/ B-di=0, / :
ov a8 c

fiir beliebige Raumgebiete V', bzw. Flachen S.

oL

Q.

0y

I

| =
o

=y

QL

Ql

(2.12)

Beispiel: Gerader Leiter. Nach (2.2)) ist das Feld azimutal gerichtet, und zwar im positiven
Sinne um die Stromrichtung herum; seinen Betrag entnimmt man aus (212)):

\
\
\
\
|
|
]
!
!
/
o]

1
g BN 2rrB(r) = —
c

Kraft (2.3]) pro Langeneinheit zwischen zwei parallelen Leitern:

I Iy

; ~ L,

2wty

Daraus haben Kohlrausch und Weber (1856) die Konstante ¢ experimentell bestimmt:
¢ =~ 3-10%m/s. Kirchhoff (1857) konstatierte die iiberraschende Ubereinstimmung mit der
Lichtgeschwindigkeit (Fizeau 1849, Foucault 1850).

Die Kraftdichte f auf eine kontinuierliche Stromverteilung 7im &usseren B-Feld ist nach

23)

—

f:%Aé. (2.13)

Dies gilt auch fiir nicht stationéres 7. Beispiel: die Stromverteilung einer bewegten Ladung
e mit Bahn Z(t) und Geschwindigkeit v = Z(t) ist

0T, t) = eto(T — Z(t)) . (2.14)
In der Tat: [,dt [(7-dd = e, falls Z(t) wihrend ¢ € I die Fliche S durchquert (und = 0

sonst), wie aus der Rechnung im Zusammenhang mit (Z8) folgt (d5 = vdt). Ubrigens
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erfiillt (2I4]) zusammen mit der Ladungsverteilung p(Z,t) = ed(Z — Z(t)), die Konti-
nuitatsgleichung (2.6). Auf sie iibt das B—Feld nach (2.I3]) die Lorentz—Kraft

F=e-AB (2.15)

ol

aus.

2.2 Singulidre Stromverteilungen O : Oberflichenvektor

e Magnetisches Dipol: Stromschleife
im Limes I — 00, O — 0, IO — c¢m
(m: magnetisches Dipolmoment).

Das A Feld ist

das B-Feld also

= m =3 m 1
B = rotrot — = Vdiv — — mA-—
rotro - 1 pp— m -

— — 1
_ = 25(7 2.1
\Y (m V47rr) + md(Z) , (2.16)
die Stromverteilung 7 schliesslich

T=crotB = —cmAVS .

Beachte, dass der erste Term in (2.I6]) identisch ist mit dem E-Feld eines elektrischen
Dipols p'= m (vgl. (LIT)). So versteht man, dass die urspriingliche Vorstellung (Michell,
Coulomb), magnetische Dipole bestiinden aus magnetischen Ladungen, das Feld (fast)
korrekt zu beschreiben vermag: Nennen wir es so verstanden H, so ist B (@) = H () +
md(Z) und der Unterschied manifestiert sich nur im Innern des Magneten.

Ampere nahm an, dass magnetische Dipole nur in Form von Kreisstromen existieren
(Amperesche Molekularstrome): der Magnetismus wurde auf die Bewegung von Ladungen
zuriickgefiihrt. Das magnetische Moment eines quantenmechanischen Spins passt in dieses
Bild bis auf die Tatsache, dass es fiir Elektronen doppelt so gross ist als klassisch erwartet.

Fiir eine kontinuierliche Magnetisierung M () ist

. M (i 1 t M (i
A(Z) = rot /dgy —q(y) /dgy oY (ET> ,

An|Z — 7§ 4n 17— 7
was nach (Z3J) einer dquivalenten Stromdichte 7= crot M entspricht.
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-

o Oberflichenstrom: Fliache S, Flichenstromdichte J(%). Stromdichte:
1) = [ doT(@5(z - )
s
Fiir die einseitigen Randwerte B;, i = 1,2 zur Fliche S (s. Fig. auf S. B) gilt nach ZI2)

(//E-ﬁdo)

=0, (2.17)

2
=0

1

fiir jede Flache S’ C S, also
B -

<A§i~d§>

da die Normale zu der durch v — 4™ berandeten Fliche 7 A § ist (§ Tangentialvektor
zu 7). Also B; -t |3 = ¢ Y (J A i) -t fiir £ tangential zu S, bzw.

S|

Andererseits gilt
2

1 =g
:—/J-(ﬁ/\d§),
y

1 c

2

[

i A B, J .

1

2.3 Elektrodynamik

Die Zeit tritt erstmals im Induktionsgesetz auf. Faraday bemerkte, dass in der Spule
wéahrend der Bewegung ein Strom fliesst:

@) 04 Up konstant

Laborsystem O, Ruhesystem O’ der Spule: Setzen wir das klassische Relativitéts-
prinzip voraus (wir werden es spéter verwerfen!), so gilt

7 =7 — Ot
§ =07,
2 S
F'=F=¢(E+AB
C

19



fiir den Ort und die Geschwindigkeit eines Teilchens, bzw. fiir die Lorentz—Kraft darauf.
Postuliert man noch ¢’ = e, so folgt

—

F=E+2°AB, B=8. (2.18)
C

Wir wollen annehmen B
E =E(), B = B(7), (2.19)

d.h. E, B seien zeitlich unabhéngige Felder, fiir welche die bisherigen Feldgleichungen
(L8 L9 210, 2IT)) gelten. Das Transformationsverhalten (2.I8) betrifft Felder, d.h. etwa

wodurch

Als elektromotorische Kraft versteht man nun das Wegintegral [, F'-d3 der Lorentz—Kraft
langs der Spule. In O, wo v/ = 0, betragt sie

Eudgf:/ (mmé).d;:/m(m@@).da
a8 a8 c S €

=0
1 _ .o 1 [ 0B 1d [ -
:—/<(divB)UO—(UO-V)B> do=—= de'=—-2 [ B .da" .
C J g \N—— CJs ot cdt S

=/

Faraday (1831) fand dieses sogenannte Induktionsgesetz auf empirischem Wege (bis auf
den Faktor 1/¢), und zwar gilt es auch, falls es kein Laborsystem mit (ZI9) gibt. In einer
Notation ohne Striche ist es dquivalent zur Feldgleichung

L 108
tE+-"— =0
ro +08t ’

die erstmals E und B miteinander verkniipft.

Die Vollendung der Elektrodynamik ist das Werk Maxwells: sein “Treatise on Electricity
and Magnetism” erschien 1873. Sie besteht in einer Ergénzung des Ampereschen Gesetzes

1D

. 1/, OE
rotB:E<z+ o ) (2.20)

Maxwellscher Verschiebungsstrom

Dadurch wird die Ladungserhaltung gerettet! Ohne Verschiebungsstrom folgt ja divy'= 0,
was nur fiir Gleichstrom richtig ist. Nach ([2:20) ist nun

wegen ([L9): wir erhalten die Kontinuitétsgleichung (2.6]).
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Wir fassen nun die endgiiltigen Feldgleichungen zusammen:

divB =0
_ Homogene (2.21)
rot B + 108 —0 Maxwell-Gleichungen '
c Ot
dwlj - Inhomogene (2.22)
rot B — 1o _ 7 Maxwell-Gleichungen '
cdt ¢

Als Folge davon gilt (2.6]): Die Kontinuitdtsgleichung ist eine notwendige Bedingung fiir
die Losbarkeit der Maxwell-Gleichung nach E, B (Integrabilitéitsbedingung).

Dazu kommen die elektromagnetischen Krifte, bzw. Kraftdichten
F=e(E+-AB),
; (2.23)
f=pE+-AB
c
auf Punktladungen, bzw. Ladungs— und Stromverteilungen.

Die fiir die ganze Physik revolutiondren Konsequenzen dieser Theorie wollen wir hier
andeutungsweise vorwegnehmen:

e Es tritt ein neues physikalisches System auf: das freie elektromagnetische Feld
(Licht). Seine Bewegungsgleichungen sind die Maxwell-Gleichungen mit p = 0, 7= 0:

10E . 108 .
EW = rot ) EW = —I'OtE (224)
mit den Nebenbedingungen B .
divE =divB =0, (2.25)

die mit Z24) vertriglich sind. Mit der Identitéit rotrot £ = Vdiv E — AE folgt daraus
die Wellengleichung

OE=0B=0, (2.26)
1 9?
O=————-A
c2 Ot?

(d’Alembert—Operator). ¢ entpuppt sich als die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts.
Die Optik ist fortan ein Zweig der Elektrodynamik.

e Es gibt keine instantane Fernwirkung mehr zwischen zwei geladenen Teilchen im Ab-
stand 7. Die Wirkung ist gegeniiber der Ursache um die Laufzeit des Lichts r/c verzogert.
Die Moglichkeit eines kausalen Zusammenhangs zwischen zwei Ereignissen héngt von Zeit
und Ort ab: dies fithrt auf die Raum—Zeit — Struktur der speziellen Relativitdatstheorie
und zu einer neuen Mechanik.

e Da Energie, Impuls und Drehimpuls durch das Feld nicht instantan iibertragen werden,
konnen die Erhaltungssitze nur gelten, wenn das Feld selber solche Gréssen trégt. Wir
illustrieren dies am Beispiel der Energie: Aus der Identitéat

div(EAB) =B -rot E — E -rot B
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und den Maxwell-Gleichungen folgt

dive(EAB)=—-B-— —E-

ot ot
also: 91
EE(EQ +BY) +dive(EAB)+7-E=0,
oder integriert iiber V C R3:
d L = 2,73 DA DRI~ ~ 3
— [ =(E*+B°)d’r=— | c¢(EAB)d0— | 7 -Ed’x. (2.27)
dt Jy 2 av v

Der letzte Term ist die im Gebiet V' pro Zeiteinheit auf die Ladungstriager iibertragene
Energie, denn fiir eine Punktladung (ZI4) in V (dank Superposition geniigt es, diesen
Fall zu betrachten) betrégt er ev' - E, was der Leistung der Lorentz—Kraft (2.23)
U <GE+EUA§> — ¢t E
c

entspricht. Wir definieren deshalb:

1 —, —
u:= ~(E? + B?) Energiedichte des Feldes,

2 (2.28)
S:=c¢(ENB) Energiestromdichte des Feldes (Poynting—Vektor).

Gl ([Z27) besagt dann, dass sich die Feldenergie im Gebiet V' nur dndern kann, indem
entweder Energie durch die Oberfliche 0V stromt oder auf Ladungen in V' {ibertragen
wird. Die Gesamtenergie von Feld und Materie bleibt damit erhalten.

2.4 Elektromagnetische Potentiale

Aquivalent zu den homogenen Maxwell-Gleichungen ist die Darstellung des Feldes durch

—

die elektromagnetische Potentiale ¢(7,t), A(Z,t):

B=rot A, E=-V _tod . (2.29)
c Ot

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen lauten dann

10 /10 -
- ——¢+divA =p,
cOt \ c Ot
19 B (2.30)
04+ v (——¢+div/¥) L
c ot c
Die Potentiale sind dabei nur bestimmt bis auf Eichtransformationen
1 a — — —
o — ——a—);, A— A4+ Vy (2.31)
c

mit einem beliebigen skalaren Feld x(%,t). Etwas eindeutiger werden sie durch die Forde-
rung einer Eichbedingung, z.B. eine der folgenden:
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Lorenz—Eichung Coulomb-Eichung

lg—f +divA=0. (2.32) divA=0. (2.33)
C

Ausgehend von ¢, A’, lasst sie sich erreichen durch Lésen von
/

10p - .
|:| —_ — d A, = —di !
X= +divAa, Ay div A",

d.h. es verbleiben Eichtransformationen mit

Uy =0. Ax =0.

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (2.30) nehmen dann eine einfachere Form an:

DQOZp, A‘P:_/%
L7 (2.34) L 18p\ T (2.35)
OA =-. OA ——= ) =-
c +v<c (915) c

Bei Coulomb-Eichung kann man, wie im statischen Fall (LH), die Losung der ersten
Gleichung (235)) als
. 1 p(y.1)
t)=— [ d’yiz=

wéhlen. Bei stationédrer Ladungsdichte ist dp/0t = 0, so dass die Lorenz-Eichung auch
noch erfiillt ist. Dies gilt insbesondere im Spezialfall p = 0, wo ¢ = 0.
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3 Das freie Feld

3.1 Ebene Wellen
In der Coulomb-Eichung (Z33)) lauten die Maxwell-Gleichungen (239 fiir das freie Feld

(p=0,7=0)
p =0, OA=0.

Ebene Wellen sind Losungen der Form

A@ ) = fle-z—ct), (=1

—

mit einer Vektorfunktion f(s) einer Variablen. Die Eichbedingung (2.30)

. . d
o=divA=e-f', (=)

besagt: f' L & Die elektromagnetischen Felder (Z29)

. 10f =
E:———: /_’-_)—
ey fle-z—ct),

B=rotf=éANfl(é-T—ct)=¢NE

(3.1)

sind transversal zur Fortpflanzungsrichtung €. So gibt jede zu € transversale Funktion f !

Anlass zu einer ebenen Welle, in der stets:

g 5115
E o — ;

(€, E, B) : orthogonales Rechtssystem.

—

Der Poynting—Vektor . L . .
S=cENAB=c(E*¢=c (B¢ (3.2)
zeigt in die Fortpflanzungsrichtung. Man iiberpriift auch ohne Verwendung der Potentiale,

dass ([B.J) die Gleichungen ([2.24] [2.25]) des freien elektromagnetischen Feldes erfiillt. Fiir
monochromatische Felder ist speziell f'(s) = Eges/c. d.h.

E( : ) & i(k-Z—wt)

e (3.3)

—

7t
B(i,t)

oy
=,

mit Frequenz w > 0 und Wellenvektor k = (w/c)é. Die komplexe Amplitude
Ey=E, +ikE, , (E_’)LQ reell)
ist beliebig im 2-dimensionalen komplexen Raum
et ={E,eC®| Ey-&=0}

der zu € transversalen Vektoren. Das Rechnen mit komplexen Feldern ist legitim: Da die
Feldgleichungen reelle Koeffizienten haben, liefert komplexe Konjugation einer Losung
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eine weitere; und da sie zudem linear sind, sind Real- und Imaginérteil einer Losung wieder
Losungen. Wir fassen den Realteil als das physikalischﬁe Feld auf. Die Polarisation der
Welle wird beschrieben durch die Bahn des Vektors Re F(Z, t) in einem festen Raumpunkt,
z.B. 7 =0:

—

Ey
Re E(0,t) = E; coswt + Eysinwt . (3.4)

(Ellipse)

Die Polarisation ist somit durch EO bestimmt. Spezialfille:

o | Ey: lineare Polarisation
o E\LE,, |E)|=|E,): zirkulare Polarisation, und zwar
EQ =+eA Elz rechts, bzw. links zirkulare Polarisation
(bzgl. der Fortpflanzungsrichtung)

Durch Wahl einer Basis (€1, &) in €+ kann jede monochromatische Welle als Superposition
von zwei ausgewahlten Polarisationsfillen dargestellt werden. Die Basis sei orthonormiert
im Sinne des Skalarproduktes

(E,F)=E-F=(E —iE,) - (F+iF) . (3.5)
Die Zerlegung ist dann
2
Eo=Y ai&;, a;=(5E). (3.6)
=1

In den folgenden Beispielen ist (€}, €5, €35 = €') eine reelle, orthonormierte, positiv orien-
tierte Basis in R?. Solche Basen gehen unter Drehungen um die &-Achse ineinander iiber:

—

€2

\ ¢/ =cosp-€ +sinp-é, 3.7)
\ < S —/ . — — .
e €y = —SINp-€e; +CosY: ey .
\ //
\ // ()0/\

0 e

1. &1 =61, &3 = é
Dann ist ([B.0) die Zerlegung in zwei zueinander senkrecht linear polarisierte Wellen.
Diese Zerlegung ist gemiss (B.7]) nicht rotationsinvariant.
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2. gi = \/Lg(é'l Zl: 152)

Dann ist (3.6) die Zerlegung in eine rechts (+) und eine links (—) zirkular polarisierte
Welle. Sie ist rotationsinvariant, denn unter der Drehung (3.7)) ist

gL =et¥ey | o, =Py
also o/ €, = ay ey,
Um die Energiestromdichte der Welle (8:3) auszurechnen, muss man zuerst zu den reellen

Feldern iibergehen, denn § ist nicht linear in den Feldstirken. Fiir den Betrag S = ||
der Energiestromdichte im Punkt Z = 0 findet man aus (3.2 3.4])

S(t) = ¢ (E? cos® wt + E2sin®wt + Ey - Eysin 2wt) .
Die Intensitét I ist definiert als das Zeitmittel von S(t):

C, = - C, = =
I = 5(Ef + E3) = 5(EO,EO) .

Damit erhélt das Skalarprodukt (B3]) eine physikalische Bedeutung. Bei der Zerlegung
[0 in einer orthonormierten Polarisationsbasis sind die Intensititen additiv:

[= g (laaf? + [a]?)

3.2 Dynamik des freien Feldes
Wir 16sen das Anfangswertproblem der skalaren Wellengleichung Uu = 0:
u(Z,0)

ou,_,
E(*T?())

Damit ist auch das Anfangswertproblem fiir das freie Feld (Z24]) gelost,
E@0) | _ [ E(@1)
B(Z,0) B(Z, )

wobei die linke Seite der Nebenbedingung (2.25)) geniigen muss. Durch (2.24)) sind nédmlich

} — u(Z,t) . (3.8)
t
t
OF OB

E(l‘uo) ) E(

und somit die Anfangsdaten fiir (2.26]) bekannt. Ausgangspunkt ist die allgemeine kugel-
symmetrische Losung von Uu = 0, die wir in der Form

7,0)

. 1 .
Wi )= ~flre), (=)
ansetzen. Fiir solche Funktionen ist
A 1 & o
U= S gTu 47 6(Z) f(0,1) , (3.9)
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sodass f(r,t) eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung

1 o2f  Af

sein muss. Im Gebiet 0 < r < oo wére die allgemeine Losung
f(r,t)=g(ct —r)+ h(ct+1)

mit beliebigen Funktionen g, h. Fiir (8.8) kommen wegen (B.9) nur Losungen mit f(0,¢) =
0 in Betracht. Also: h = —¢g und

(i, 1) = ~lg(ct — 1) — glet + )]

Die Distributionslosung

D(F,1) = ﬁ[é(et ) = (et +1)] (3.10)

gehort zu den Anfangsdaten

) 10D ) 10°D, .
D@ 0)=0, -SS(#0)=6E), 5570 =0. (3.11)

Zum Beweis fasse man D(Z,t) auf als Distribution in Z zu festem ¢. Fiir jede Testfunktion
f(&) ist dann

D0 = [ dor@pan = 1 [ Eesee = 1 [ Eesee,

wobei Q = {¢ € R® | |¢| = 1} die Einheitskugel ist; der letzte Ausdruck folgt durch
Substitution € — —¢& und zeigt, dass D(f,t) Ableitungen in t aller Ordnungen hat. D(f,t)
ist ungerade in ¢, also gilt

d2

D(£.0) = S

—= (f,0) =

Ferner ist

1dD Ul
Cdgﬁ>—4ﬂédeﬂm—f®.

Dies beweist ([B.11]). Mit der Grundlosung (B.I0) ldsst sich nun das Anfangswertproblem
B8 16sen durch

u(f,t):/dgy F%—?(f 7,7, 0) + D(i — *,t)——(g,())} S (312)

Ou = 0 folgt aus 00D = 0J0D/0t = 0 und die Anfangswerte stimmen wegen (B.11). Nach
Ausintegration der §-Funktionen in ([BI0) lautet sie

0 1 1 ou
— dou(y,0 do —(vy,0
ot Arc?t ‘/|37_f|'3t| 0U<y, ) + 4drc?t /|g_a—c‘|c|t| ¢ ot ( )

Die Losung ([BI2) bringt die geometrische Charakteristik der Wellenausbreitung zum
Ausdruck:

u(Z,t) =
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ct

Der Tréger der Grundlosung D(Z,t) ist der
Lichtkegel ¢*t? — #? = 0.

8y

Fiir gegebenes (%, t) hangt u(Z,t) nur ab von
den Anfangswerten in den Punkten g auf der
Kugel |y — Z| = ¢|t|.

<y

ct K

—_— I —_—
—_— , —_—

iV
]

Falls die Anfangswerte einen kompakten
e Triger K C R? haben, so ist die Wellen-

ausbreitung auf das schraffierte Raum—Zeit
Gebiet beschrankt.

8y

Diese Figuren illustrieren die Aussage: ¢ ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts.

Die Eindeutigkeit der Losung von (2241, 225]) ergibt sich aus dem Energiesatz (2.21): Fiir
verschwindende Anfangswerte folgt aus der Erhaltung von
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4 Die Erzeugung elektromagnetischer Wellen

4.1 Losung der inhomogenen Wellengleichung

Wir konstruieren eine spezielle Losung der Maxwell-Gleichungen zu vorgegebenen p(Z, t),
(%, t) die der Kontinuitétsgleichung (2.6 gentigen. In der Lorenz—Eichung (2.32)) lauten
die Gleichungen
Op=p, DA= (4.1)
Der auslaufende Teil
1

Dret(fa t) - 4_77'7“5(Ct - T) ) (T = |f|) )

der freien Kugelwelle ([BI0) ist eine Greensche Funktion des d’Alembert—Operators, d.h.
eine Losung von
1
ODyet (2, 1) = =6(Z)0(1) . (4.2)
c

Verwendet man Raum-Zeit—Koordinaten z = (2°, 2!, 22, 2%) = (ct, ), so lautet dies

ODyet(z) = 0(z)
wobel rechts die d—Distribution in vier Dimensionen steht.

ct

D, hat als Tréger den Vorwéarts—Lichtkegel und ent-
spricht einer bei x = 0 ausgeldsten Kugelwelle.

0

Zum Beweis von (L.2)) erinnern wir zunédchst daran, dass D(f,t) glatt in ¢ ist, womit
(O"D/ot™)(Z,t)0(t) = (0"D/ot™)(#,0)6(t) eine wohldefinierte Distribution auf R* ist.
Insbesondere ist nach (B1TI)

10D
DEom =0, 222G nay = s@e) .
c Ot
Somit folgt fiir D, (7, t) = D(Z,1)0(t)
19D,y 10D 19Dy  10°D, 1
o ol @ar —aarlt @)

Zusammen mit AD,, = (AD)# und OD = 0 folgt die Behauptung.

Eine spezielle Losung von (L] lautet somit

—

o(z) = / Iy Dol —y)ply) . Alw) = / 0"y Doe(x — 9)7(y)

C
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Wegen der Kontinuitétsgleichung (2.6]) erfiillt sie die Lorenz—Eichung (2.32)). Nach Inte-
gration der 0—Funktion lautet sie

78 |Z—=9]
1 p<y7t_ c )
i) =— [ &
> |Z—91
Y 1 Z<y7t_ ¢ )
Al t) = — | &Py—m 2

(retardierte Potentiale). Der Unterschied zu den statischen Formeln (LH) und (29 fiir
¢ und A besteht in der Retardierung: eine Anderung von p oder 7’ an der Stelle § wirkt
sich erst nach der Zeit |Z — ¢| / ¢ auf das Feld an der Stelle ¥ aus.

Der einlaufende Teil

1
D, (z) = = 5(m0 +7) = Dyet(—x)

der freien Kugelwelle (B.I0) ist ebenfalls eine Greensche Funktion des d’Alembert-Opera-
tors, und die entsprechenden avancierten Potentiale eine spezielle Losung von (@.1]).
Die retardierten (bzw. avancierten) Potentiale liegen in der kausalen Zukunft (bzw. Ver-
gangenheit) der Quellen p, 7. Also bringen erstere die Einsicht zum Ausdruck, dass die
Quellen die Ursachen der Felder sind. Diese Kausalitatsforderung ist mit den Maxwell—
Gleichungen vereinbar, aber keine Folgerung derselben. Diese zeichnen keine Zeitrichtung
aus.

4.2 Ausstrahlung

Wir betrachten eine Ladungs— und Stromverteilung im
Gebiet |y] < d. Im statischen Fall fallen die Felder
E, B fiir 7 — oo mindestens ab wie r=2 bzw. r~3. Im
zeitabhéngigen Fall bewirkt die Retardierung, dass E , B
nur wie 7~ ! abfallen: der Energiefluss S.r2dé in ein festes
Raumwinkelelement dé wird konstant fiir r — oo (Aus-
strahlung). Um die Glieder ~ 7! von E, B zu finden,
schreibt man

—=—(+0(5)). -,

so dass g
o(7,t) = 4—/d3yp<y,t——) ,
@) = /d?’yf(g,t— ‘x_y‘) ,
drre c
sofern
r>d. (4.4)
Auf [@3) operiert V wie
i-y 10 €0
Z—yl c Ot  cOot’



falls er auf p oder 7 wirkt, und wie Multiplikation mit —#/r?, falls er auf r—! wirkt. Der
erste Beitrag iiberwiegt falls w/c > r~! wobei w eine typische inverse Zeit ist, iiber
welche p, 7 eine relative Anderung der Ordnung 1 erfahren. Im zeitlich harmonischen Fall
(p, 7~ e ™) bedeutet dies

>\, (4.5)

wobei A = 27¢/w die Lichtwellenléinge zur Frequenz w ist. Unter den Bedingungen (4.4]

[0 ist also

. - 1 0A
B=rotA=—-€N- —
c Ot
und unter der Beniitzung von (Z32)
L _10p 104 1 0A .
E-e-2-—an(en- ) =-enB
c Ot ¢ Ot c Ot
-~
—divA = %%—‘?

In Ordnung r~! sind also E, B vollstdndig bestimmt durch die Transversalkomponente
von A (Komponente L ¢€), und E, B , € verhalten sich lokal wie in einer ebenen Welle
der Fortpflanzungsrichtung €. Das durch ({4] [L.0) charakterisierte Gebiet heisst deshalb
Wellenzone. Insbesondere ist dort die Energiestromdichte radial gerichtet:

S = c(E*)é = c«(B?)e
Wir betrachten nun weiter den Fall, wo zusétzlich
d<<\,

und der insbesondere in der Atomphysik eintritt (Atomdurchmesser d ~ 10~%m, optische
Wellenlinge A ~ 10~%m). Mit

gilt fiir das Vektorpotential (Z3])

drre

— 1 T
A(#,t) = /d3y f(g P ﬂ) , (4.6)
c c
denn in der Zeit O (d?/rc) ist die relative Anderung von 7 von der Ordnung

d? d?
— W — K 1.
re rA

In (A6) konnen wir uns dann mit den niedrigsten Gliedern der Taylorreihe

G- 5D =D e ent e

begniigen.
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e Elektrische Dipolstrahlung: Der Beitrag des ersten Terms in (A7) zu A st

- 1 r 1 - r
- g o) )
(%.1) 47‘(‘7”0/ vy c drre P c

mit dem elektrischen Dipolmoment

At) = / Py Gpld,1)

-

denn fiir jeden festen Vektor 7 folgt aus 7 = V,(7i- ) und der Kontinuitatsgleichung (2.6))

47Trcﬁ-zéf:/d3y (7 6)(77?]) = —/dgy(ﬁ'g)diVTZﬁ‘ﬁ-

NP .
-7 e Das zugehorige Feld (in Ordnung 7~ 1) ist
P ) p )
= eEN (€N
RN drrc? < (Enp),
( _5 (4:8)
B=¢AE,
v s . .
wobei p'= p(t — ) zur retardierten Zeit zu neh-
men ist. Die Energiestromdichte ist radial mit
9 Betrag
1 =2
S(0 b sz L9
(0) S(0) = 62,250 sin g,

(links: Polardiagramm dazu). Die total abge-
strahlte Leistung betragt

=9
1 .
p—/dQsin20:6 72

N7 o 1 67T2 03

VW77
N r’u”’

8m/3

Im zeitlich harmonischen Fall ist W oc w?.

(@97 (4.9)

Il

|

|

aQ
>
=
>
=
_|_

|
E)

<
=
_|_
G
=

<

e Magnetische Dipolstrahlung: Der Beitrag des ersten Teils in (£3) zu Aist A(Z,t) =
—(4mre) e Ami(t — r/c), wobei

- 1 Y
m(t)ZQ—C/dgyyM(y,t)
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das magnetische Dipolmoment ist. Das entsprechende Feld ist

— 1 . — —
B = 5/\(5/\7ﬁ>, E—_eADB.

s
}7

Es ist analog zur elektrischen Dlpolstrahlung und geht aus ([A8]) hervor durch die Substi-
tution (E, B, p) — (B, —E, m). Wegen § — S ist dabei die Ausstrahlung (bei gleichen
Dlpolmomenten) dieselbe.

e Elektrische Quadrupolstrahlung: Fiir den zweiten Teil in (£9) gilt [(€-¢) 7+ (€-7) ¥ ] -7 =
(7-Vy)(€-y)(7 - ¥). Somit ist sein Beitrag zu A

87r62rﬁ-A:/d3 (8125 v) @ )7 = —/d?’y(ﬁ.g)(a.g) = v
—9dp/ot
d.h. 1
T — - T e
(@1 = gl (=)

wobei die Komponenten des Tensors 7'(t) durch
Ty(t) =3 / &y yiy;p(F. 1)
gegeben sind. Beniitzt man stattdessen den elektrischen Quadrupoltensor (36

Q:T—%(trT)I,

SO ist
- 1

. 1 .

A= e+ —(trT)e | .
24mrc? (Qe i 3( ' )e)
Da der zweite Term parallel zu € ist, tragt er zu E, B in
Feld ist

der Wellenzone nicht bei. Das

. 1 . .
B=— NG, E=-énB
247red enQe, c

und die Energiestromdichte

Im Hauptachsensystem des Quadrupoltensors ist Q = diag(qi, g2, ¢3), € Q€ = >, g€}

und A
T
/ Z 44, /dee 1—5[(trQ)2+2 tr Q] .
—— =0
15 = (14-20;5)

Somit betragt die total ausgestrahlte Leistung

Ar 1 92 o 1
- (-2t — t
576m2c5 <3 15) PO s 10
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Beispiel: Um die 3—Achse rotationsymmetrische Ladungsverteilung. Dann ist

_q L. e
Q= —q ; ENQE=34q(eye3, —ere3,0),
2q
3
0 _7s0) S(6) = _ [(eres)? + (eaes)?] -
647212¢ . .
sin? 0 cos2

Die verschiedenen Multipolfelder iiberlagern sich. Dabei sind die Energiestromdichten
nicht additiv, es treten Interferenzterme auf. Man kann aber zeigen, dass die total abge-
strahlte Leistung additiv ist.

Fithrt man die Entwicklung (L7) weiter, so treten, wie in der Elektrostatik, sukzessive
hohere Multipole auf, die wir hier nicht behandeln.
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5 Das Relativitatsprinzip

5.1 Das klassische Relativitiatsprinzip

Nach Festlegung der Einheiten von Linge und Zeit kennzeichnen wir Ereignisse durch
(t,7) € R mit

t: Zeitkoordinate

7 = (2%, 2% 2): Kkartesische Koordinaten.

Eine absolute, vom Bezugssystem unabhéngige Bedeutung haben die Grossen

e |ty —ty|:  Zeitabstand von zwei beliebigen Eregnissen (¢, Z1), (t2, Z5) (5.1)
(insbesondere: Gleichzeitigkeit ist absolut);
o fallst; =ty:

|#1 — @] :  Raumabstand von zwei gleichzeitigen Ereignissen. (5.2)
Die Koordinatentransformationen, die diese Grossen invariant lassen, sind

t'=XM+a, (A==%1,aeR),
T = R(O)T + (1) | (R(t) € O(3), b(t) € B?)

d.h. die rdumlichen Bezugssysteme sind beliebig gegeneinander bewegt.

Physikalisch sind jedoch nicht alle diese Bezugssysteme gleichberechtigt. Die besondere
Klasse der Inertialsysteme ist ausgezeichnet durch die Giiltigkeit des Tragheitsgesetzes:

Z=0 (5.3)

fiir freie Teilchen. Die dann noch erlaubten Transformationen sind die Galilei—Transfor-
mationen

t'=X+a, (A==+1,a € R),

7 =RE+Tt+10, (Re O(3), 7,be R ;

insbesondere sind Inertialsysteme geradlinig gleichférmig gegeneinander bewegt. Das klas-
sische Relativitatsprinzip verlangt, dass die Bewegungsgleichungen eines isolierten Sy-
stems, das keinen &usseren Einfliissen unterliegt, in jedem Inertialsystem gleich lauten,
also forminvariant sind unter Galilei-Transformationen. Beispiel: Newtonsche Gleichun-
gen eines N-Teilchensystems

(5.4)

falls das Kraftgesetz F,
F(R# +d,...,Riy +d@) = RF\(Zy,...,Tx)

fiir alle R € O(3), @ € R? erfiillt. Dies ist typischerweise der Fall fiir Fernwirkungsgesetzte
wie etwa das Newtonsche Gravitationsgesetz (G: Gravitationskonstante)

F(#,....@ v, 3 Sy

j#i |mz - $]|
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Durch die Elektrodynamik wird dieses Prinzip verletzt: das Gesetz der Lichtausbreitung
Aty — 1) — T, — B> =0 (5.5)

charakterisiert zwei Ereignisse (t1,2) und (t2,Z5), die durch ein Lichtsignal der festen
Geschwindigkeit ¢ verbunden werden kénnen. Insbesondere ist sie unabhéngig vom Bewe-
gungszustand des Senders und von der Fortpflanzungsrichtung.

Das Gesetz ist nur noch invariant unter Galilei-Transformationen mit ¢ = 0. Zum Beispiel
beschreibt || = ¢t die Front einer vom Ereignis (0,0) ausgehenden Lichtwelle. Unter der
Galilei-Transformation

t=t, =70t

behélt das auslosende Ereignis die Koordinaten (0, 0), aber die Wellenfront zur Zeit t = ¢/
wird zur Kugel |Z" + 0t'| = ¢t’ mit Mittelpunkt —o#": Mechanik und Elektrodynamik

@ @)
- i

-
o (=

zeichnen eine Klasse “ruhender” Bezugssysteme aus. Diese Vorstellung erschien solange
natiirlich, als man einen materiellen “Ather” als Triger des elektromagnetischen Feldes
vermutete. Die Bewegung eines Inertialsystems relativ zum Ather liesse sich feststellen
durch Abweichungen vom Gesetz (G.0) der Lichtausbreitung. Dies aber misslang (Michel-
son, Morley 1887).

5.2 Das Einsteinsche Relativitatsprinzip

Einstein (1905) befreit sich obiger Auffassung von Raum und Zeit. Er gibt die Invarianten
(51 B2) preis und fiihrt ein neues Relativitéitsprinzip ein:

a) Definition: Inertialsysteme sind ausgezeichnet durch das Trégheitsgesetz (5.3) und
das Gesetz (5.5]) der Lichtausbreitung.

b) Postulat: Es gibt Inertialsysteme. Die Gesetze der Mechanik und der Elektrodyna-
mik lauten in jedem Inertialsystem gleich.

Daraus ergibt sich folgendes Programm: (a) Bestimmung der Gruppe der Transforma-
tionen die (B.3]) und (B.3]) invariant lassen (Lorentz—Transformationen). (b) Relativisti-
sche (d.h. Lorentz-invariante) Formulierung der Mechanik und der Elektrodynamik. Dabei
zeigt sich, dass die Maxwell-Gleichungen bei passender Transformation der Felder bereits
Lorentz—invariant sind. Anders die Mechanik: Fernwirkungsgesetze (Beispiel: Gravitati-
onsgesetz) sind a priori nicht-relativistisch, da sie sich auf die klassischen Invarianten
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(I, B2) berufen, etwa auf den “Abstand zweier Korper zur gleichen Zeit”. An ihre Stel-
le tritt die Feldwirkung: eine relativistische Theorie wechselwirkender Teilchen muss das
gekoppelte System Materie & Feld beschreiben.

Bevor wir dieses Programm in Strenge umsetzen, soll aus (a) heuristisch gefolgert werden,
dass Gleichzeitigkeit relativ ist. Wir nehmen dabei vorweg, dass Inertialsysteme weiterhin
geradlinig gleichformig gegeneinander bewegt sind, nicht aber die Transformation (5.4)).
Nur eine einzige rdumliche Dimension ist von Bedeutung. Beide Figuren beziehen sich auf
die Koordinaten (ct, z) eines Inertialsystems O. Die Bahnen von Lichtsignalen sind nach
() darin durch Geraden der Steigung +45° gegeben, unabhéngig vom Bewegungszu-
stand des Senders. Ausgezeichnet ist das Ereignis A mit Koordinaten (0, 0).

In der ersten Figur ist die Bahn des Beobachters O, bzw. die des rdumlichen Ursprungs
x = 0, durch die ct-Achse gegeben (blau); ebenso diejenige eines Gehilfen in einem festem
Abstand zu ihm (blau gestrichelt). Ereignisse, die bzgl. O gleichzeitig zu A sind, haben
definitionshalber Koordinate ¢ = 0. Ein solches Ereignis B kann am Ort des Gehilfen
konkret dadurch konstruiert werden, dass er ein Lichtsignal sendet, welches er dann mit-
tels eines beim Beobachter sich befindlichen Spiegels wieder empfiangt. Das Ereignis ist
gleichzeitig zu A, genau dann falls das Signal im Ereignis A reflektiert wird (rot, nicht
griin) und das Ereignis B selbst die Zeit zwischen Sendung und Empfang halftig teilt.

In der zweiten Figur ist die Bahn einer Beobachterin O" dargestellt, deren Treffen mit O
im Ereignis A stattfindet; ebenso diejenige ihrer Gehilfin. Die vorige Konstruktion liefert
nun das Ereignis B’ als gleichzeitig zu A bzgl. O’ (das Parallelogramm dient der hélftigen
Teilung des Intervalls). Offensichtlich hat es Koordinate ¢ # 0!

ct ct /
/,\ O N
7 N
I f N
AY
/
/ 27
- 7
I / //,
/- 7
1 /- /’
| //’//
7
I // , P
1 d ;7
4 7,
A 'B =z / T
I /7
° /
\B? ,
| //
! /
/
I
I /
/

In der néchsten Figur ist die resultierende Raumzeitstruktur fiir den Fall von mehr als
einer Raumdimension gezeichnet. Ereignisse, die mit dem ausgezeichneten Ereignis (rot)
durch ein Lichtsignal verbunden werden konnen, liegen auf einem Kegel (blau) durch
Letzteres und der Steigung 45°. Dargestellt sind zudem die Bahnen zweier inertiellen
Beobachter O und O’. Diese sind deren “immer hier” bezogen auf das Ereignis; die beiden
Ebenen der dazu gleichzeitigen Ereignissen sind deren “jetzt und anderswo”. Unabhéngig
vom Beobachter und damit von absoluter Bedeutung ist der “Lichtkegel”.
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O o’

ausgezeichneg

Ereignis

e zeitgleiche Ereignisse
bzgl. O’

R zeitgleiche Ereignisse
brgl. O

5.3 Lorentz—Transformationen

ct

Das Tréigheitsgesetz (B3] besagt, dass die Bewe-

Z(t) gung eines freien Teilchens mit Koordinaten = =
(20, 2, 2%, 23) = (ct, ¥) durch eine Gerade gegeben ist.
Die gesuchten Transformationen (bijektive Abbildungen
R* — R?*) miissen deshalb geradentreu sein. Dies sind
bloss die affinen Transformationen

T 't = AF” + at (5.6)

kurz: ' = Ax + a. Koordinatendifferenzen £ = x — y transformieren dabei homogen

¢ = At (5.7)
(Grossen, die so transformieren, heissen 4-er Vektoren) und
wegen (.0]) muss der Lichtkegel €0
(-2 =0
invariant sein. Die hier auftretende quadratische Form ist N
., (£,6) =0
(§,6) = g€ = & g 3
mit [
1 0 ] )
-1
9= 1 : (5.8)
0 -1
Man zeigt (s. S.[d0), dass (B.0) unter (5.6]) invariant bleibt genau, falls
ATg A =ayg (5.9)

fiir ein o # 0. Tatséchlich ist a > 0. Dies folgt aus dem Tréagheitssatz fiir quadrati-
sche Formen, oder geometrisch: o < 0 wiirde bedeuten, dass unter (0.7) das (nicht zu-
sammenhéngende) Innere des Lichtkegels ((£,€) > 0) mit dem (zusammenhéngenden)
Ausseren ((¢,€) < 0) vertauscht wird. Dies ist aber unmdéglich, da (5.7) stetig ist.
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Die Gruppe der Transformationen (5.6 [£.9) enthélt die reinen Dilatationen
T — A\t , (A>0),

die einer Anderung der Zeit— und Lingeneinheiten entsprechen. Wegen a > 0 lisst sich
jedes A eindeutig zerlegen in

A=)\, (A>0), (5.10)

AgAh=g. (5.11)

Die durch (5.I7]) definierten Transformationen heissen Lorentz—Transformationen und
bilden die Lorentz—Gruppe L. Beschrinkt man sich auf Inertialsysteme mit festen
Massstében, so folgt aus deren Aquivalenz, dass der Faktor A in (.I0) durch A bestimmt

ist, also
A(N) = A(A) - A

Die Gruppeneigenschaft dieser Transformationen verlangt
Man kann zeigen, dass die einzige stetige Losung A : L — R davon A =1 ist.

Zusammenfassung. Die Gruppe der Transformationen, welche Inertialsysteme mit fe-
sten Massstdben verbinden, ist die Gruppe der inhomogenen Lorentz—Transformationen

= At + bzw. ¥ =Ar+a.
Dies sind die affinen Transformationen mit der Invarianten
(2 —y°)? = (Z—9)°. (5.13)

Durch (5I3) wird der R* mit einer Metrik versehen, die in jedem Inertialsystem die
Normalform (5.8) annimmt.

Anwendungen: Zeitdilatation. Sei At = tp —t, die Zeitdifferenz zweier Ereignisse A,
B in einem Inertialsystem K, wo sie am selben Ort stattfinden, z.B. Zeitanzeigen einer
Uhr in ihrem Ruhesystem: AZ = 0. In einem zweiten Inertialsystem K’ bewegt sich die
Uhr ebenfalls auf einer Trigheitsbahn, ' = ot + 5, aber nun i.A. mit Geschwindigkeit
U # 0. In K’ betrigt die Zeitdifferenz beider Ereignisse

1
e V1—=v?/c?

Dies folgt aus (B13), d.h. 2(At)? — (AZ')? = A2(At)? — (AZ)? und |AZ'| = v|Al].

|AY] = v|At] >1.

5.4 Diskussion der Lorentz—Gruppe
Durch Bildung der Determinante, bzw. der (00)-Komponente von (5.I7]) folgt fir A € L

(det A)?2 =1,
(A%)* = (M%) =1.
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Somit zerféllt L in 4 disjunkte Komponenten

T
1 1
1 —1
1= 1 , P = 1 ,
! ! (5.14)
—1 -1 '
1 —1
T = 1 s PT - _1 )
1 -1
die selber eine Untergruppe bilden. Weitere Untergruppen sind z.B.
Ly ={A€ L|detA=1} eigentliche Lorentz-Transformationen
L'={A e L|A%>1} orthochrone Lorentz Transformationen
L =L,nL". (5.15)

Dass L eine Gruppe ist, sieht man geometrisch: A € L bildet das Innere des Lichtkegels
auf sich ab und die beiden Teilkegel

Vi={¢| (&€ >0,+ >0}

bleiben invariant oder werden vertauscht. Entscheidend ist das Vorzeichen sgn (A%), da
A (1,0) — (A%, Ao, A%, A%)). Somit sind sgn (A%) und det A multiplikativ unter
Gruppenmultiplikation.

Jedes A € L ist das Produkt eines Elements aus Ll mit einer Spiegelung. Wir beschréanken
uns deshalb auf die Diskussion von Ll.

1) Rdumliche Drehungen

«[0 0 0 110 0 0
0 0

A= ol = A= 5 = A(R) (5.16)
0 0
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mit R € SO(3), wie aus (5111 B.15) folgt.

2) Spezielle Lorentz—Transformationen (Boosts) sind charakterisiert durch die Block-
form

a b 0 chy —shy 0
| e d | —shx «chy B
A= 0 — A= To |~ A(x) (5.17)
0 01 0 01

fiir ein y € R. Beweis: (5.11]) lautet

1 0 [ a c 1 0 a b\ ([ ad*—c& ab—cd
0 -1 ) \b d 0 —1 c d) \ab—cd V—d* |~
Aus a =A% > 1 und a® —c? = 1 folgt a = ch y,c = —sh y fiir ein y € R. Aus ab—cd = 0
folgt (b, d) = A(—sh y, ch x) fiir ein A € R. Schliesslich ist 1 = det A = A(ch*y—sh?y) = \.
Die Boosts bilden eine Untergruppe, und zwar mit dem Multiplikationsgesetz
A(x1)A(x2) = ADa + x2) - (5.18)

Bedeutung der Boosts: & = A(x)x lautet ausgeschrieben

=
I
SRS

~cf = (chy)et — (shy)z!, 7 z ) (5.19)

' = —(shy)ct + (chx)z',

Ein im neuen Koordinatensystem ruhender Punkt
folgt im alten der Bahn

2 3 72 53

rt = (chy)™'@' + (thy)et ,

v? =%, 3 =i

A(x) transformiert also auf ein neues Inertialsy-

stem, das gegeniiber dem alten achsenparallel ist

x und sich gleichférmig und in 1-Richtung bewegt
mit der Relativgeschwindigkeit

v=c-thy,

womit —c < v < ¢. Mit

lautet (5.19)

B t 1/,.2
— v°/C — V°/C
t ) (5.20)

V=022 T =02/
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Schreiben wir dafiir A(v) statt A(x), so lautet (BI8) nun A(vy)A(ve) = A(v) mit

th x1 + th xo U1 + Vg
C =
I+thyx-thyx, 1455

v =c-th (X1 + XQ) = (521)

(Additionsgesetz der Geschwindigkeiten). Im Limes ¢ — oo gehen die Boosts (5.20) iiber
in die Galilei-Transformationen

t=t, =zt — ot 2 =2?, 2 =78

und (B20)) in v = vy + vs.

Lésst man den Boosts (BI7) noch eine Drehung (516]) vorangehen bzw. nachfolgen, so
erhélt man alle A € Ll:

Zerlegungssatz. Jede Lorentz—Transformation A € L1 ldsst sich schreiben als

A = A(RDA()A(Rs) . (5.22)

Beweis. Sei y = Axz: Betrachte den Unterraum
M= {z|2"=94"=0}.
Es gibt zwei Falle:

a) dim M = 3. Dann ist M = {2° = 0} = {y° = 0}. M ist also invariant unter A, ebenso
das orthogonale Komplement

M+ ={z|z' = 2% =2* = 0}
im Sinne der Metrik (5.8]). Somit hat A die fiir Drehungen typische Blockform (G.I6]).

b) dim M = 2. Wir wihlen in M zwei orthonormierte Vektoren ey, e3. Durch eine passende
Drehung in {2° =0} D M (bzw. in {y® = 0} D M) kénnen wir erreichen, dass es, e3 mit
den 2— und 3-Richtungsvektoren in den z— (bzw. y—) Koordinaten iibereinstimmen. Dann
ist M = {2° = 2' = 0} = {y° = y! = 0} unter A punktweise invariant. M+ = {2? =
x3 = 0} ist zumindest als Menge invariant. Also hat A die fiir Boosts typische Blockform

EID). 0

Nachtrag zur Herleitung der Lorentz-Transformationen.

Lemma 1. Sei A : R* — R*, det A # 0. Falls A die Gleichung (¢,&) = &1 g¢ = 0 invariant
ldsst, dann ist

ATgA = ag , a#0.
Beweis. Aus £ = ﬂ:|g| folgt (&,€&) = 0. Somit muss gelten
0= (Ag, A¢) = € ATgA € = B, £'¢”

B=BT

3
(Boo + Brx) (fk)z + 2 Z Boy|]€" + 2 Z B¢
k=1

1<k

3
k=1
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fiir alle 5 € R3. Da die unterstrichenen Funktionen linear unabhiingig sind, folgt
By, =0, By, =0, Byx = =B ,
d.h. B = Byyg und wegen det A # 0 ist Byg # 0. O

Lemma 2. Sei A : L — R stetig mit A\(-) > 0 und (Z12). Dann ist A = 1.

Beweis. Nach (012 522) geniigt es, A(A) = 1 zu zeigen fiir A (i) eine Spiegelung, (ii)
einen Boost, und (iii) eine Drehung.

(i) Aus A% =1 folgt A(A)? =1, also A\(A) = 1.

(ii) Es gilt A(—x) = PA(x)P. Wegen A(P) = 1 ist also A(—x) = A(x). Aus A(—x)A(x) =
1 folgt A\(x)? = 1.

(iii) Jede Drehung R € SO(3) ist eine Drehung um eine feste Achse € mit Winkel ¢. Bei
festem € ist R(p1)R(p2) = R(p1 + ) und R(2m) = 1. Also: A1) A (¢2) = Ap1 + ¢2)
und A(27) = 1. Sei nun ¢ = 27m/n (m,n ganz). Dann ist A(¢)" = A(27)™ = 1, d.h.
M) = 1. Da X stetig ist, folgt A(¢) = 1 fiir alle ¢. O
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6 Relativistische Elektrodynamik und Mechanik

6.1 Elektrodynamik

Die Maxwell-Gleichungen erweisen sich als forminvariant unter Lorentz—Transformationen
(Lorentz 1904, Poincaré 1905). Zunéchst festzulegen ist allerdings das Transformationsver-
halten von p, 7, E , B unter Koordinatentransformationen. Am einfachsten geschiet dies
mittels Tensorfelder, s. Anhang [Bl p, 7 werden als Komponenten eines 4-er Vektors
aufgefasst (4—er Strom)

j* = (ep,7) | (6.1)

E, B hingegen als Komponenten eines antisymmetrischen Tensors (elektromagneti-
scher Feldtensor)

0 E E, I
| =B 0 =By B, |
Fw=1_g B, 0o =B |~ Tw

—Lks —By B 0

(6.2)

d.h. E; = Fy;, Bi = —Fi11i12, (i = 1,2,3). Damit ist das Verhalten dieser Felder unter
affinen Koordinatentransformationen z# = A*,x" + a* festgelegt:

7(7) = j* (@) A
Flu(7) = Fap()A, A,

Die Maxwell-Gleichungen lauten in relativistischer Form

F},LV,O’ + Fau,u + Fya,u =0 5 (63)
v 1 37
F* N E,] . (64)

Die Metrik geht darin ein iiber
Frv — Fa,B g gVﬁ )
In einem Inertialsystem, d.h. in einem, wo die Metrik die Normalform (5.8]) hat, ist

0 —-E, —-F, —E
E1 0 —Bg B2
Eg B3 0 —Bl
Es —By, DB 0

P = = —F

Man priift nach, dass (€3] [64) mit den Maxwell-Gleichungen (2211, 2:22) tibereinstim-
men: (i =1,2,3)
Fioz+ Fa19+ Fog1 = — (B3 g + Baog + Biy) = —div B,

. 10B
Foiiv1 + Fiiv10 + Fivr0i = Eiiv1 — Bivao — Eiy1i = — (rot E+ - —> o
c Ot /it2
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F =B\ + Eyp+ By =divE,

i . 10E
F¥ = —=Fio+ Biyoit1 — Biji,i42 = (1"0'6 B — - E) .

Als Tensorgleichungen gelten (€3] [6.4]) in beliebigen affinen Koordinaten, aber nur in Iner-
tialsystemen stimmen sie mit den Maxwell-Gleichungen fiir die durch (€11 6.2]) definierten
Felder p, 7, E/, B iiberein. Weitere Gleichungen der Elektrodynamik lauten in Tensorform:

e Ladungserhaltung: Aus (6.5) und F* = —F"* folgt

-V v
J',=ct" =0

e Elektromagnetische Potentiale A,
Fo=4,,—A4,,

erfiillt die homogene Maxwell-Gleichung ([B3) und ist mit A, = (¢, —A) dquivalent zu

2.29):

Aip— Aoy = —(% a—A“i‘ﬁ@)i ;

Aivoivr — Aittige = — i1(A)ire + 0ipa(A)iyr = —(rot A); ,

e Bichtransformationen: F),, ist invariant unter
Ay, — AL — X (6.5)

mit einer beliebigen Funktion y(z). Das sind die Eichtransformationen (Z31]).

e Lorenz—Eichung: (2:32)) lautet
At =0.

e Wellengleichung: Bei Lorenz-Eichung lautet (2.34])
gar=1"
c

O ist der Laplace—Operator bezgl. der Metrik (5.8). Die Wellengleichung folgt aus (6.5)
wegen
Fr = 0,(0"A” — oV A') =0A” — 0" (A" ) .
e Retardiertes Potential: In Inertialsystemen ist
1 .
Al(z) = - / d'y Dret(z — y)5"(y) -
Dabei sind d*x, D,(z) Lorentz—invariant (letzteres nur fiir orthochrone Transformatio-
nen). Denn: |det A| = 1 fiir das eine,
1
Dyet(z) = Dy §(z#x,)0(z?)
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fiir das andere.
Transformation der Felder

Wir beschrianken uns fortan auf Inertialsysteme und damit auf Lorentz—Transformationen
AH,.

e Diskrete Transformationen (5.14)):
— Raumspiegelung P

) —
(Z,t)) —>
Man sagt, E (bzw. B) transformiere wie ein Vektor (bzw. Pseudovektor).

— Zeitumkehr T

Lo L L (6.6)
(E(z,1), B(Z,1)) — (—E(&, —t), B(Z, 1)) .

Eine weitere Symmetrie der Maxwell-Gleichungen ist die Ladungskonjugation C"

(p(z,t), 7(7,t
D (Tt

Die Zeitumkehr (6.6]) hat den Nachteil, dass sie das Vorzeichen der Ladung wechselt. Man
kann sie aber ersetzen durch ihre Kombination mit C"

T: (p(f> t),Z_'(Zi", t)) — (P(fy —t), _T(f’ _t)) )

) ) 2 L (6.7)
(E(,t), B(Z,1)) — (E(7,—t), —B(Z, —t)) .

e Boosts (B.I7): Fiir diese lautet (6.3))

_ 0 7-7/c?

! VI—02/2 1?2’

= PU iﬂ .

| = + 1L =1,
Vv1—0v2/ct /1 —0v2/c?
= = £, +10AB
Ey=E, Ei=———omrr,

V1—v?/c?

= - = B)L—lﬁ/\E)
By=By, Br=

wobei || und L die Anteile parallel und senkrecht zu ¥ bezeichnen. Diese Formeln gelten all-
gemein fiir die Transformation auf ein achsenparalleles Inertialsystem, das sich gegeniiber
dem urspriinglichen System mit der Relativgeschwindigkeit v (v = || < ¢). Zur Herlei-
tung sei ¥ = (v,0,0) und setze 3 = v/c, v = (1 — 3?)""/2. Die F** transformieren wie
Produkte z#y” von Vektorkomponenten, z.B.

290 = (=82 + ") (Y’ = By') = (2"’ + B22) — B " + 2'yt)
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also, mit F'* = —F"F

oder 725! = 2% - ~v(y' — py), d.h.
By =F =~(F* - BF?)=~(B; — BE») .

Aus (6.8) ist ersichtlich, dass die Aufspaltung des Feldes in einen elektrischen und ma-
gnetischen Anteil vom Bezugssystem abhéngt. Invariant sind

F*FE,, =2(B*—E*,  det(F,)=(E-B)?.

Somit ist £ - B invariant unter Ll (denn L1 ist zusammenhéngend). Zusammen mit dem
Verhalten unter P, T ergibt sich

E-Ezﬁ-gdet/\,
(Pseudoskalar). Die Aussagen E2 = B2 und E L B (ebene Welle) sind invariant.

6.2 Relativistische Mechanik

(Einstein 1905) Die Bewegung eines Teilchens ist dargestellt im R* durch seine Weltlinie
z(\) = (2°()\), Z(N\)), wobei A ein beliebiger Kurvenparameter ist, z.B. die Zeitkoordinate:

2(t) = (ct, T(t)) . (6.8)

Unabhéngig vom Kurvenparameter und Lorentz-invariant ist die Bogenldnge

2) dr dx\1/2 (2)
A\ —, -~ = d 6.9
/(1) (& @) /(1) 7 (6.9

wobei (+,-) das Skalarprodukt zur Metrik (5.8)) ist. Die Bogenldnge s ist charakterisiert
durch
dr dx 2’ z(A)
—, — =1 6.10
(ds’ ds) ’ (6.10)
CP
ds® = (dz, dx) = g,,, da" dz" .
Sie ist somit bis auf Transformationen s’ = As +
a (A = £1, a € R) eindeutig. Statt s beniitzen wir

die Eigenzeit 7 = s/c. Aus (6.8)) folgt dann mit & =
dz/dt

ds* = (¢* —v?) dt*

dr =dt - \/1—v2/c%. (6.11) /(1)

8
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— Wir haben v < ¢ vorausgesetzt. Geometrisch bedeutet dies, dass die Weltlinie innerhalb
des Lichtkegels durch jeden ihrer Punkte verlduft. Diese Bedingung ist mit der Bewe-
gungsgleichung vertriglich (siehe spéter): gilt sie zu einer Zeit, so zu allen.

— Der Name “Eigenzeit” riihrt davon her, dass dr = dt im Ruhesystem des Teilchens
(ein Inertialsystem, in dem das Teilchen momentan die Geschwindigkeit Null hat). Die
Eigenzeit ist primér eine berechnete und nicht eine gemessene Grosse. Sie kann iiber (6.9)
als Limes von Riemann-Summen 7(z — 7(1) = lim > izo AT; berechnet werden, wobei der
Limes eine Unterteilung der Weltlinie durch immer dichter liegende Ereignisse beinhaltet
und Ar; die Zeit in jenem Inertialsystem ist, wo die Ereignisse ¢ und ¢ + 1 am selben Ort
stattfinden. Die Eigenzeit 7(2) — 7(1) entspricht der Zeit, die eine Uhr mit der betreffenden
Weltlinie misst, falls sie (definitionsgeméss) ideal ist. Diese Eigenschaft ist anndhrend
erfiillt, falls die Beschleunigungen, die dem Uhrwerk zugrunde liegen, gross sind gegeniiber
jenen langs der Weltlinie.

— Durch die Wahl der positiven Wurzel in (GI1) hat dr stets das Vorzeichen von dt.
Deshalb ist dr ein Pseudoskalar unter Lorentz—Transformationen,

d7 = sgn(A°o)dr .
Wir bilden die Pseudovektoren (bzgl. Zeitumkehr)

_dx
Cdr
p=mu (4—er Impuls) .

u (4—er Geschwindigkeit) ,

Hier ist m > 0 die (Lorentz—invariante) Masse des Teilchens (s. unten). Aus (GI0) folgt

(wu)y=c*,  (p,p)=m?c. (6.12)

In Komponenten ist

1
W = ——=(c,7) , pN:L(c,U),

wobei stets p® > 0 ist. Der 4-er Impuls liegt auf einem durch

m bestimmten ‘Massenhyperboloid” im R*: (p°)? —p? = m?c% 7

Die Masse der Teilchen kann (bis auf einen gemeinsamen Faktor) anhand von Stdssen
charakterisiert werden, und zwar durch das Postulat der Impulserhaltung (im isolierten
System): Der Gesamtimpuls P* der Teilchen vor und nach dem Stoss ist derselbe. Da P*
ein 4-er Vektor ist, geniigt dafiir, dass der rdumliche Anteil P in jedem Inertialsystem
erhalten ist. Im nicht-relativistischen Grenzfall, wo p' = me, p = mv, hat die Erhal-
tung von P die vorrelativistische Bedeutung; die von PY entspricht der Erhaltung der
Gesamtmasse.

Wir betrachten nun ein Teilchen (Masse m, Ladung e) in einem &dusseren elektromagneti-
schen Feld. Seine Bewegungsgleichung im Ruhesystem (¢ = 0) soll die nichtrelativistische
sein: )

miE = e E(T,1) . (6.13)
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Um die Bewegungsgleichung in einem beliebigen Inertialsystem zu finden, geniigt es eine
Lorentz—invariante Gleichung anzugeben, die fir v = 0 mit (6I3) tibereinstimmt. Diese

st i
D e
2 pw "

dr mc (z)p

Sie schreibt sich namlich als

C
1 d m (%1 .
V1—v2/c2dt\/1 —v2/c2 | V2
U3
0 —E1 —E2 —E3 C
i E 0 —Bg B m —U
mc E2 B3 O _Bl /1 _ ’U2/C2 —Va ’
E3 —BQ Bl 0 —Us
also als
d o d mc? -
- S — £ B T 6.14
d d mu LU
iy S E+-ADB 6.15
dtp i =02/ e( —l—c ) ( )

Fir v = 0 wird (615) zu (GI3) und (EI4) ist trivial. Im allgemeinen folgt (G.14) aus
([EI8): Nach ([GEI2) ist (p,dp/dt) = 0 und somit

dp® dp - - U
0 - S0
— =p-—=eFE-p=pek - —.
Prar =P p=pesy
Rechts in der relativistischen Bewegungsgleichung (6.15]) steht die Lorentz-Kraft (Z23)),
rechts in (6.14]) deren Leistung. Also ist
2

o= e
V1—=v?/c?

als relativistische kinetische Energie aufzufassen. Die Leistung (6.14)) ist iiber ein end-
liches Zeitintervall beschriankt, falls F es ist; dann ist es auch ¢p®, womit das Teilchen

v = ¢ nicht erreichen kann. Fiir v < ¢ ist
mc? s 1,
= mc +§mv 4+ ... :

V1—=0v%/c? a
Lmaw? ist die nichtrelativistische kinetische Energie, mc? heisst die Ruheenergie des
Teilchens. Sie spielt eine Rolle bei Stossprozessen. Dort ist der Gesamtimpuls P* erhalten,

2
dafiir die Gesamtmasse nicht mehr! Beispiel: symmetrischer Zerfall:

vorher: @ P* = (Mc,0)
1 "

nacher: <~ :) ()—>_, Pt=—o0—ooo"(2mc,0
—v U /T— 2/ ( )
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Somit ist
2m = M+/1 —v?/c? < M .

Der Massendefekt, mal ¢?, ist

1 1
(M—2m)c2:2m<— 1)02:2-—mv2+... , (6.16)

V1—=v?/c? - 2
fiir v < ¢ also gleich der nichtrelativistischen Energie der Zerfallsprodukte.

Lagrange—Funktion. Die Bewegungsgleichung (6.13]) ist die Euler-Lagrange Gleichung
zur Lagrange—Funktion

L(Z,7,t) :—mCQ\/l—UQ/CQJ—e(go—g-fD , (6.17)

(.
~~

2
—m02+%+...

die fiir v < ¢ in die nichtrelativistische Lagrange—Funktion {ibergeht (bis auf die hier
unwesentliche Konstante —mc?). In der Tat:

L
8— S L + ¢ Ay (kanonischer Impuls) ,
Ouy, 1—0v2/c?2 ¢
d OL d muy, e (0A;
a oL _ad ¢ A )
dt dv, — dt /T — 0?2 + ( or I
oL e
D —epr + — Ay .
T C

Die Euler-Lagrange Gleichung (d/dt)(OL/0vy) — (0L/0x)) = 0 lautet deshalb

d 1 0A
Ok e ( Ok k) +E (A — Aro)ur
—_——

E,/1—02/02: s _C ot ', C

Ey (ﬁ/\é)k

was mit (6.I0) iibereinstimmt. Die Lagrange—Funktion (GI7) ist selbst nicht Lorentz—
invariant, wohl aber

L 5 €
Ldt=—= dr = —<mc + E(u,A))dT.

V1—0v2/c?

Das Hamiltonsche Variationsprinzip fiir die Weltlinie des
Teilchens hat somit die invariante Form

5/((2) <m02 48 (u,A))dT =0

1) c

bei Variationen mit festen Endpunkten im R*.

81

L ist auch nicht eichinvariant: unter einer Eichtransformation (6.5) &ndert sich L um ein

totales Differential 5 q
ec/rox L & € ax
L—rL+¢ (— - ) — L4
* c\ Ot UV + c dt

wodurch die Bewegungsgleichung unveriandert bleibt.
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7 Die friihe Quantentheorie

7.1 Das Plancksche Strahlungsgesetz (1900)

Nach klassischer Vorstellung ist ein Teilchen (z.B. ein Elektron oder ein Atom) charakte-
risiert durch Ort und Geschwindigkeit, deren Angabe beliebig genau sein kann; eine Welle
hat eine bestimmte Frequenz und Wellenzahl, oder ist eine Superposition von solchen. Ein
(elementares) Teilchen ist unteilbar und verlduft auf einer Bahn; eine Welle ist teilbar und
die Teile konnen miteinander interferieren. Licht besteht aus elektromagnetischen Wellen
und Materie aus Teilchen. Die beiden wechselwirken miteinander und gelangen, in einem
verspiegelten Hohlraum eingeschlossen, zu einem thermischen Gleichgewicht, das Planck
untersuchte.

Das zunéchst freie elektromagnetische (e.m.) Feld geniigt auf Grund der Maxwell-Gleich-
ungen der Wellengleichung

und der Nebenbedingung B
divE =0, (7.1)

(analog fiir E) Der Separationsansatz

fithrt auf L
2 fE@) = f(HAE(Z)
und weiter ,
f=—u?f, —AE= %E (7.2)

fir eine Konstante w? (> 0): Dies sind die Bewegungleichung eines harmonischen Os-
zillators, bzw. die Eigenwertgleichung fiir —A. Auf dem Rand des Hohlraums soll die
Randbedingung

Ej=0
ideal leitender Wénde gelten. Wéhlt man diesen einfachheitshalber als den Wiirfel 0 <
z; <L, (i=1,2,3), so lauten die Eigenschwingungen (Moden)

EZ(ZL_") = El COS(k’i$i) sin(ki+1:v,~+1) sin(ki+2xi+2) . (73)
Die Randbedingungen (E; = 0 fiir x; = 0, L (j # )) sind erfiillt, falls

ki = —n,; , n; ganz, > 0, hochstens ein n; = 0. (7.4)

Mit E = (Ey, By, E5) und k= (k1, ko, k3) verlangt () E-k=0:zu jedem k gibt es
zwei linear unabhéngige Eigenschwingungen mit Eigenfrequenzen w = ¢- |k|. Die Zahl der
Eigenschwingungen < w ist nach (Z4)) asymptotisch fiir grosse w (w > ¢/L)

3

w23 3

1 4n (wL>3_ V w

e
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wobei V = L3, bzw.
AN W
do w23’
Planck stellt sich die Materie vor als bestehend aus Oszillatoren (“Resonatoren”) verschie-
dener Frequenzen wy, welche die sonst unabhéngigen e.m. Schwingungen ins Gleichgewicht
bringen. Er geht dabei in zwei Schritten vor:

(7.5)

i) Die Resonatoren der Frequenz wy werden durch das e.m. Feld angeregt und strahlen
auch zurtick. Das resultierende dynamische Gleichgewicht zwischen mittlerer Energie
der Eigenschwingung, U, und das Resonators, FE,,, ist ( : Zeitmittel)

Uwo - Ewo . (76)

ii) Danach wird E, im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur 7' bestimmt
(und damit auch U,).

Die Energieverteilung kann dann durch die spektrale Energiedichte u(w,T’) beschrieben
werden:

V-u(w, T)dw = U, - dN
ist die Energie aller Moden mit Frequenzen in |[w,w + dw); also

w? -

U(W,T) = WUM .

(7.7)

w

i) Die Schwingung eines Resonators, be !, geniigt der Differentialgleichung (Newtonsche
Gleichung)

mb + b + mwib = eEe (7.8)

falls sie durch eine Mode e ! des elektrischen Felds angeregt wird. Dabei sind m, e
die Masse, bzw. die Ladung des Resonators und vy = e*w?/(67c?) ist eine summarische
Beschreibung der Strahlungsverluste (s. Elektrodynamik). Also ist

b= % — & € . L _
wi —w?— T2 2mwy wy —w — 5-
fiir w &~ wp, mit entsprechender (ungestorter) Energie
_ m m (£)2
By = = (W 4+ wi)[b]> = mwi|b]* = — m . 7.9
wo 2<w +w0>’ ‘ mwO’ ‘ 4(w0_w)2+(%)2 ( )

Statistisch betrachtet sind die Phasen der verschiedenen Moden (Amplituden &,) unkor-
reliert und ihre Beitrdge E,,(w) aus (Z9) im Mittel additiv. Die Gesamtenergie eines
Resonators ist damit

E’wo = /o E'wo(w)dN(w) =3V, |? = Uwo

unter Verwendung von (Z5) und von (22 + a?)~' = Z§(z). Die letzte Gleichung folgt aus
der Tsotropie der Strahlung: 3V[E,, |2 = V|E.,|? = Us,.
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ii) Folgende Uberlegung, die Planck nicht machte, dringt sich hier auf. Die Wahrschein-
lichkeit, ein Hamiltonsches System mit Phasenkoordinaten p, ¢ in dpdq zu finden, ist bei
der Temperatur 7" nach Boltzmann

w(p, q)dpdg = dedq ) (7.10)

wobei H die Hamiltonfunktion ist, 8 = (kT)~! die inverse Temperatur, k die Boltzmann-
Konstante und

Z(B) = /dpdqe_ﬁH(p’Q) : (7.11)

die sogenannte Zustandssumme. Die mittlere Energie ist damit

o / dpdq H(p, ) (p,q) = —% log Z(6) .

Fiir einen 1-dimensionalen harmonischen Oszillator,

2
1
H = p_+_mw(2)q2 )

2m 2
ist ((CIT]) ein Gausssches Integral,
2m
72(8) = 2~
3= 7
und damit .
E = E:kT, (7.12)

was unabhéngig von wy ist. Wendet man dies auf die Resonatoren an und, indirekt iiber
(C4l), auf U,, (oder, wie Rayleigh, direkt auf die Feldoszillatoren (7.2]), ohne auf die
Einstellung des Gleichgewichts einzugehen), so folgt aus ((L.1)

w2

(Rayleigh 1900, berichtigt durch Jeans 1905). Dieses Verhalten fiithrt auf die Energie pro

Volumeneinheit -
/ u(w, T)dw = o0 ("
0

(“Ultraviolettkatastrophe”) und steht im Widerspruch zum experimentellen Verhalten

u(w, T) ox wie KT (7.14)
fiir grosse w (Wien, 1896). Planck folgerte iiber (76, [[7) E,, o we™ &7 und bemerkte, dass
h (damals anders benannt) eine neue Naturkonstante sein musste.

u(w,T) Rayleigh-Jeans

EV
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Am 7. Oktober 1900 erfuhr Planck von Messungen, die eine Abweichung vom Wienschen
Gesetz zeigten. Noch am selben Tag énderte er den Ausdruck fiir £, ab und gelangte so
zum Strahlungsgesetz

w? o hw

(s. Ubungen fiir Details). Es interpoliert zwischen (ZI4) und (Z.I3)), letzteres wenn man
k mit der Boltzmann-Konstanten identifiziert. Dies tat Planck etwas spéter, wenn auch
aus anderen Griinden (s. unten). Aus dem Vergleich mit der neuen experimentellen Kurve
fand er so

h=1,04(1,05549) - 107**J - 5,
k=1,34(1,3807)- 107 J-K!

(in Klammern die heutigen Werte) und auch den damals besten Wert fiir die Avogadro
Zahl

Ny = % = 6,17(6,022) - 10** mol " .

Die grossartigste Bestétigung fand das Plancksche Gesetz (T.13) in der gemessenen Spek-
tralverteilung der kosmischen Hintergrundstrahlung bei 7" = 2, 73K (COBE 1992, WMAP
2003, Planck 2013).

Nachtriglich (14. Dez. 1900) begriindet Planck ([Z13]) so:

“Wir betrachten aber — und dies ist der wesentlichste Punkt der ganzen Berech-
nung — F als zusammengesetzt aus einer ganz bestimmten Anzahl endlicher
Teile und bedienen uns dazu der Naturconstanten h = 6,55 - 10727 [erg- sec].”

(hier ist F' die Energie eines Resonators und h = 27h).

Die gleichen Teile setzt er dann gleich hwg, d.h. die moglichen Energien eines Resonators
sind quantisiert:
E, = nhwy , (n=0,1,2,...) . (7.16)

Dies bedingt die Ersetzung von ((Z.I0) durch

oo

e—ﬂnhwo 1
=76 ) ;%e 1 — e~ Blwo
und damit 5 Foo
E=——logZ -

was iiber (.6, [Z7) auf (ZI5) fiihrt. (s. Ubungen fiir Plancks dquivalente Uberlegung).

Beachte, dass Planck die Feldoszillatoren nicht quantisierte. Als Einstein dies tat (s. un-
ten), erschien ihm der Schritt zu radikal. Umgekehrt beméngelte Einstein, dass die Quan-
tisierungshypothese ([Z.I6) im Widerspruch zum kontinuierlichen Energieaustausch steht,
wie er in ([Z.8)) zum Ausdruck kommt.
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7.2 Licht als Teilchen (Einstein 1905)

Der 1. und 2. Hauptsatz der Thermodynamik besagen in knapper Form dU = T'dS —pdV,
d.h.

1 D
dS = —d d 1
S TU+TV, (7.17)

wobei S: Entropie, U: innere Energie, V: Volumen, p: Druck, T: Temperatur sich auf
Gleichgewichtszustédnde eines physikalischen Systems beziehen. Diese sollen durch Angabe
zweier Zustandsvariablen, z.B. U und V, bestimmt sein. So legt (I7) die partiellen
Ableitungen von S(U, V) fest:

95 _ 1 95\ _»p
ou), T’ o), T
e Fiir ein ideales Gas aus NN Teilchen ist nach dem idealen Gasgesetz

95\ _p _Nk
ov), T V'

v oS
v OV

also

S, V) = S5(U, V) =

1% VY
~2dV = Nklog — = k1 : 1
V= 0% 1r 0g<vo) (7.18)

e Ein Oszillator hat nur eine unabhéngige Zustandvariable, z.B. u oder T'. Im Wien-
schen Grenzfall hat ein Feldoszillator der Frequenz w nach (?7) die (mittlere) Energie

u(T) = hwe ™ iF

so dass
ds 1 k U

i logm}

/—du— ——(loghw 1) , (7.19)

(verwende [logz dr = z(logz — 1); die Wahl der Integrationskonstanten ist unwe-
sentlich).

e Einstein betrachtet als System das e.m. Feld im Hohlraum im Frequenzbereich
[w,w + Aw) (monochromatische Strahlung). Dessen Entropie und Energie sind

S(U,V)=AN -s(u), U=AN - u,

wobei 2

AN = V—Aw

m2c3

die Anzahl Oszillatoren ist. Also, mit (.19,
kU 23U
= loe [ 252 ) 1
SV) Tuw (og (hw3AwV) )

KUV v\
S(U,V)—S(U,Vo):%logvo—klog(vo) )

und
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Nun vergleicht dies Einstein mit (ZI8]) und schliesst:

“Monochromatische Strahlung geringer Dichte (innerhalb des Giiltigkeitsbe-
reich der Wienschen Strahlungsformel) verhilt sich in wérmetheoretischer Be-
ziehung so, wie wenn sie aus voneinander unabhingigen Energiequanten von
der Grosse hw bestiinde.”

Als Gleichung:
E=hw. (7.20)

Durch diesen “heuristichen Gesichtspunkt” gewinnt er ein unabhéngiges Fundament fiir
das Strahlungsgesetz (.I3)): Es folgt nun aus der Quantisierung der Energie der Eigen-
schwingungen des Felds; der Umweg iiber die Resonatoren in Plancks Uberlegung wird
iiberfliissig.

Ferner wendet Einstein (.20) an, um “zu untersuchen, ob auch die Gesetze der Erzeugung
und Verwandlung des Lichts so beschaffen sind, wie wenn das Licht aus derartigen Licht-
quanten bestiinde”. Eine Anwendung ist auf den photoelektrischen Effekt (entdeckt
1887, Hertz).

Beobachtung (Lenard 1902): Die Ener- =
gie T" der emittierten Elektronen hingt
(monoton wachsend) nur von der Fre-

Licht der Frequenz w

B, S N

quenz, nicht aber von der Intensitét Metall

der einfallenden Strahlung ab, entge- =

gen der klassischen Vorstellung. Davon Elektronen der
abhéngig ist hingegen die Emissionsra- Z kinetischen Energie T’
te.

Deutung (Einstein 1905): ein Lichtquant fiw wird an ein einziges Elektron iibergeben,
das dann aus dem Metall mit der Energie

T=hw—W (7.21)

(W: Austrittsarbeit) entweicht. (Erst um 1915 waren die experimentellen Daten gut genug,

um ([Z.2])) zu bestitigen.)

7.3 Die Bohrsche Quantenhypothese (1913)

Atome weisen diskrete Lichtemissionsspektren (Spektrallinien) auf. Fiir das Wasserstoff-
Atom gilt die empirisch hergeleitete Formel fiir die Frequenzen

Wpm = <___)’ n,m=12,..., n>m, (722)

(Balmer 1885, aus den 4 Linien m = 2, n = 3,4,5,6). Zur spiteren Verwendung sei
hier das fiir ein beliebiges Atom oder Molekiil geltende Kombinationsprinzip (Ritz 1908)
erwahnt. Es bezieht sich auf die Frequenzen der Spektrallinien und besagt, dass gewisse
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Summen von solchen selbst wieder im Spektrum liegen. Genauer: Die Frequenzen kénnen
mit zwei Indizes n # n’ versehen werden (nicht unbedingt blosse Zahlen), derart dass

Wnn! + Wnin = Wop!' - (723)

Diese Eigenschaft ist gleichbedeutend damit (s. Ubungen), dass die Frequenzen als Dif-
ferenzen zweier Terme, wy,,y = w, — Wy, geschrieben werden konnen. Gl. ([Z22) ist ein
explizites Beispiel dafiir.

Bohr nimmt an (analog zur Planckschen Quantisierung des Resonators, aber gegen klassi-
sche Vorstellungen), dass das Atom nur in Zustdnden mit diskreten Energien E,, existieren
kann. Strahlung (ndhmlich ein Lichtquant) der Frequenz

1
Wom = ?_L(En - E,) (7.24)
wird emittiert beim Ubergang n — m, E,, < E,. Auch der Ubergang m — n ist maglich
unter Absorption eines Lichtquants gleicher Frequenz.) Mit diesem Ansatz wird der spek-
troskopische Befund ([.22]) als Energiebilanz erklart. Fiir das H-Atom ergibt sich

1
E,=-Ry—. n=12.. (7.25)

mit Ry = R - h.

Als Modell des Atoms verwendet Bohr das von Rutherford (1911): Ein Elektron (Masse
m, Ladung —e) im Feld eines viel schwereren Kerns (Ladung e), den wir zunéchst als
fest annehmen. Léangs klassischen Bahnen wiirde das Elektron strahlen und so dem Kern
stets ndher kommen. Bohr wihlt die Quantenzustidnde unter den Kreisbahnen (Radius 7,
Winkelgeschwindigkeit w, Drehimpuls L, Energie F). Fiir diese gilt

2 2 2
e L e
mrw? = — | L =mr’w, E= - —
2 2
T 2mr T
Daraus folgt
L? me* me*
. YR YT

Nach (Z.25) muss L o n sein. Bohr setzt als Quantenbedingung;:

L, = hn, (n=1,2,...) (7.26)
und findet
h2
Ty = agn’ , ap = — (Bohr-Radius) ,
me
1 me?
E,=-Ry-—, Ry = o (Rydbergkonstante) , (7.27)
2Ry
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mit den heutigen Werten
ap = 0,529177-10"%m | Ry = 13,6058 eV .

Beriicksichtigt man die Mitbewegung des Kerns der Masse M, so ist m durch die reduzierte
Masse zu ersetzen; ebenso seine Ladung e durch Ze bei wasserstoffahnlichen ITonen wie
He™; also Ry in (Z27) durch

M

ZQ
M4+m

Ry .

Grosse Erfolge der Bohrschen Theorie waren u.A.:

— Der richtige Wert von R.
— ap als richtige Grossenordnung der Atome
— Die Erklarung des Verhéltnisses Ry.+ : Ry = 4, 0016.

Bemerkung. Die Wahl von 7 als Proportionalititsfaktor in (Z26) ist zwingend, falls
man die Giiltigkeit der klassischen Strahlungstheorie fiir grosse n fordert: beim Ubergang
n — n — 1 soll dann Licht der klassischen Umlaufsfrequenz w,, ausgestrahlt werden. In
der Tat stimmt

Ry

1 1 2Ry
Wnnt = (—<n 17 )~y (o)

mit ([Z28) iiberein. Spéter (1923) erhebt Bohr dies zum Korrespondenzprinzip: Die
Quantentheorie reproduziert die klassische Physik im Grenzfall grosser Quantenzahlen.
Riickblickend ist es schon im Zusammenhang mit der Strahlungsgesetzformel (ZI0) er-
sichtlich: Der Grenzfall kT > hw fiihrt sowohl auf das klassische Gesetz ([I3]) wie auf
grosse mittlere Quantenzahlen n in (Z10).

7.4 Die Quantisierung der Wirkung (Sommerfeld 1915)

Sommerfeld verallgemeinert die Bohrsche Bedingung ([Z.26). Die Quantisierung der ge-
bundenen Bahnen eines Hamiltonschen System mit einem Freiheitsgrad ist die Quan-
tisierung der Wirkung:

fpdq = 2mnh = nh , (n ganz) , (7.29)

wobei das Integral sich iiber eine Bahnkurve erstreckt. Die moglichen Werte der Quan-
tenzahl n sind ferner eingeschrinkt durch die, die die Wirkung auf der linken Seite
iiberhaupt annehmen kann. Fiir Bahnkurven etwa, die (zwei) Umkehrpunkte aufweisen,
ist n > 0 oder auch n > 1 (die spétere Quantenmechanik wiirde in diesem Fall n halbganz
vorziehen, s. Abschnitt [0.4] was wir hier ignorieren). Auch andere Typen von Bahnkurven
sind moglich, wie das néchste Beispiel zeigt.
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Beispiele. 1. Das ebene Pendel (Masse m, L Pe
Lénge [) mit Hamiltonfunktion

2

p
H(p,py) = 277;0[2 — mgl cos ¢ = -

26

hat je eine Bahnkurve bei Energien £ < mgl,
aber je zwei, falls £ > mgl. Nur im zweiten
Fall kann n auch negativ sein.

2. Harmonischer Oszillator. Die Bahnkurve der Energie

L,
Pt s “Z.')x
o T amwod” =&, __lpVemE
ist eine Ellipse im Phasenraum, also /A BN \\\
! [ \ -
W\ % g
2E 27TE S ~-L-- 7N
dqg=7V2mE -\ —w,' = —— s
j{p I m " wo 2B [muwy?t

und (7.29) liefert ( |
E, = nhwy , n=0,1,...

was {iberraschend mit Plancks Postulat (7.I6]) tibereinstimmt.

3. Ein Teilchen, dass sich frei lings einem Kreis bewegt (Phasenkoordinaten (¢, p,), 0 <
¢ < 2m). Der Drehimpuls p, = L ist erhalten. Also ist

fp¢dgo =2rL

und (7.29) ist (C20]), allerdings mit n =0, +1,.. ..

Die Bedingung ([729]) lésst sich auf vollstindig separable Systeme (s. Allgemeine Me-
chanik) mit f Freiheitsgraden erweitern: Solche, fiir welche die zeitunabhéngige Hamilton-

Jacobi Gleichung
oS 08
Hlgqg,... — ..., — | =E=
(Q7 » df, 8(]17 ) 8(1]") aq

(H(q, p): Hamiltonfunktion in passenden Koordinaten) eine vollstandige Losung der Form

]~

S(qlv"'aqf)ala'”)@f): Sk(qkaah"'aaf)

k=1
besitzt. Dabei sind (ay, ..., ay) = a Erhaltungsgrossen. Im 2 f-dimensionalen Phasenraum
verlduft die Bewegung auf dem Schnitt von f durch a bestimmte Flichen
oS 0S5k
= — = — kE=1,... . 7.30
Pk aqk (qv Oé) aqk (Qka a) ) ( ) ) f) ( )

Fiir festes k definiert die Gleichung einen (topologischen) Kreis in der (g, py)-Ebene,
falls die Bewegung beschriankt ist (wie fiir f = 1 die Kreise in der Figur). Die f-
dimensionale Schnittfliche ist deren kartesisches Produkt und somit ein Torus. Die
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Sommerfeld-Bedingung ist anwendbar: Sie zeichnet als erlaubt diejenigen Tori (und nicht
spezielle, darin verlaufende Bahnen) aus, fiir welche

Wi(a) == j{pkqu = 2mnh (ng ganz) . (7.31)

furallek =1,... f, wo py durch (Z30) gegeben ist. Dies bestimmt (v, . .. ay) als Funktion
der ny und insbesondere die moglichen Energien E,, .

Beispiel. Das 2-Korperproblem (s. Allgemeine Mecha-
nik). Nach Separation der Schwerpunktsbewegung und
Verwendung von Polarkoordinaten (r, 0, ¢) fiir die Rela-
tivbewegung,

€3

r=re T = ié. + rhé + r(sin ) ey
lautet deren kinetische Energie

m .
T = 5(7*2 + 720 + r?sin? 04?%) |
mit kanonischen Impulsen

pr=mr, Py = mr26 , Dy = mr?sin® ¢ .

Der Drehimpuls ist

L =mi AT =mr20e. A éy+ mr?(sin 0) e, A €p = Po€o — — <p9 0
sin
so dass
- - pi
L-é;s=p,, L2 =p2+ 7.32
3= Do Py sin 0 ( )

Die Hamiltonfunktion lautet

und die Hamilton-Jacobi Gleichung

1 (/9S\*> 1[[/as\*> 1 [2S\?
i or) +52|(30) +mm(ae) | o=
ist vollstandig separabel. Der Ansatz

S = S,(r) +Sp(0) + S, ()

fiihrt auf

95, _
g =

255\’ O‘?o 9
(89) +sin29_a9’

(8&)2 n f_f = 2m(E — V().

or
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Da der zweite Ausdruck nicht negativ ist, wurde die entsprechende Separationskonstante
als o angesetzt, wobei wir der Eindeutigkeit halber cp > 0 withlen. Nun koénnen W (),
(k=r7,0,¢), in (Z31) berechnet werden:

W, (o) = 2may, ,
Wy(a) = 2 /e T o e = el ~ o).
also
1
oy = %GW@' + W) (7.33)
Tmax 062
W, (a) = 2/ 2m(E -V (r)) — r—gdr . (7.34)

Nach Quantisierung der Wirkungen ([.37]) sind die erlaubten Drehimpulse und Ener-
gien durch die Quantenzahlen n,, n,, ng bestimmt, s. (Z.32], [.33] [[.34):

E-egzaw:n¢-h, (n, =0,%£1,...),
P2 = a3 = [({n] + o) (9 =01,..)
=l
E:En,«,l-

Die Energien hdangen nur von zwei (statt f = 3) Quantenzahlen ab, dafiir kommt jede 2{+1
mal vor (Entartung), denn |n,| <1 wegen |L - e3| < |LJ, also (ny,ng) = (0,1), (1,1 —
1),....(£,0).

Spezialfall: Wasserstoff-Atom (Kepler-Problem), d.h. V(r) = —e?/r. Dann ist fiir £ < 0
(damit Bahnen gebunden)

Tmax 2 2 2
W, () :2/ \/ZmE+ e —%dT:—Qﬂ'(Oég— e

2

r r? \/—QmE) ’

(verwende

B C B
2/Tmin \/—A—FQ? — ﬁd?” = —27'('(\/6— ﬁ)

fir A, B,C' > 0), und damit

mﬁz—lh—keﬂ/%, (n,=1,2,...),

4
me
E, =

_W’ (n:nr—l—l:l,Q,)

Dies stimmt mit (Z.25]) {iberein. Die Entartung ist nun

=

n—

(20 +1) =n?. (7.35)

N
Il
o
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Die Entartungen sind Ausdruck von Symmetrien: der Rotationen (Drehimpulserhaltung)
beim 2-Korper-Problem und, dariiber hinaus beim Kepler-Problem, der Erhaltung des
Laplace-Lenz-Vektors.

Auf Systeme, die nicht separabel sind (und dies ist der generische Fall), ist Sommerfelds
Bedingung nicht anwendbar.

7.5 Emission und Absorption (Einstein 1917)

Einstein gibt eine neue Herleitung des Planckschen Gesetzes (TI5). Auch er bestimmt
die spektrale Energiedichte des Strahlungsfelds iiber das Gleichgewicht mit der Materie,
ohne allerdings weder ([7.6)) noch ein konkretes Modell der Materie, wie die Resonatoren,
zu verwenden. Die Molekiile, die einfachheitshalber alle von derselben Sorte seien, haben
diskrete Energien E,, wobei Entartungen (F, = E,, fiir n # m) erlaubt sind. Jedes
Molekiil kann folgende Ubergéinge eingehen:

e spontane Emission: Ubergang n — m, (£, > E,,) mit

Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit: A, . (7.36)

e induzierte Emission, bzw. Absorption in Anwesenheit von Strahlung: Ubergang
n—m, (E, > E,, bzw. E, < E,,) mit

Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit:  Bj,u(wpm,) - (7.37)

wobei u(w) die spektrale Energiedichte ist und w,,,, eine durch n und m festgelegte
Frequenz: wy,m = Wimn-

Im thermischen Gleichgewicht (Temperatur T) ist die mittlere Anzahl Molekiile im Zu-

stand E,,
— By /KT

Z )
wobei N deren Gesamtzahl und Z =3 e Fn/kT die Zustandsumme ist. Fiir die Zahl der
Molekiile, die pro Zeiteinheit den Ubergang n — m machen, setzt somit Einstein:

N,=N.°S

L AR [ AR = 0o M
Im Gleichgewicht ist Nnm = Nmn, also fir F,, > E,,
e B/RT (B (wam) 4 Apm) = € P B (Wi,
und somit 4 B s .
(o T) = ( e 1) , (7.39)

mit expliziter T-Abhéngigkeit der rechten Seite! Sodann wird gefordert, dass der Ausdruck
in den Grenzféllen 7' — 0 und 7" — oo bei festen n, m konsistent mit den Strahlungsgeset-
zen von Wien ([L.I4]), bzw. von Rayleigh-Jeans ([L.I3]) sein soll. Aus Ersterem folgt so die
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Bohrsche Frequenzbedingung (.24]). Das Zweite verlangt zunéchst u — oo fir T — oo,
also

Bn = Bum (7.40)
und dann weiter
A En—Em -1 A, kT w2
o —1) - = Doy
Bnm <e . Bnm ha}nm m2c3

Daraus folgt die Beziehung

A I3

Bpm 23
zwischen spontaner und induzierter Emission und (7.39) wird zum Planckschen Strah-
lungsgesetz (TI5) fir w(wpm, T"). Weil darin alle Molekiileigenschaften entfallen, muss es
fiir beliebige Frequenzen w gelten. Die Berechnung der molekularen Grossen E,,, A, Bum
bleibt der spiteren Quantenmechanik vorbehalten (s. Kap. ??). Zum Vergleich mit ihr ist
es zweckmiissig, die Wahrscheinlichkeit (Z37) fiir induzierte Ubergéinge auf die mittlere
Anzahl Lichtquanten N, = U, /hw in einer Mode der Frequenz w = wy,, zu bezichen, vgl.

m?

(7.41)

ha}?xm >,
Bnmu(wnm) == Bnm 1203 anm = Bnm : anm .
Dann vereinfacht sich ((Z.41]) ndmlich zu
Anm - Bnm

und die Raten rechts der Klammer in (C38) sind A,,,(N,,,, + 1), bzw. A, N,

nm*

Bemerkenswert ist die Beschreibung ([Z3€]) der spontanen Emission: Selbst im Vakuum
(u=0) gibt es fiir ein Molekiil in einem bestimmten Quantenzustand nur eine Wahr-
scheinlichkeitsaussage fiir das zukiinftige Verhalten. Dieser prinzipielle Verzicht auf
eine (im klassischen Sinn) kausale Dynamik haftet der ganzen Quantentheorie an.

In derselben Arbeit erweitert Einstein seine Lichtquantenhypothese (Z20) zu einer relati-
vistisch kovarianten Beziehung zwischen dem 4er-Impuls (E/¢, p) und dem 4er-Wellenvek-

tor (w/e, k),
< EPKC ) N h( wléc ) o bowe pf = REE (7.42)

und schliesst somit, dass ein Lichtquant auch einen Impuls 7 = hk mit |k| = w/c trigt.

7.6 Licht als Teilchen (Compton 1922)

Der direkte Nachweis der Wellen-Teilchen Dualitéit des Lichts lieferte Compton. Bei der
Streuung von Rontgenstrahlen an (ruhenden) Elektronen éndert sich der Impuls der Licht-
quanten (Teilcheneigenschaft) und wegen ([.42]) die Wellenlédnge A der Strahlung (Wellen-
eigenschaft):
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hk 7 =0 Y
Pe R
y e (9) .
w,\
gt

Aus der Energie-Impuls-Erhaltung
hk! + p' = K" + p'*
folgt
N =)A= —sin"—. (7.43)

Rechnung: Das Minkowski-Quadrat von h(k™ — k#) = pt — p/* ist —h*k*k], = m*c® — pp),
mit

T o0
kMK, = [K[|K|(1 — cos 0) = 2|k||K'| sin? 3
/

E — —
p'p, = me— = mc(me + hlk| — AlE])
c

also

- 0 L
—2h?|K||K'| sin® 5= mch(|K'| — |k]) .
Mit A = 2r/|k| folgt (ZZ3).

7.7 Teilchen als Welle (de Broglie 1923)

De Broglie iibertriagt die Wellen-Teilchen Dualitat von Licht auf Materie: einem Teilchen
mit Impuls p* ist eine Welle (“Materiewelle”) zugeordnet mit Wellenvektor k#, wie in
(C42). Aus p*p, = (E/c)? — p? = m*c? folgt das Dispersionsgesetz dieser Wellen:

w(k) =c (%)2 k2

In nicht-relativistischer Naherung, wo

p

E(p) = mc® + — 44

(P) =me+ o, (7.44)
lautet es .
- mc? hk?

k)= — 4+ — 7.45

Wy =" 28 (7.45)

wobei die unterstrichenen Terme der Ruheenergie entsprechen. Nicht relativistisch be-
trachtet kann eine solche Konstante in der Energie E(p) weggelassen werden und ebenso
(siehe spéter) bei der Frequenz w(k).
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De Broglie vermutet, dass sich Beugungs- und Interferenzerscheinungen auch mit Teil-
chenstrahlen ergeben.

Beispiel. Doppelspaltexperiment

Einzelspalt Schirm ! Doppelspalt Schirm
|
I
|
l
prad Intensitit 1+ =L Intensitét
~ I S
Quelle 1 Quelle
|
|
|
|
|
|

Die Intensitédt beim Doppelspalt ist nicht die Summe der Intensitéten von je einem offe-
nen Spalt. Die Interferenz deutet darauf hin, dass stattdessen Amplituden additiv sind.
Das Experiment kann heute mit Elektronen, Neutronen, ja Fulleren-Molekiilen Cgq durch-
gefiithrt werden.

Weitere Entwicklungen, auf die wir erst spéter eingehen werden, waren das Ausschluss-
prinzip (Pauli, 1925), welches mit einem weiteren, 2—wertigen Freiheitsgrad im Zusam-
menhang steht (Pauli, 1924); letzterer wurde sodann als Spin des Elektrons gedeutet
(Uhlenbeck, Goudsmit 1925).

Darauf folgte die moderne Form der Quantenmechanik in der Gestalt der Matrizenmecha-
nik (Heisenberg, dann Born und Jordan, sowie Dirac, alle 1925) und der Wellenmechanik
(Schrodinger 1926), auf die im néchsten Kapitel eingegangen wird.
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8 Wellen- und Matrizenmechanik

8.1 Wellenmechanik und Schrédinger-Gleichung

Es soll hier die Bewegungsgleichung der Wellen gesucht werden, die de Broglie postulierte.
Nach (.42]) ist einem Teilchen mit Impuls p'und Energie E eine Welle

Gpp(Tt) = FT0 (5= Rk E = hw) (8.1)

zugeordnet. Fiir ein freies Teilchen ist F = E(p) und allgemeine Wellen ergeben sich
durch Superposition

w(E,t) = (i) S [ ST EING gy

Die Bewegung der Welle erfiillt

1h88_7f _ (27Th)—3/2/ei(ﬁf—E(ﬁ')t)/hE(ﬁ)QZ(md?;p

und, falls das Teilchen nicht-relativistisch (7.44) ist,

o R

Anders gesagt: Dies erhélt man aus (C.45]) durch die Substitution
— i 0 k— —iV (8.2)
w—i— —i .
ot’

und Anwendung auf ¢ (%, t). (Fiir ebene Wellen (B1]) liefern ja die rechten Seiten (R.2) die
linken.)

Fiir ein nicht freies Teilchen mit klassischer Hamiltonfunktion

—2

H= g—m + V(@) (8.3)

liefert (B2]) die Schrodinger-Gleichung

i V(f))w . (8.4)

Damit ist H auch quantenmechanisch die Erzeugende der Zeitentwicklung: Der Zustand
(@, t) ergibt sich aus jenem (&) zur Zeit ¢t = 0. Fiir Wellen fester Frequenz,

W(T, 1) = p(@)e

lautet (84)
A+ (E-V(@)=0. (8.5)
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Schrodinger (1926) erhielt diese zeitunabhéngige Gleichung als wellenoptische Verallge-
meinerung der Hamilton-Jacobi Gleichung. Hier soll sein Weg skizziert werden: Im sym-

bolischen Verhéltnis
Wellenoptik ~ Wellenmechanik

Strahlenoptik Mechanik

war die Wellenmechanik die unbekannte Theorie inmitten von Bekannten.

Optik. In der skalaren Wellenoptik ist eine Lichtwelle fester Frequenz (%, t) = o (Z)e !
eine Losung der Gleichung (mit Wellenzahl k(%) = wn(Z)/c und Brechungsindex n(Z))

A+ k2 =0. (8.6)

Sie kann unter Umstédnden (siehe unten) ein Biindel von Lichtstrahlen beschreiben iiber
die Zerlegung .

U(@) = A
in Amplitude A(Z) und Phase S(Z) (beide reell), und zwar als Schar der Orthogonaltra-
jektorien Z(s) (s: Bogenldnge) der Fléchen konstanter Phase:

%EZI%%' (8.7)
Mit
V(Ae®) = (VA +iAVS)e! |
A(Ae'®) = div V(Ae™) = (AA+1AAS + 2iVA - VS — A(VS)?)e®
besagt (B.6]) nach Trennung von Real- und Imaginérteil
AA— A(VS)? + AK? =0, (8.8)

AAS +2VA-VS =0.

Die Strahlenoptik ist eine gute Ndherung in Gebieten, wo die Amplitude A(Z) wenig
variiert iiber eine Wellenlidnge 27 /k, oder genauer, wo

AA
7( < k2. (8.10)
Dort wird (B8] zur Eikonalgleichung
(VS)? = k2 (8.11)
und ([&.7) zu
F=rt v (8.12)
T ds ' '

Die Losungen Z(s) beschreiben eine Schar von Lichtstrahlen.
Mechanik. Zur Hamiltonfunktion (R3] gehort die Hamilton-Jacobi Gleichung
(VS)?

2m

+V(@) =E. (8.13)
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Sie beschreibt iiber p= ma und

7 =VS (8.14)
ein Biindel von Bahnen, denn die kanonischen Bewegungsgleichungen
=L p=-VVE)
m

sind erfiillt. In der Tat ist

. 08 '_H_ﬁé S 9s oV

b= - 8%8:61 « O;0x; 8% T Oxy
wobei die letzte Gleichung durch Ableltung von (RI3]) nach = Bl = VS

x; entsteht. Die Gleichung (8I4) steht iiber 7 = hk in Uber-
einstimmung mit (8I2), falls S/h als Phase einer Losung von

[BH) angesetzt wird. Dann wird (8I1]) zu
(65 > 2m
h h?
also zur HJ-Gleichung (8I3]).
Analog ist die zeitabhingige HJ-GI. fiir das System (83),

— (E=V(2)),

08 R/ =S8\2
h__ _< —) T =
%% \V4 . +V(¥) =0
die strahlenoptische Néherung fiir die Phase S/h einer Welle 4(Z,t) = A(Z, t)eS@D/" die
der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung (84]) gentigt. Anstelle der (noch) nicht verwen-

deten Gl. (R) tritt

AAS +2V A VS_-am%§. (8.15)

Schrédinger vollzieht den Ubergang von der Mechanik zur Wellenmechanik auch fiir Ha-
miltonsche Systeme des Typs

-szw@mm+V@~

Wir formulieren die Schrédinger Gleichung aber nur fiir N-Teilchensysteme

N 9
Py - "
H = — 4V :
kzzg ka + ('Il7 ’xN)

Die Wellenfunktion ¢ = (&, ..., Zy,t) erfullt

<§:_z$: 1, ---,fN)>@/} ; (8.16)

wobei A, der gewthnliche Laplace-Operator im R? ist, der nur auf die Variable ), wirkt.
Wichtig ist, dass die Wellenfunktion v (q) auf dem Konfigurationsraum des klas-
sischen Systems lebt, hier dem R3*M. Nur im Fall eines Teilchens kann dieser mit dem
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physikalischen R? identifiziert werden. Die Auffassung der Materiewelle als einer Welle im
Raum ist somit nicht haltbar.

Unter (8.4) verhalten sich die Grossen

p(@,t) = [¢ (8.17)
. | h = -
JE ) = VY = o (Vg — oY) (8.18)
wie eine Dichte, bzw. eine Stromdichte, insofern die Kontinuitétsgleichung
% +divy=0 (8.19)
gilt. Zum Beweis:
dp 0y o - —

divy= 5= (I(A0) - (A7)

nach Kiirzung von ¢(Ve)) = (Vi), baw. Vi - Vib = Vib - Vb, Ubrigens ist p = A2,
J(Z,t) = A°VS/m und ®IJ) folgt auch aus ([BIH) nach Multiplikation mit A, also
div (A%2V S) = —mdA?/0t. In integrierter Form:

d

— pd3x:—/ 7 da, (QCRY).
dt Jq o0

Insbesondere ist [o, [¢(Z,)[*d*x konstant in ¢ (falls ¢ fiir |#] — oo abfllt).

Eine Energieverschiebung V (z) — V(Z) + Ey &ndert zwar die Frequenz der Losung, vgl.
([749), gemiiss (T, t) — (Z,t)e Fot/h bzw. A — A, S — S— Eyt, was aber ohne Einfluss
auf (817 BIS) bleibt.

Die Deutung der Zusténde (%) ist statistisch (Born 1926): Man normiere v so, dass
/ [Y(Z)PdPz = 1. (8.20)
R3

Dann ist p eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h.

| w@pd

ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich das Teilchen in @ C R? befindet. Ebenso, in
Bezug auf B8I0), [ (71, ..., TN, t)|?d®x, ... d*xx die, die N Teilchen der Reihe nach in
d3xq, ..., d3xn um T, ..., Ty zu finden.

8.2 Matrizenmechanik und Heisenberg-Gleichung

Nach Sommerfeld, s. (29]), geniigt das mechanische System mit einem Freiheitsgrad



der Quantisierungsbedingung: Eine gebundene Bahn der Energie E ist quantentheoretisch
zuldssig, falls

1
E)=—
n(E) 2mh

eine ganze Zahl (n = 0,1,2,...) ist. Vorderhand betrachten wir beliebige Bahnen; sie
entsprechen reellen n > 0. Es ist

pdx

n(E) = % /a+ V2m(E -V (z))dz

wobei ay+ = a4 (F) die Umkehrpunkte der Bahn sind. Die Periode ist, mit & = dz/dt,

re) = -z T2 v

die Frequenz w = 27 /T also

_1dE

=

Funktionen a(p, z) (Observablen) weisen ldngs der Bahn, a(t) = a(p(t), z(t)), diese Periode
auf und sind folglich Fourier-Reihen der Form

w(n)

a(t) = i A (n)elmet (8.21)

wobel
A_n(n)=A,n), (8.22)
falls a reell ist. Ebenso
a(t) =iw(n) > mAp(n)em " (8.23)

Observablen kénnen multipliziert werden, ¢(p,q) = a(p,q)b(p,q), bzw. c(t) = a(t)b(t).
Gruppiert man im Produkt die Terme nach ihrer Frequenz, so resultiert die Faltung

Con(n) = Ay (n) By (n) . (8.24)

Insbesondere gilt (821) fiir das Dipolmoment d(t) = ex(t), welches in drei Dimensionen
die Ausstrahlung

. 1 . ., =
E(r)t) = @(r A (TAd))
(r > A > |7]) bestimmt (vgl. Elektrodynamik): Klassisch strahlt das System in der Bahn
n € R mit der Frequenz w(n) und ihren Oberschwingungen mw(n); quantenmechanisch
(n € N) geméss der Bohrschen Frequenzbedingung fiir den Ubergang n — n — m:

klassisch — quantenmechanisch
1dE E(n) — E(n—
mw(n) = e (n) h(n m) . (8.25)
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Fiir grosse n, wo d*E/dn* < dE/dn, sind die beiden Ausdriicke annihernd gleich, was
das Korrespondenzprinzip auf S. B0l bekréftigt.

Die Quantisierung des klassischen Systems erfordert nach Heisenberg nicht bloss, dass in
(B21)) die Frequenzen geméss (8.20) ersetzt werden, sondern ebenso

Ap(n) = Appem - (8.26)
was fiir die Phasen recht ist, kann fiir die Amplituden nur billig sein. Insgesamt
Am(n)eimw(n)t N An,n—meiwn’nimt )

Links stehen lauter Eigenschaften der selben Bahn n, unabhéingig von m € Z; rechts
Eigenschaften verschiedener Paare von Zustédnden (n,n — m). So ist links die Summe
[B21) sinnvoll; nicht aber rechts, sozusagen gemiss dem Verbot, Apfel und Birnen zu
addieren (Heisenberg: “nicht ohne Willkiir méglich und deshalb nicht sinnvoll”). Es ist
somit die Gesamtheit

A _ (A /elwnn/t>nn/

als Matrix aufzufassen. Wodurch ist das Produkt (8.24]) zu ersetzen? Nach dem Ritzschen
Kombinationsprinzip (Z.23)) ist e“nn'fe@nnt = ¢“nnt Tm Matrixprodukt C' = AB, d.h.

//elw“"”t _ E A lel nn’tB , //elw ’ //t

kommt (T23]) zum Tragen (“ergibt sich diese Art der Zusammensetzung nahezu zwangs-
laufig aus der Kombinationsrelation der Frequenzen™).

Im Ubrigen ist die Vorschrift (827) nicht eindeutig, denn auf —m angewandt ergibt sie
mw(n) — —Wnntm = Wntmon 7£ Wnn—m -

Der Unterschied ist aber h~'O(d?E//dn?*) und damit von der selben Ungenauigkeit wie die
Néherung, die der Vorschrift (820]) zugrundeliegt. Folglich ist auch

Am (n) — An+m,n

ebenso passend wie (82€). Die Anwendung beider Regeln auf die Reellitdtsbedingung
([R:22)) liefert eine Gleichung, in der beidseits dasselbe Zustandspaar vorkommt, und zwar

Apon = Ay s dh A= A"

Die Energie H nimmt unter den Observablen eine Sonderstellung ein, da erhalten. Ihre
Fourier-Entwicklung ist somit H,,(n) = d,,0F(n) und quantenmechanisch entspricht ihr
nach (R.26]) die Diagonalmatrix

Damit ist
A(t)nn’ = A /elwnn/t E(n)t/hAnnle—iE(n’)t/h _ (eth/hAe—th/ﬁ)

nn’

kurz
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A(t) = et/ ge—itt/h (8.28)

Es folgt A(t) = (i/h)e"/"(HA — AH)e /" und somit die Heisenberg-Gleichung: die
Bewegungsgleichung .
i

A(t) -

[(H, A(t)] (8.29)
einer beliebigen Observablen A(t).

Insbesondere gilt dies fiir den Ort X (¢) und den Impuls P(t), die anstelle der Bahn
(p(t),z(t)) treten:

i i
h h
Nun gilt es die Nabelschnur zur “halbklassischen” Quantentheorie Sommerfelds zu kappen:
wo in ([827) H noch iiber E(n) durch die Quantisierungsbedingung ((Z31]) bestimmt ist,
soll neu die Energie durch

X=_[H X], P=_[HP]. (8.30)

2

H— L +V(X) (8.31)

2m
gegeben sein, wobei P? = P- P und V(X) (z.B. fiir V(z) = ax?®+ B2?) als Matrixprodukte
zu verstehen sind. Die Berechnung der Kommutatoren in (830) verlangt schlussendlich
nach jener von (i/h)[P, X].

Letztere wird durch Heisenberg, Born und Jordan wie folgt mit (Z3I) in Verbindung
gebracht. Klassisch ist nach 82I) ¢ a(t)dt = (2w /w(n))Ao(n), also nach ([823] B24)

1 1 1
- - — rdt = — P .
n=g pdx . j{pxdt - E mP_,,(n)X,,(n)
Ableitung nach n liefert

- d
1= > M P (1) X (1)

m=—0oo

Das Korrespondenzprinzip verlangt X,,(n) = X,imn, Pom(n) = Pyntm; durch Erweite-
rung von ([B20) auf E(n) ~ P, nimXn+mn verwandelt es den Ausdruck in

1
1= ﬁ zm:(Pn771-}—771AX7L-&-7R,71 - Pn_m,an,n—m)

i

h

i

((PX)nn - (Xp)nn) = A

[P, X -

Die Diagonalelemente von D = (i/h)[P, X] sind damit bestimmt. Insbesondere folgt, dass

die Matrizen P, X nicht von endlicher Ordnung N sein konnen, denn die Summe {iber

n wirde N = (i/h)tr [P, X] = 0 liefern. Born vermutete, dass die Ausserdiagonalelemen-

te verschwinden, D,,, = 0, (n # n’), und schloss insgesamt auf die Heisenbergsche

Vertauschungsrelation '
i

S[P.X]=1. (8.32)
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Als Folge davon gilt (s. Ubungen)

SPIX) =7(X), Sle(P).X] =g(P)
und die Bewegungsgleichungen (8.30)
. , . E
P=-vVi(X), X=— (8.33)

sind formal identisch mit den kanonischen Bewegungsleichungen der klassischen Mechanik.

Anstrengungen zur vollen Begriindung von (832)) folgten. Born und Jordan postulier-
ten, wenn auch etwas verschliisselt, die Aquivalenz der Bewegungsgleichungen (830) und
[®33), was als eine Erweiterung des Korrespondenzprinzips angesehen werden kann. Dar-
aus folgt einerseits D = (i/h)[H, D], d.h. Dy, = (i/h)(E(n)—E(n')) Dy, und andererseits
D = (i/h)([-V'(X), X] + [P, P/m]) = 0; also Dy, =0, (n # n'), da E(n) # E(n'). An-
ders Dirac, der aus der Korrespondenz zwischen klassischen und quantenmechanischen
Observablen (also zwischen Funktionen auf dem Phasenraum und “Matrizen”) auf die
Regel stosst: Ist a — A, b — B, so auch

{@w—+#ABL (8.34)

wobei {-, -} die Poisson-Klammer ist (s. Allgemeine Mechanik). Gl. (832]) folgt aus {p, 2} =
1.

Zur Herleitung von (834) benutzt er statt den Koordinaten p,x die (dimensionslose)
Wirkungsvariable n und die 27-periodische Winkelvariable w. Klassisch sind nA und w
kanonisch konjugiert, womit

1,0a 0b  Oa Ob
by = (2 2P
{a,b} h(an ow  Ow an) ’
und Bahnen von der Form ¢ — (n,w+w(n)t). Die Fourier-Entwicklung einer Observablen
lautet

a(n,w) = Z Ap(n)e™

Sie enthalt (82I)) als Spezialfall, und zwar durch Auswertung langs einer Bahn mit An-
fangswert w = 0. Die Funktion ¢, die C' = (i/h)[A, B] entspricht, ist nach (8.20))

= = +
C(TL, w) § :C’n,n_mel v ﬁ E (Amn—an—T,n—r—s - Bn,n—sAn—s,n—r—s)el(r sjw .
m r,8

Die Klammer darin betrégt

(An,nfr - Anfs,nfrfs>anr,nfrfs - (Bn,nfs - anr,nfrfs)Anfs,nfrfs
und davon der erste Term, nach Multiplikation mit e'" )

a irw isw
%(Ar(n)e ) - Bs(n)e

0 o0 .
= —i%(Ar(”)em)a—w(Bs(”)eww)
bis auf Beitrdge mit hheren Ableitungen nach r, s, die in Analogie zum Korrespondeprin-
zip (B27]) als vernachlissigbar gelten sollen. Desgleichen fiir den zweiten Term. Insgesamt

ergibt sich ¢ = {a, b}, wie behauptet.

Y

(Ar(n) — Ap(n —5))e™ - By(n —r)e"" = s
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9 Die allgemeine Form der Quantenmechanik

9.1 Darstellung im Hilbertraum

Wir fassen die Wellenfunktion ¢(Z) eines Teilchens (zu fester Zeit) auf als ein Vektor
|4y im Hilbertraum H = L?*(R?) der quadratintegrierbaren Funktionen mit dem Skalar-
produkt

(V]g) = g U(@)(x) s . (9-1)

Er soll (820) entsprechend normiert sein. Allgemeiner sind Zustdnde eines quantenme-
chanischen Systems Vektoren ¢ eines Hilbertraums H iiber C (dim H < oo) mit Skalar-
produkt (|¢): Sie sind stets normiert, d.h.

[0 = (¥lv) =1, (9.2)

und stellen bis auf die Aquivalenz

) ~ ), (a€R) (9.3)

die Zustédnde des Systems dar. Diese Identifikation rechtfertigt sich, da keine Messung
(s. unten) die beiden Vektoren (0.3]) zu unterscheiden vermag.

Observablen und Dynamik sind in der Quantenmechanik durch lineare Operatoren dar-
gestellt, d.h. (etwas ungenau) durch lineare Abbildungen A : H — H. Man nennt

(9] Al) == (9| Ad)
Matrixelemente. Der zu A adjungierte Operator A* : H — H ist durch
(Pl A™Y) == (AlY),  (|9),[¢) € H) (9-4)
erklirt. Rechenregeln sind (A + B)* = A* + B*, (AA)* = MA*, (A € C).

Den Observablen entsprechen selbstadjungierte Operatoren, A* = A. Wir illustrieren
den Begriff und die Zuordnung anhand eines Beispiels: ein Teilchen in einer Dimension,
also H = L*(R). Das Ereignis P, das Teilchen in Q C R zu finden (ja: P = 1, nein: P = 0)
ist durch den orthogonalen Projektor P : H — H, (P = P? = P*),

(PY)(x) = Polz)¥(z) , (9-5)

(Pq: charakteristische Funktion von ) gegeben, insofern

WIPI) = [ i) Pale)te)ds = [ ()P da
Q
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ist;
e Die Eigenwerte von P, d.h. A = 0, 1, die moglichen Ergebnisse der Messung sind.

e Fiir die entprechenden Eigenvektoren, P|¢) = A|¢), das Ergebnis determini-
stisch ausfillt: (¢|P[y) = 0 oder 1.
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Das Ergebnis der Messung einer physikalischen Grosse (Observable) ist i.A. nicht auf 1, 0
eingeschrénkt, z.B. des Orts z € R des Teilchens. Damit verbunden ist der Ortsoperator
r:H—=H, (x=2a")

z:)(x) — z(z)

(Multiplikation mit ), im Sinne, dass

(@) = (lalo) = [ ol(a) Pdz (9.6)

der Erwartungswert der Messung ist.

Fiir einen allfilligen Eigenvektor |¢),

z(x) = M(z) (9.7)

gilt ¥(z) =0, (x # N), also [¢) = 0 im Sinne von ¢ € L*(R). Formal hat ([0.7) die Losung
() = §(z — \), aber ¢ ¢ L*(R). Bezeichnet man diesen uneigentlichen Zustand zum
Eigenwert A = z mit |z), so ist

Y(z) = (z|¢)
und, vgl. (@H), (¢|P|y) = fQ (2)Y(x)dr = fQ<¢|x)(x|w)da:, also formal

P = /de\:v}(x\ (9.8)

Insbesondere ist
(ala’) = 6z —a') / dz |y (x| = 1,

womit die {|z)} eine uneigentliche Orthonormalbasis bilden (Dirac- statt Kronecker-d,
Integral statt Summe).

Das Schwankungsquadrat der Messung,

(Ax)?), = / (& — (2} 0 o) P = ||(z — () )02 > 0, ()

ist zwar stets positiv, da x keine Eigenvektoren hat, kann aber durch (Ia:> x
passende Wahl von ¢» € L*(R) beliebig klein gemacht werden. Dies
motiviert die auf dim H = oo zugeschnittene Definition:

Das Spektrum o(A) eines selbstadjungierten Operators A : H — H ist erklért durch:

A € 0(A): <= zu jedem e > 0 existiert ein Zustand 1., (||¢:|| = 1) so, dass
(A =N <e. (9.9)

Bemerkungen. 1. Ein Eigenwert A liegt vor, falls ([0.9) mit ¢ = 0 gilt; folglich liegt er
in 0(A). Ferner ist A € R, da AN(¢|¢)) = (AY|) = (Y|AY) = AN(|y) wegen A = A*. Es
gilt aber auch o(A) C R (s. Anhang A).

2. Im endlich-dimensionalen Fall, dim H < oo, ist die Einheitskugel {¢) € H|||[¢|| = 1}
kompakt, also folgt aus ([@9): ||[(A — A\)¢|| = 0 fiir ein ¢ € H mit ||| = 1. Also: 0(A) =
{Eigenwerte von A}.
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Fiir den Ortsoperator ist also o(z) = R:
e Das Spektrum von x besteht aus den moglichen Ergebnisse seiner Messung.

Analog fiir den Impulsoperator. Die (uneigentlichen) Eigenzustdnde sind nach (81])
yla) = (2mh) 2l

mit Eigenwert p, aber ¢, ¢ L?(R). Notation: |p). Fiir allgemeine Zustéinde

B(7) = (2nh) 2 / ()P p

ist
o /T hd
(pw)(e) = ) [ per gy = 5 (9.10)
Der Operator
h d
P=g (9.11)

ist ebenfalls selbstadjungiert (partielle Integration) und (@I0) besagt
p=F 'aF, (9.12)
wobei F : L*(R) — L*(R)

(Fo)p) = D) = 2n) P2 [ e ade = (o)

die Fouriertransformation ist. F ist unitér, 7! = F* (Parseval Identitit). Folglich ist
auch o(p) = R und die Zustidnde [p) mit Wellenfunktion ¢, bilden eine uneigentliche
Orthonormalbasis,

(plp") =o(p—7') , /dp p)(p| =1,

Bemerkung. Eine allgemeinere, prizise Definition eines uneigentlichen Zustandes wird
sich dank des Spektralsatzes eriibrigen. Trotzdem sei bemerkt: Man konnte vermuten,
dass 1, auch fiir p € C\ R als einen solchen zugelassen werden sollte, da ja nach wie vor
—imp, = pi, gilt, obschon 1,(x) nun exponentiell wachsend statt beschrinkt ist. Dem
ist nicht so, denn nur fiir py € R stellt 1, eine verniinftige Idealisierung von Zustéanden
Un € L*(R) dar: (1) “¢n — thp,” mit (i) (vl 7 [(p = po)tnll = 0, (n — o0). Ersteres
gilt (etwa punktweise) fiir die Folge v, (z) = x(z/n),, () mit x € C°(R) und x(0) = 1;
letzteres bedeutet aber genau py € o(p)(= R).

Die Verallgemeinerung der Wahrscheinlichkeitsinterpretation auf beliebige Observablen
beruht auf dem Spektralsatz, den wir zunéchst im Fall eines endlich-dimensionalen Zu-
standsraums H in Erinnerung rufen: Selbstadjungerte Operatoren besitzen eine orthonor-
mierte Eigenbasis {¢;},

A‘¢i> = ai’¢i> )
(6i6;) = dij Z 6i) (3] = 1,
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und damit die Spektraldarstellung
AZZ%‘@M@’: Z ably
i aco(A)

wobei P, = 3., _, |¢i)(¢#i] = Py = P} der Projektor auf den Eigenraum zum Eigenwert
a ist. Sie ermdglicht es, Funktionen von Operatoren zu definieren,

fA) = > fla)Pu, (9.13)

aco(A)

wobei f : R — C eine Funktion und f(A) : H — H ein Operator ist. Die Zuordnung
f+— f(A) hat die Eigenschaften

(alfl + 052f2)(A) = a1f1<A> + a2f2(A> ) (0‘1’ Qo € C) ) (914)
<f1f2)(A) = fl(A>f2(A) ) (9-15)

fA) = 1), (9.16)

(4) (9.17)

sowie Stetigkeit bzgl. f, auf die wir nicht néher eingehen.

Die Definition ([@.13) besitzt eine Verallgemeinerung auf dim # = oo, und zwar den Spek-
tralsatz:

Satz. Sei A = A*. Dann gibt es eine eindeutige Zuordnung
f— f(A) (9.18)
mit den Eigenschaften (O.I4HO.17).

Beweis. s. Anhang A.

Sei nun / C R eine Teilmenge und Pj(a) deren charakteristi-
sche Funktion. Dann ist P;(A) ein orthogonaler Projektor,

1
Pr(A) = P(A)" = Pi(A)? (9.19) — 1)
(folgt aus (@15, @.I6); spektraler Projektor), und fiir dis- 0l 7 g
junkte Intervalle I, I gilt
P11UI2 (A) = PII (A) + PI2 (A)
(folgt aus (@I4). Fir jeden Zustand [¢)) € H ist
Wy(I) = (P (A) )
ein Wahrscheinlichkeitsmass auf R:
Wy (1) = || Pr(A)p]* = 0
Ww<[1U[2):W¢(Il)+W¢([2) ) (Ilm[2:®) )
Wy(R)=1.
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Interpretation. W (I) ist die Wahrscheinlichkeit, dass A im Zustand [¢) einen Messwert
a € [ annimmt. (Dies ist konsistent mit (0.3]).)

Daraus ergeben sich einige Folgerungen:
Messwerte. Allgemein sind nun A € o(A) die moglichen Messwerte der Observablen A:

A€ U(A) <~ P()\_&)\_;_E)(A) #0, Ve>0, (920)
also: <= Vedy. (||| = 1) mit Wy (A —e,A4+¢) >0.

Zum Beweis bemerken wir zunéchst, dass
fzg9=f(A)=g(4).
Dies folgt aus dem Spezialfall g = 0 (also f = (v/f)? > 0), der seinerseits aus

WIFA) = WIF2A) A ) = (FRA)If2(A)e) >0

folgt.
«: Dann gibt es einen Zustand [¢.) mit Pi_c x10)(A)[0e) = [1):). Aus (2 —X)? Py rpe)(2)
< &2 folgt

(A — )‘)@bEHQ = (¢e|(A = )‘)2|¢6> < 52<wa|¢a> )
also A € 0(A) nach (@.9).
=: Aus P _cpie)(A4) = 0 fiir ein e > 0 folgt [¢) = (1 — Po_case)(A))|0) fiir alle [4)).
Wegen (2 — A)?(1 — Pp_epie) (@) > (1 — Pr_cprse)(2)) folgt nun

1(A =N )* = €| f?

fiir alle [¢), also A ¢ o(A).

Erwartungswert. Die Wahrscheinlichkeit eines Messwerts in (A, A + dA] ist dWy,((—oo0,
A]). Der Erwartungswert von A im Zustand 1) folglich

(Ao = [ MaWy((=50,) = (w141Y) (921
da [ APy (x) =z, vgl. (014, O.17).

Schwankungsquadrat. Das mittlere Schwankungsquadrat einer Observablen A im Zu-
stand v ist gegeben als

((AA)%)y = ((A = (A)y)*)s = (A = (A)p)d|1* = (A%)y — (A)], -
Somit ist
(AA)?)y =0 <= A=\ : (9.22)

Die Eigenzustdnde von A sind gerade diejenigen Zusténde, in denen A mit Sicherheit
(Schwankung Null) einen bestimmten Wert annimmt, ndmlich den entsprechenden Eigen-
wert.

Beispiele. 1. Fiir den Ortsoperator x ist f(z) Multiplikation mit der Funktion f(z), da
damit die Eigenschaften (@Q.I4HO.I7) erfiillt werden; somit ist Py(x) identisch mit (@.5

[0.8). Ist f stetig, so ist nach ([@9) o(f(x)) = f(R).
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2. Fiir den Impulsoperator p ist nach ([Q.12)

—

fp)=F 1 f@)F, dh fp)wp) = Ffp)dp)

bzw.

(f(p))(x) = (2mh) V2 / F)e Pp)dp (9.23)

Das Ereignis, dass der Messwert des Impuls p in [ liegt, hat die Wahrscheinlichkeit

(WP () |) = / 13(p)Pdp

3. Die Observable A habe ein Spektrum, dass nur aus Eigenwerten besteht. Dann ist f(A)
durch ([@.13) gegeben und damit Pr(A) = >, (4)ns Lo Das Ereignis, dass die Messung
von A den Wert a ergibt, hat die Wahrscheinlichkeit

Wa = (V| Pa[t) -

Insbesondere, falls a ein einfacher Eigenwert mit Eigenvektor |¢), (||¢|| = 1) ist, so

Wa = {l)]” (9.24)
da Py = |6){¢].

Praparation der Zustande. Ideale Messungen zeichnen sich dadurch aus, dass falls ein
bestimmter Messwert eintritt, so auch erneut bei einer unmittelbar wiederholter Messung.
In der Situation von (@0.24)) ist folglich der Zustand nach der ersten Messung |¢). Damit
lassen sich quantenmechanische Systeme in bestimmten Zustédnden praparieren.

Die allgemeine Interpretation der Quantenmechanik auf S. [70] setzt eine konkrete Zuord-
nung zwischen Observablen (als physikalischer Begriff) und selbstadjungierten Operatoren
voraus, wie sie in den vorangehenden Beispielen zum Ausdruck kommt; durch die soeben
erwahnte Vorschrift erlangen auch Zusténde eine konkrete Bedeutung.

Unschérferelation. Zwei Observablen A, B haben in der Regel keinen gemeinsamen
Eigenvektor, d.h. es gibt keinen Zustand des Systems, in dem A und B scharfe Wer-
te annehmen. Ein quantitativer Ausdruck hierfiir ist die Unschérferelation (Heisenberg
1925):

(AA)((AB)*)y = S [([A, Bl)s|* - (9.25)

A~ =

Beweis. Aus [(¢[v)] < [|[[[¢]| folgt

[(WI[A, Bl)| = [(A¢|BY) — (By|Ap)| < 2| Ay ||| B -

Quadriere und ersetze A — A—(A), , B — B—(B)y (also [A, B] — [A, B]); es resultiert
@.23).

Bemerkung. Der Beweis beinhaltet zwei Ungleichungen: die Cauchy-Schwarz Unglei-
chung und die Dreicksungleichung in der Form |z — Z| < 2|z|. Gleichheit gilt, wenn ¢,
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¢ linear abhéngig sind, bzw. wenn z rein imaginér ist. Daraus folgt: In ([@.25]) herrscht
Gleichheit, genau dann falls

a(A—a)p+B(B—-0bp =0 (9.26)
mit (o, ) # (0,0) und &f rein imaginér; dann ist a = (A)y, und b = (B)y.
Beispiel. Auf H = L?(R?) sind

PO P ae) () o Tl (9.27)
die Komponenten von Ort und Impuls. Es gilt
i[p, 1] = o
und damit )
(Bp(Be)?) 2 o (9.28)

Im analogen 1-dimensionalen Fall, ((Ap)?)((Ax)?) > h?/4, ist das Produkt der Schwan-
kungen minimal genau fiir die Zusténde

)= (©) e
T
mit C' > 0. Dies sind in der Tat bis auf die Normierung die Losungen der Differentialglei-

chung ([@20) mit A = p, B = x. Der Zusatzbedingung entspricht C' reell.

Dynamik. Die Bewegungsgleichung ist die Schrodinger-Gleichung in der allgemeinen

Form p
w0 gy =), (9.29)
geschrieben als gewohnliche Differentialgleichung fiir die vektorwertige Funktion ¢t

|4¢) € H. Der Operator H heisst Hamiltonoperator.
Beispiele. 1. Ein Teilchen im Potential V(x) (vgl. (84)):

P . pf

mit zy, pr wie in (@27). Die iiber die Vorschrift [@27) erzielte Ubersetzung “Hamilton-
funktion — Hamiltonoperator” heisst kanonische Quantisierung.

2. N-Teilchensystem (8.I6]):
N o =2

H=Y T sv@,. . . &) (9.31)

— 2m,
=1

auf L?(R3Y). Hier indiziert k = 1,..., N die Teilchen, entsprechend wirkt p? = —h*A,,
auf die Variable ), € R® in ¢(Z1,. .., Zy).
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3. Ein Teilchen der Ladung e im elektromagnetischen Feld:

1 -
H=—(5— A& 1) +ep(,t) auf L*(R?) (9.32)
2m c
entsteht wie (@.30) und (@31)) durch kanonische Quantisierung der klassischen Hamilton-
funktion, wobei die elektromagnetischen Potentiale Ag(Z,t) und ¢(Z,t) wieder als Multi-
plikationsoperatoren aufzufassen sind. Falls das dussere Feld von ¢ abhéngt, ist das System
nicht autonom. Bekanntlich (vgl. Elektrodynamik) bleiben die elektromagnetischen Felder
unverdndert unter Eichtransformationen
_1ox
cot’
mit einer beliebigen Funktion x = x(Z,t); nicht aber der Hamiltonoperator, H — H’,
noch der Zustand. Hingegen erfiillt

o= = A A =A+Vy,

W(F, 1) = X @D ez 4) (9.33)
die Schrodinger-Gleichung mit Hamiltonoperator H'. Dies folgt aus
. 0 . 0
—iex/hc ih 7\ plex/he ih— —
e (ing; —ed)e Toe (9.34)
e—iex/ﬁc(ﬁ_ Z/_(/)eiex/ﬁc _ p’_ Sg

Man unterscheidet zwischen dem kanonischen Impuls p und dem kinematischen Impuls
mi = p— (e/c)A. Letzterer ist wie in der klassischen Mechanik als Begriff eichinvariant,
in dem Sinne dass seine Erwartungswerte es sind, wie alle anderen damit verbundenen
physikalischen Aussagen auch. Allerdings ist der ihm zugeordnete Operator nicht eichin-
variant.

Allgemein wird die Dynamik eines autonomen Systems (H in (0.29) unabhéngig von t)
beschrieben durch den Propagator (Losungsabbildung)

Ut):H—H., o b (9.35)

von ([@:29), die den (beliebigen) Anfangszustand )y in den Zustand zur Zeit ¢ abbildet.
Die Operatoren U(t) bilden eine 1-parametrige Gruppe (U(0) = 1, U(t)U(s) = U(t + s)),
die wegen

d i
(o) = = [(Hoddwn) — (6 H)] = 0

(benutze H = H*) unitér ist: (U(t)oo|U(t)o) = (de]1r) = (do|tho). Die Gruppe geniigt
der Differentialgleichung

dU (t
ih% =HU(t), (9.36)
deren Losung .
U(t) = e H/N (9.37)

ist. Im Fall dim’H < oo ist dies iiber die Exponentialreihe erklart; ansonsten und allge-

meiner iiber den Spektralsatz (O.I8). Umgekehrt hat jede 1-parametrige unitire Gruppe

U(t) eine selbstadjungierte Erzeugende (Satz von Stone). Sie ist bestimmt durch
dU(t)

H =ih————= )
! dt li=0
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Fiir nicht-autonome Systeme tritt anstelle von U(t) eine 2-parametrige unitdre Schar
U(t,s) : s — 1, die den (beliebigen) Zustand zur Zeit s in den Zustand zur Zeit ¢
abbildet. Entsprechend ist dann U(t,t) = 1, U(t,r)U(r,s) = U(t, s).

Bilder. Erwartungswerte verdndern sich im Laufe der Zeit geméss
(7 pl Ale™ M) = ([N AT ) = (A), . (9.38)

In der Schreibweise links findet wie in ([0.35) eine zeitliche Entwicklung der Zusténde statt,
Y — e /M)y (Schrédinger-Bild). In jener rechts findet wie in (828) eine der Observa-
blen statt, A(t) = e¥/" Ae711t/" (Heisenberg-Bild) und die Bewegungsgleichung ist die
Heisenberg-Gleichung (829).

Fiir die Erwartungswerte selbst gilt
d i
LAY, = (=
=1

Instruktiv ist das Beispiel ([@30) des Teilchens im Kraftfeld F(Z,t) = —VV/(Z,t): Die
Bewegungsgleichung berechnet sich zu

17.4]),.

d 11, 1

% k= _Zmﬁ[p Jfk] = —Pk,
d 1

_ — = F

dtpk h[vypk] k

was mit den kanonischen Bewegungsgleichungen formal iibereinstimmt, und fiir die Er-
wartungswerte folgt

d 1 d

£<$k>t = —{(pr)t » £<p’f>t = {Fi)e -

Ist nun V(#,t) ein Polynom in 2 vom Grad < 2 (Beispiele: freies Teilchen, homogenes Feld,
harmonischer Oszillator), so ist F(Z,t) (affin) linear in # und deshalb (F,), = Fi.((z), t).
Dann erfiillen die Erwartungswerte von Ort und Impuls exakt die klassischen Bewegungs-
gleichungen! Néherungsweise gilt dies, solange die Welle 1(Z, t) in Gebieten lokalisiert ist,
in denen F(Z,t) annshernd linear verlduft.

m

Die Aquivalenz der beiden Bilder ist aus (@.38) offensichtlich. Allgemeiner ist die Dar-
stellung eines quantenmechanischen Systems nur bis auf unitire Aquivalenz eindeutig:
Unter einer unitéren Abbildung U : % — H, bei der Zustéinde und Observablen gemiiss
Y — Uy, A — UAU* transformieren, bleiben die physikalischen Aussagen dieselben.
Speziell entspricht (@37) dem Ubergang vom Heisenberg- zum Schrédinger-Bild.

9.2 Das freie Teilchen

Der Hamiltonoperator des freien Teilchens, H = p?/2m, hat Spektrum (vgl. Bsp. 1 und

2 auf S. [70)
o(p?) = [0,00) . (9.39)

Die uneigentlichen Eigenzustéinde sind die ebenen Wellen (8.1]). Die zeitabhéngige Schro-
dinger-Gleichung des freien Teilchens

oy P
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(mit ¥(t) € L*(R?)) 16st man am einfachsten iiber Fouriertransformation, vgl. (@.23),

¥(Z,0) (1)
F o

-~ Multiplikation -~

V(P 0) (Pt

d.h.:
1/)(57 t) _ (27Th>—3/2/e—iﬁQt/2mheiﬁ-f/h{p\(ﬁ7 O)d?’p
= [@yen [ erFen- o) (9.40)

g

g(ffgvt)

mit k = p/h (Faltung). Mit

/ HF =0k g3, — / TEE P el

N J/
e

3
(‘a|—1/2 fjooo e—i(sgn a)stS)

und dem bedingt konvergenten (Fresnel-)Integral
/ et ds = /Eim (9.41)

(Hauptzweig der Wurzel, Beweis s. Anhang [B]) findet man

m 3/2 -'ma'c’2
r,t) = < - ) ont |
9(7,t) 2mhit e

Fiir integrable | (3, 0)| folgt damit aus (3.40)

[9(Z, )] < sup|g(7,1)] - / [(7,0)|d%y < const - [t| 72
fiir alle Z: das Wellenpaket (7, t) zerfliesst. Dies ist ein weiteres Anzeichen, dass |¢(7, t)|?
nicht etwa als Massendichte eines ausgedehnten Teilchens, sondern (vgl. (81I7)) als Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir das Auffinden bei Z (zur Zeit t) eines punktformigen Teilchens
aufzufassen ist.

Fiir grosse ¢ liasst sich (@40) in fithrender Ordnung ausrechnen: Es ist

.2 3/2 .mTy .2
V(@ 1) = () (2mh) 2 / G (7.0)dy
140(72 /ht)

= @ 2ht

mz2 (M 3/2 ~ mT _
() S5m0 +0e)

it
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gleichméssig in @, falls |7%1 (¢, 0)| integrabel ist. Darin kommt der Zusammenhang von
([@40) zur klassischen freien Bewegung

m—= 2 00),

fiir Erstere ist die Wahrscheinlichkeit, mZ/t in G C R? zu finden, gleich

w=[ | |d3x—+/|w 0)[2d% .

d.h. fiir grosse ¢t durch die Impulsverteilung im Anfangszustand gegeben.

9.3 Der harmonische Oszillator

Die klassische Hamiltonfunktion des 1-dimensionalen Oszillators

2
p L,

H=—+4+—
2m+2fm

vereinfacht sich nach der kanonischen Transformation

1
r — WSC ) p— (fm)1/4p
71 w
H = 5(192 + %),

wobei w = 4/ f /m die Oszillatorfrequenz ist. Die Bahnen sind dann Kreise im Phasenraum:
x(t) +ip(t) = (x(0) +ip(0))e " . (9.42)
Quantenmechanisch lautet der Hamiltonoperator nach kanonischer Quantisierung

w 5 d hiw , d? 9
H=Z(-Ws+a?) = (- o5 + &)

bzgl. der dimensionslosen Variablen & = z/v/A (oder direkt ¢ = vwmh=1z bzgl. der ersten
Variablen z). Niitzlich erweisen sich die Operatoren (Dirac)

a= \/%:L(x +1ip) = 7(5 + jf) (Vernichtungsoperator) ,
1
at = —(z—1i —(&—— Erzeugungsoperator) .
Jon\rip) = \/—(f dg) ( gungsop )
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Damit ist

1.d
l1=2.-[— =1
[a7 a ] 2 I:dé- 7 f] Y
1 d> d
N = = (- — —[—=
a*a 2(5 e [d€7§]) ;
=1
1
H = hw(N + 5)
Fiir die Eigenwerte £ von H gilt damit
1
wobei n ein Eigenwert von N ist. Wir zeigen gleich: dies sind genau die Zahlen
neN. (9.44)

Folglich ist Ey = hw/2 die Energie des Grundzustands n = 0 (Nullpunktsenergie).
Zunéchst ist n > 0, denn aus N |¢) = n|y) folgt

nl[ ol = (@INJ¢) = lav|* = 0.

Fiir n = 0 gibt es einen Eigenvektor |iy):

alg) =0 < di; +&§1o(§) = (9.45)

= Y(§) = a2 (bis auf ein Vielfaches) .

Die Normierung, |[¢o* = [ |[¢o(€)[*d¢ = 1, und die Wahl der Phase, ¢o(¢) > 0, machen
)y eindeutig. Eigenvektoren [¢),) zun =1,2,... (N|¢,) = n|iy,), ||2,Dn||2 = 1) findet man
rekursiv dank

Na* =a*aa”* =a*(a*a+1)=a"(N +1),
Na*W)n—1> = a*(N + 1>|1/)n—1> na |¢n 1> )
Ha*\wm)HQ = anl’@’wnfﬁ n(lbn 1’7% 1>

N+1

als

1 1
vn Vn!
Die [¢,,)’s sind orthogonal, da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerte von N = N*.
Die entsprechenden Wellenfunktionen sind

[Yn) = —=a"Pn_1) = —=(a")"|tho) - (9.46)

o—1/4

_ Gyng-e
VeI (6 Lyreer,

de’

an(g)e%?/?

J/
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wobei H,(§) ein Polynom mit fithrendem Term (2)" ist:

H,(§) = e§2/2( §— dif )ne_gz/2 = e§2(—di£)”e_52 : (Hermite Polynome) .
——

2/0.d —¢2/9
7ef/df€e€/

Die endlichen Linearkombination der |, )’s sind die Funktionen der Form e ¢*/2P(¢) (P
ein Polynom), und diese sind dicht in L?*(R): Steht némlich |¢) € L*(R) orthogonal auf
ihnen allen, so gilt fiir die analytische Funktion

f(2) = / e €2 6) e Ede |

dass o
| = [ o,

also f = 0, da f durch ihre Taylorreihe gegeben ist, und ¢ = 0, da e_52/2w(£) die

Fouriertransformierte von f ist. Insbesondere bilden die [1,,), (n € N) eine orthonormierte

Basis fiir L?(R) (Besetzungszahlbasis) und das Spektrum von H ist durch (043} [0.44])

ausgeschopft.

2=0

Verschiebungsoperatoren. Die Erzeugende der 1-parametrigen Gruppe der Translatio-
nen

U(s) - ¢(x) = d(x — s)

ist
. dy . dy .
kel ) . = ips/h |
lhds . lhds Y, d U(s)=e
Analog ist €*/" eine Translation um s im Impulsraum: |p) + [p + s). Fiir o € C lasst
sich
V(a) = e (9.47)
wegen
1
aa* —aa = ——=a(z —ip) — a(z +ip)] = iV2h[(Im o)z — (Rea)p]/h (9.48)

V2h

als Translation im Phasenraum um
(Az,Ap) = V2h(Rea,Im o) , bzw. Az +iAp = V2ha
auffassen. Eigenschaften:
i) V(a)' = V(a) = V(-a),
i) V(a)= e e auelol’/2

i) aV(a) = V(a)(a + ).
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(i) folgt aus (@.48); (ii) daraus, dass allgemein gilt
XY _ (XY o [X.Y]/2

e =e'e
falls [[X, Y], X] = [[X, Y], Y] = 0, wie wir nun zeigen. Zunéchst folgt
d
E(e—fXYetX) = — N[X, Y] = —-[X,Y], (9.49)
also
e Y =Y —t[X,Y]; (9.50)
damit ist

d o ix ix+y)

b (e e eftYetQ[X,Y]/Q)

e—tXYet(X+Y)e—tYet2[X,Y]/2 + e—tXet(X+Y)e—tY<_Y + t[X, Y])etQ[X,Y]/Q =0, (9'51)

da ([@310) auch fir X 4+ Y anstelle von X gilt. Damit ist die Klammer in (@.51]) gleich 1
fiir t € R. Die Voraussetzung ist fiir

X =aa", Y = —aa, [X,Y] = —|a*[a*,a] = |a/?
erfiillt. (iii) folgt aus ([@50) fir X = aa* —aa, Y =aund t = 1:
V(i) aV(a) =a—ala*,al =a+a.

Die kohédrenten Zustinde sind definiert als
@) = V()|0) =V()lo),  (xe€C).
Wegen (iii), (@45 ist
aler) = aV(@)|0) = V(e)(a + a)|0) = ala) ,
d.h. |a) ist ein Eigenvektor von a zum Eigenwert .

Bemerkung. ¢* hat hingegen keine Eigenwerte: wire a*|¢)) = A|[¢), so

Alo) = (nla's) = Gy = { V7 2

b

Ist A =0, so folgt [¢)) = 0; ist A # 0, so (|t)) = 0 und damit wieder |¢) = 0.

Insbesondere kennzeichnet o den Erwartungswert von Ort x und Impuls p im Zustand

)

1 .
——((T)og +1{P)a) = (@) = .
(e + i) = (o
Kohérente Zustdnde haben eine klassische Dynamik:

_iwt

TR o) =075 |ay) (9.52)

wobei a; = ae ! die klassische Bahn (@.42) ist, die dem Phasenraumpunkt o := (z +
ip)/v/2h entspringt. (Die Phase rechts in (0.52) kénnte durch Verschiebung des Energie-
nullpunkts eliminiert werden.) Dies folgt mit (ii), (@45 aus

0) = elal?2 5™ Oy
) ;mw

e—th/h|wn> _ e_iW(n-’_%)tlwn) _ e—iw% (e—iwt)n|wn> )

@) = V(@)[0) = 7?2
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9.4 Die WKB-Niherung

(Jeffreys 1923; Wentzel, Kramers, Brillouin 1926) Die Eigenwerte (@.43)) des harmonischen
Oszillators stimmen mit den nach ((Z.29) erlaubten Energien iiberein, bis auf die Ersetzung
n — n + 1/2. Es soll hier anhand der Wellenmechanik begriindet werden, in welchem
(approximativen) Sinn die Quantisierung nach Sommerfeld (s. Abschnitt [[4]) richtig ist.
Wir betrachten dazu etwas allgemeiner einen Hamiltonoperator in einer Dimension der
Form

h* d? 9
und suchen Eigenwerte E = E, (h) bei Energi- Vi(x)
en < F, fiir welche die klassischen Bahnen ge-
bunden sind; ja wir nehmen an, das klassisch ~
erlaubte Gebiet bestehe aus einem Intervall Er-= \_/
{z[V(2) < B} = (a—(E),a4(E)) , (E < Ep). | |
Die Energie E ist ein Eigenwert, genau dann a_(E) ar(E) o
falls unter den Loésungen von
h2
— o (@) + V(@)(e) = Be(a) (9.53)

(sie bilden einen 2-dim. Raum, da die Differentialgeichung von 2. Ordnung ist) eine exi-
stiert mit 0 # ¢ € L*(R).

V(z) < E: Sei
k(z) = %(E V@), (e <z<ay).
Der Ansatz ¢(x) = A(z)e®@/". (A, S reell) fiihrt, vgl. (88 BI), auf
A" — A(S'/h)* + AK* =0, %(AZS’):O.
Im “strahlenoptischen Gebiet” (8I0)
‘il(f)) < K (z), (9.54)

vereinfacht sich die erste zu S’ = +hk mit Losungen

S(x) = j:h/ k(x')dx'
i

AZ(Q:) = m )

(9.55)

(Integrationskonstanten sind ¢y und im unbestimmten Integral enthalten). Durch Super-
position der beiden Losungen v ergibt sich die WKB-N&herung

<c+eifw k(x")dz' + C_e—ifx k(m’)dm’) '

() = )
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Die Konsistenz der Losung verlangt, dass (0.53]) die Bedingung (@.54)) erfiillt. Man findet

AT (5, VN2V

Z‘Z(Z(E—v) +E—V> ' (9.56)
Fiir festes © # a4 ist A”(x)/A(x) endlich, also (@54 fiir kleine A (abhéngig von z) erfiillt,
da k(x) — oo fur A — 0. In der Ndhe der Umkehrpunkte, wo

E—-V(z)=-V'(ax)(x —ay),

ist der erste Term (@.50) singulérer als der zweite, so dass (Q.54) liefert:

i v 9.57
|x—ai\>>’m =€ ( )
V(z) > E: Sei nun
' 2m
k(z) = ﬁ(‘/(l‘) - F), (x <a_oderx>ay).
Der Ansatz ¢(x) = A(x)e @/ fiihrt auf
1 x / ’ x ’ ’
w(x> _ (cﬁref k(2 )dx —I—c'_e_f k(z )dm) :

K(x)

wiederum giiltig unter der Bedingung (@.57]), die eine kleine Umgebung der Umkehrpunkte
ausschliesst. Eine Losung ¢ € L? liegt vor, falls

=0 beir<a_,
¢, =0 beiz>ay.

Behauptung: Die Anschlussbedingung bei a_ lautet

r—a_ <K —¢ r—a_ > ¢

Ly wae

1 o, (9.58)
NEO) — mcos(/a_ kdzx" — Z)

fiir die Losung 1, die fiir x — —oo exponentiell abfallt. Analog fiir a. .

Eine Losung, die fiir x — o0 abfillt, erfordert somit

cos(/: kdx' — %) = ozcos(/:+ kdx' — %)

fiir ein @ € C und alle z mit z —a_ > ¢, v — a; < —¢. Dies ist nur moglich fiir a = £1
und auch dann nur fiir

o T | 2mm, (a=+41),
/a kd$_§_{(2m+1)7r, (a

89



d.h. mit n = 2m, 2m + 1 fiir

1
%kdszw(n—l—i), (n=0,1,2,...).

Dies ist die Sommerfeld-Bedingung (7.29) mit n ~> n + 1/2.

Zu konstruieren bleibt eine Losung fiir (0.53), die den Umkehrpunkt a = a_ iiberbriickt
und zwischen den beiden Verhalten (@.58) interpoliert. Dazu verwenden wir die Variable

Tr—a
Y= ;
€

in welcher der Giiltigkeitsbereiches (@.57) von (0.58))

y< -1, bzw. y>1 (9.59)

lautet. Die Losung soll ergédnzt werden durch eine, die im linearen Bereich von V (z) — E,

V" (a)(x — a)?| < |V'(a)(z — a)]| , (9.60)
d.h. fur -
ly| < 6‘1‘ V,,((Z))‘ : (9.61)

gilt. Da ¢ — 0 fir A — 0, iiberlappt (@61 mit beiden Bereichen (@.59). Wegen (0.60)
darf man k% k2 in 2 — a linearisieren. Die Behauptung (@.58)) lautet dann innerhalb von

[@.6T)

y<<—1 y>>1

1 21,,13/2 1 2 ™
=3yl = 2832 1
2|y’1/4e ’ 7 Y1/ COS(3y 4)

Ebenfalls darf man V' (z) — F in (0.53)) linearisieren,

() + V) a(x) = 0

oder, unter Verwendung von V'(a) = —|V’(a)],

b(y) +yp(y) =0
(- =d/dy). Eine Losung davon ist

— ip(t,y) ; — 43 )
U(y) NG /_ooe dt mit ¢(t,y) : 325 yt (9.62)

(ist reell, da der Imaginérteil des Integranden ungerade ist), oder genauer

o0
L lim ei(%tgfyt) e dt

¢(y)=2ﬁ im [

denn

~—

3 = —i(%t?’ —yt) -y

Py) = 5= /OO( 2 )l (5 ) gt = —yy(y)



nach Integration einer Ableitung.
Die Phase ¢ ist stationér, 0 = dp/dt = t*> — y, bei
)
+iv/lyl (y <0),
ferner 0%p/0t* = 2t.

y > 0: Die quadratische Approximation der Phase um =£,/y ist

o(t,y) = ﬂng?’” + Vylt —Vy)E+ .

und fiir y > 1 sind die beiden stationdren Punkte gut getrennt. Damit is ¢/(y) anndhernd
gleich der Summe ihrer beiden Beitréige, vgl. (@41]),

1 .
U(y) = We s¥

1 2 s
= W COS(§y3/2 — Z) .

et 4 (1 —i)

y < 0: Die Phase nahe den Sattelpunkten +i\/|y| ist fiir y < —1 gut durch

. 2 .
ip(t,y) = qtglyl?’” F [yt Fivy])?

approximiert. Wir deformieren den Integrationspfad Im »
(—00,00) in ([@62) in die komplexe Ebene, und zwar durch iv/[y]

t = +iy/|y|: dann hat [e*¥)| dort ein Maximum lings des /\
Pfades, welches das Integral dominiert:

Rez

L -2

¢(y) = 2|y|1/4e ' ¢ —1 |y|

9.5 Symmetrien und Erhaltungssitze

Wir betrachten die durch H = H* (Hamiltonoperator) und A = A* (eine Observable)
erzeugten l-parametrigen unitdren Gruppen

(1)) = e HR4hg) - Losung von ih% = H|v¢) zum Anfangszustand [¢y) ,

. d
|p(N)) = e M|y) - Losung von ih% = A|¢) zum Anfangszustand [ig) .

Dann ist

d i i d
SCOOIAR@)| = (ol [H, Allge) = (ol (4, H]lvo) = — (6N HI6(V)

A=0

Folgende Aussagen sind deshalb dquivalent:
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a) A ist eine Erhaltungsgrosse, d.h. ((t)|Al(t)) ist fiir jeden Anfangszustand [tg)
zeitlich konstant. Oder:
GHE/D g o—iHE/ R _ 4 .

b) [H, A] = 0;
c) (p(N)|H|p(N)) ist unabhéngig von A fiir jeden Anfangszustand i), oder

NN — | (9.63)

iAN/R

Man nennt dann e~ eine (1-parametrige) Symmetriegruppe von H.

Beispiel. Jede Drehung R € O(3) induziert im Raum L?*(R?) eine unitéiire Transformation
UR): (@) Y(RD). (9.64)
Es gilt U(1) =1, U(Ry)U(Ry) = U(RyR;), d.h. R — U(R) ist eine unitdre Darstellung

der Drehgruppe O(3). Die Drehungen R(\) um eine feste Achse €, (|€] = 1) mit Drehwinkel
A bilden eine 1-parametrige Untergruppe von SO(3) C O(3), und es ist

d

—R(MNZ

T RA)T
Die zugehorigen U(A) = U(R())) bilden eine 1-parametrige unitére Gruppe. Ihre Erzeu-
gende A ergibt sich aus

d

(AY)(@) = iy (R(=1)T)

=eNT.
A=0

= —ihi——= - (ENT)=¢" (TN Ea—w) : (9.65)

i0x

d.h. es ist
A=¢- (ZAp)=e- L= Drehimpulskomponente in Richtung der Drehachse e.

Somit ist e - L genau dann erhalten, wenn U()\) eine Symmetriegruppe von H ist. Fiir

]72
H=—+V(
5 T V(@)
findet man »
- p -
U(R)"'HU(R) = =— + V(R?) .
(R HU(R) = 2 4 v (R
Somit ist e - L erhalten, wenn V(&) rotationssymmetrisch um die Achse e ist. Bei voller
Rotationssymmetrie, d.h. falls V' = V(|Z|), sind alle Drehimpulskomponenten erhalten:

[H,L]=0. (9.66)
Ebenfalls erhalten ist dann L2 = L2 + L2 + L2, d.h.
[H,[*]=0. (9.67)

Bemerkung. In Polarkoordinaten (r, 0, ¢) wirkt R(X) : (1,60, ) — (7, 0\, @) nicht auf r
und 0y, ¢, sind davon unabhéngig. Wird ¢ = 1 (r, 0, ¢) in diesen Koordinaten dargestellt,
so kann U(\) als unitdre Abbildung auf L*(2), (2 = Einheitskugel) aufgefasst werden;
entsprechend nach ([@.63) die Erzeugenden L;, (i = 1,2,3), und damit L2, als selbst-
adjungierte Operatoren darauf. Beispiel: e = e3, also 0, =0, py = + X:
L,="0
i0yp
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10 Das Zweikorperproblem

10.1 Schwerpunkts- und Relativbewegung

Der Hamiltonoperator ist

- 9
Pi Y2

H = 2—W+2—%+V(|:€1—52|) auf L*(R%). (10.1)
Speziell beschreibt
Ze?

die Wechselwirkung eines Elektrons der Ladung —e mit einem Atomkern der Ladung Z -e
(Z = 1: Wasserstoff-Atom). Zunéchst bleiben wir aber bei einem allgemeinen Potential
V(r).

Nach klassischem Muster schreibt man H in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

> 1
X =i +maely),  T=3— 0 (10.3)

und den konjugierten Impulsen

P':_’1+_’27 ﬁ:m(

I

P Py
my mo

wobei M = mj + my und m = myms/M (reduzierte Masse). So wird

P ho o hD

H=— Z T P=—-——": = 10.4

i &’tk 7
denn es ist gleichgiiltig, ob die Quantisierung in den Koordinaten (Zy,#,) oder (X, &)
erfolgt. Beschrinken wir uns auf Wellenfunktionen der Form

U(X) (@)
(die L*(IR%) aufspannen), so ergeben sich zwei unabhéngige Schrodingergleichungen:

U ]32 ~9
T AT L (p

L V(i) (105)

2m
Die erste beschreibt die freie Bewegung des Schwerpunkts (die wir nicht weiter betrach-
ten), die zweite die Relativbewegung: ein Zentralkraftproblem mit dem Hamiltonope-
rator o
H= é’— LV(E)  auf LA(RY). (10.6)
m

Da H rotationssymmetrisch ist, gilt der Erhaltungssatz (0.66). Dadurch wird sich das
Problem weiter auf eine eindimensionale Schrodingergleichung fiir die radiale Bewegung
reduzieren lassen. Aus (O.G7) folgt, dass H die Eigenrdume von L2 in sich abbildet. Wir
untersuchen daher zuerst das Eigenwertproblem von Z2, dann jenes von H.

93



Drehimpuls: Wir setzen L = hM, M = —iZ A 0/0%. Es ist

3
. 1
M? = M} + Mj + My = —5 > (@0 — x;0,)°

i.j=1

= — Z(,Tl 8j$i 0]- — T 6].@]61)
i ~~~ S——
xﬁj + 5ij &':L'jaj + (1 — (51])81
i,J

In Polarkoordinaten ist Y., z;8; = Z - V = rd/dr, also
M? = —r?A + (7"2)2 +(B3-2)r=—=—1r’A+ ra—Qr
B or ro or?
oder o )
1 bl
A==—r— =M. 10.7
ror?  r2 (10.7)

Die Eigenvektoren von M2 (als Operator auf L?*(Q2) aufgefasst, vgl. Bemerkung auf S. 00,
sind die Kugelfunktionen Y; (Definition: s. Anhang B):

M?Y, = 1(1+1)Y; .

Weiter gilt der Satz in Anhang B. Als Operator auf L?(Q) hat damit M? das rein diskrete
Spektrum der Eigenwerte (I + 1), (I =0,1,2,...), die (2] + 1)-fach entartet sind.

Hamiltonoperator: H lisst fiir jedes [ den Unterraum der Wellenfunktionen
0@ = "yi(e) (10.8)
mit u € L*(0,00), d.h. [ |u(r)|?dr < oo, invariant. (Beachte: [ [o(Z)]*d*z = [, |Yi(e)|?

d*e- [ [u(r)[*dr, da d*x = r?drd®e.) In jedem solchen Unterraum reduziert sich Hy = Ev
auf das “radiale Eigenwertproblem”, bzw. auf die radiale Schrédinger-Gleichung

d? 1(l+1)
(—ﬁ e V(?"))u = Eu (10.9)
in L?(0, 00), wobei wir
2m 2m
V(T) = ﬁV(T) s &= ﬁE

gesetzt haben. Zwar besitzt die Differentialgleichnug (I0.9) ihrer Ordnung entsprechend
zwei linear unabhéngige Losungen fiir jede Energie £, aber nicht jede ist deshalb zwingend
Teil des Spektrums. Wir diskutieren dazu das Verhalten der Losung bei r — 0 und r — oo.
Dabei nehmen wir an, dass V(r) = o(r=2), (r — 0) und V(r) = o(r™'), (r — o0). In beiden
Grenzféllen geht die Differentialgleichung (I0.9) in eine Einfachere iiber und wir gehen
davon aus, dass auch die Losungen der beiden asymptotisch iibereinstimmen.

Bei r — 0 reduziert sich (I0.9) auf
NS

u=>0
r2
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mit der allgemeinen Losung
u(r) = ar™ +brt.

Falls [ > 0, ist sie bei r = 0 quadratintegrierbar, nur falls b = 0. Auch fiir [ = 0 ist
die Losung r=' = 1 zu verwerfen: dann ist nach (I08) ¢(Z) = 1/r, also —Ay = 47§
nicht quadratintegrierbar. Die verbleibende Losung ist bis auf die Konstante a bestimmt.
Damit hat (I0.9) fiir jedes £ nur eine einzige Losung u(€,r) ~ r'*1 (r — 0): die “reguliire
Losung”.

Bei r — oo reduziert sich (I0.9) auf
—u" = &u
mit der allgemeinen Losung
ae*" 4 be T (k=VE).

Insbesondere ist zu erwarten, dass die reguldre Losung u(€,r) von ([[0.9) fur » — oo die

asymptotische Form . .
u(&,r) ~ a(&)e™ + b(E)e (10.10)

besitzt. Wir unterscheiden:

e £ > 0. Die Wellenfunktion (I0.I0Q) ist nicht normierbar, allerdings beschrénkt. Die
Energien E € [0, 00) sind Teil des kontinuierlichen Spektrums, wie beim freien Teilchen,
vgl. [@39). Die entsprechenden Zustédnde (Streuzustinde) werden in Kap. ?? ndher
diskutiert.

o £ < 0. Wir legen k fest durch
k =ik, k=vV—-E>0, (10.11)

also %" = e+ Normierbare Eigenzustinde u(€, -) € L%(0,0) (gebundene Zustinde)
ergeben sich nur fiir b(€) = 0: Die Eigenwerte £ ergeben sich als diskrete Nullstellen der
Funktion b(€). Dann reduziert sich (I0.I0) auf

w&,r) ~a(f)e™ (r — 00).

Zusammen ergibt sich folgendes Bild des Spektrums o(H)

@ 00

0

Das diskrete Spektrum kann auch fehlen. Der kontinuierliche Anteil [0, 00) kann auch wie
folgt eingesehen werden, vgl. (@.9): Man konstruiere zu jedem E > 0 und beliebig kleinem
€ > 0 einen Zustand 1 mit der Eigenschaft

I(H = E)¢f <e.

Verwende dazu ein approximierter Eigenzustand des freien Teilchens, weit weg vom Kern.
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10.2 Das Wasserstoff-Atom
Wir behandeln nun den Fall (I0.2) des Coulombpotentials

v 2m 7 e*
V = -, = .
(r)=—- 7=
Die allgemeine Diskussion motiviert den Ansatz
u(r) =e " Z e’ (10.12)
k=141

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert unter Benutzung von (I0.I1]) die einfache

Rekursion
v — 2Kk

TR0 —k(k+ 1)
Falls die Rekursion nicht abbricht (d.h. alle ¢; # 0), so ist fiir & — oo

2K (2K)"

(k=1+1,1+2..). (10.13)

Cha1 & ckk—H , also ¢, =~ C o
was auf
U(T) ~ e hT. Ce2m" = ("
fithrt. Falls (I0.13)) hingegen abbricht, d.h. falls fiir ein n
Cn 7& 0, Cnt1 = 0,
so ist die Losung eine Eigenfunktion. Die Bedingung dafiir ist
2
n= - =Il+11+2,...),
fn = 5o (n=1+1,1+ )
d.h. 2 70212
1
B, =1 2o _mZe) (10.14)

om " 22 p2’
(Schrodinger 1926). Dies ist die von Bohr im Rahmen der “alten Quantentheorie” her-
geleitete Formel (T.27)) fiir die Energieniveaus. Das Schema der Eigenwerte stellen wir so
dar:

N 1 2 3
L l
el & | "
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Die Eigenwerte sind aufgetragen in der Einheit 1Ry (Rydberg); die Zahlen in Klammern
sind die Vielfachheiten 2]+ 1 der Eigenwerte zu gegebenem [, entsprechend der Dimension
des Raums der Kugelfunktionen zum Index I. Zu gegebenem n ist die Vielfachheit (oder
Entartung) von FE,, gleich

—

n—

(204+1) =n?,

N
Il
=)

was mit (7.35]) tibereinstimmyt.

Fundamental ist die Existenz eines energetisch tiefsten Zustands (I = 0, n = 1): die
Energie des H-Atom ist nach unten beschrinkt und es ist damit stabil! Dies im Gegensatz
zum klassischen H-Atom, wo das (beschleunigte) Elektron beliebig viel Energie durch Aus-
strahlung abgeben wiirde (vgl. Elektrodynamik). Die Wellenfunktion des Grundzustandes

ist nach (I0.12)

2

- v me
u(r) =e "'r Kl === —5
( ) 9 1 2 h2 )
also (bis auf Normierung), da Y{ eine Konstante ist,
. A2
2 — oI/ _
=e = — .
0(@) S e

Der Bohr-Radius a ist der Radius des Atoms in der Bohrschen Theorie. Durch (I0.14])
sind alle Eigenwerte von H (vgl. (I0.6] 10.2)) gefunden (ohne Beweis). Hinzu kommt das
kontinuierliche Spektrum [0, c0).
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Formelsammlung zur Vektoranalysis

(v: Vektorfeld; v: Skalarfeld)

- Vektoridentitaten:

rot ﬁfu =0
divrotv =0

rot rot v = V(divv) — A¥
(0- V)0 =V (5?/2) — T Arot v

- Produktregeln:

rot (7 A @) = (div )7 — (div &) + (& - V)T — (7 V)@
- Sétze
Jydividie = [, v-do (Gauss)
Jgrotv-do= [,o U-ds (Stokes)
- Korollare:

I Vo d3z = Joy, vdO
JrotGdse = [, do AT
Ji (uAv + Vu - Vo) dx = Jov uVo - dé
[ (uAv —vAu) Pz = [, (uVo — vVu) - do
[g dGAYVu= [, uds
- Kettenregeln:
(P:R—R% 71:R*—5R)
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A Anhang: Distributionen

Sei D = Cg°(R?) der Raum der beliebig oft differenzierbaren (komplexwertigen) Funktio-
nen auf R? mit kompaktem Triiger. ¢ € D heisst Testfunktion.

Definition (Konvergenz in D). Seien ¢, (n = 1,2,...),¢ € D. ¢, 25 & bedeutet: es
gibt eine kompakte Menge K C R mit supp ¢, supp ¢ C K, sodass

Sup |07 D5 - 0 (pu() — ()] —3 0

fiir jede Wahl von my, ..., my.
Bemerkung. D ist vollstindig, d.h. jede Cauchy—Folge in D hat einen Grenzwert in D.

Definition. Eine Distribution (oder verallgemeinerte Funktion) F' ist ein stetiges linea-
res Funktional iiber D

F:D—C, o — F(p),
F(Mpr+Xp2) = A F(p1) + X F(p2) (M eC,p;€D),
F(en) — Flyp) falls ¢, — ¢ .

D' :={F | F ist eine Distribution} ist der topologische Dualraum von D.

Definition (Konvergenz in D’).

F, 25 F,
falls F,,(¢) — F(¢) fiir jedes ¢ € D.
Bemerkung. D’ ist vollstiandig.

Beispiele:
1) Sei f:R? — C lokal integrierbar. Zugehorige Distribution:

Fy(e) = [ da fa)ola)
F;y € D', denn
Fl< ([ o1l swle)

falls suppp € K.

2) (Delta-Distribution)
3(p) = ¢(0) -
d € D', denn |§(¢)| < sup, |p(z)|. Es gibt aber keine (lokal integrierbare) Funktion
f, so dass 6 = F}. Ansonsten, wihle r > 0 beliebig klein und ¢ € C§°(R?) mit
1] <1,4(0) = 1 und suppv C B, = {z||z] < r}. Setze dann

plr) = Y(x)p(r) + (1 - P(@))p(z) ,

(.

— 1 () —: a(a)
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sodass supp ¢1 C B, und ¢5(0) = 0. Dann wére 6(p) = (1) + 0(p2) mit (p2) =0
und

sl = ol < ([ i) s ot

r
J/

50
rl0

also 0 = 0, was aber nicht zutrifft. Trotzdem schreibt man

im Wissen, dass es §(z) als Funktion gar nicht gibt.

3) Sei f, lokal integrierbar mit [ f,(z)dx =1, [|fu(z)|dz < C, supp f, C By,. Dann
ist
Fr, 2506

Fiir jedes ¢ € D ist namlich
Fy. () — 6(p) = / 0z () o) — 0(0) = / d (1) ((z) — (0)) |
Iy (0) - 6(0)] < ( / dwlfn(x)l) sup [p(@) — o(0)] .

meBl/n

N J/
' S

e

<C —0

4) Sei f:R"™ — C stetig differenzierbar. Zu 0;f gehort die Distribution
Fas(p) = [ del@uf(a)e(o) = - [ daf@ip(o) = ~Fy(oie)
nach partieller Integration in z;. Dies veranlasst uns zur

Definition (Ableitung einer Distribution). Fir F' € D’ ist 0;F erklart durch

(0:F)(p) := —F(ip) -

Bemerkung. 0;F € D', denn trivialerweise
on—op = Oipn—rOip .

F hat Ableitungen aller Ordnungen.

4) (nochmals): 0;F = Fy, ;. Deshalb werden f und F identifiziert.
5) (0:0)(p) = —0(dip) = —(0i)(0).

100



6) (d = 1) Die Heaviside-Funktion ist definiert als

und es entspricht ihr die Distribution 0(¢) = [;* dz ¢(x). Es gilt
=9,
denn (@) = —0(¢') = — [, da ¢'(x) = p(0) = 6(p).
1 J—
4r|z|

(s. (LI2)) und als Ubung das E-Feld eines Dipols:

—0(7)

wobei f als die Distribution

F(p) = lim F(@)p(7) d*x

E\LO If‘ZE

aufzufassen ist. Die Herleitung ist dhnlich zu der von ([L12]).

Fiir weitergehende Fragen (Fouriertransformation, Faltung, usw.) sind z.T. andere Test-

funktionenraume, bzw. Distributionenrdume besser geeignet (z.B. die Schwartzschen Réau-
me S, bzw. §’). Wir verweisen auf die

Literatur

- L. Schwartz, Théorie des distributions I, 11
- M. Reed, B. Simon, Methods of modern mathematical physics I, I1
- R.O. Richtmyer, Principles of advanced mathematical physics I
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B Anhang: Tensorkalkiil

Vektoren

V reeller Vektorraum mit dim V' = n. In einer Basis ey, . .. e, fiir V hat jeder Vektor a € V
die Entwicklung
a=a'e,, (B.1)

(Summenkonvention: iiber jeden oben und unten stehenden gleichen Index wird von 1 bis
n summiert). Bei einer Basistransformation

e, =N,e, (B.2)
transformieren Vektorkomponenten linear:
al = A',a”

wobei wegen
— U= g _ Vv v
ate, = AN A\, a"e, = a"e,

gelten muss
AN =67, (B.3)

d.h. die Matrix (A,") ist die transponierte Inverse der Matrix (A*,), was wir allein durch
die verschiedene Stellung der Indizes zum Ausdruck bringen.

Linearformen

V* = Dualraum von V: seine Elemente sind reelle lineare Funktionen f : V' — R, a — f(a)
(Linearformen). Wir schreiben

fla) = (f,a) (B4)
und bemerken, dass diese Klammer bilinear in f € V* und a € V ist. Aus (B.I)) folgt
<f7 CL> = <f7 eu> at . (B5)

Die zu eq, . ..e, duale Basis e',...e" fiir V* ist erkldrt durch
(!, a) = at . (B.6)

Dann ist
f = f}te“ )
denn es ist

<fu€uaa> :fuau: (f,a).

Speziell gilt
(et e,) =", .

Bei einer Basistransformation (B.2) gilt nach (B.5] [B.6)
=M. eh = At (B.7)
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Die Elemente von V', bzw. V* nennt man auch kontravariante, bzw. kovariante Vek-
toren (im Vergleich zum Transformationsgesetz (B.2))). Wegen (B.4) ist V' = V** mittels
ar (-, a).

Tensoren

Ein Tensor T" vom Typ (g), T € ®1V, ist eine Multilinearform in ¢ Variablen aus V* und
p Variablen aus V. Zum Beispiel ist T € ®{V eine Bilinearform T'(f,a) der Variablen
feV undaeV.

In einer Basis ist
T(f,a) =T(fu.e" a"e,) =T(e" e,) fua” (B.8)
—.TH

und daraus folgt mit (B.2) [B.7) das fiir Tensorkomponenten charakteristische Transfor-

mationsgesetz B
T", = TsA" A, (B.9)

kontravariant im ersten Index und kovariant im zweiten. Speziell hat der Tensor (B.4)
in jeder Basis die Komponenten §#,: (B.9) reduziert sich in diesem Fall auf (B.3). Wir
bemerken: @)V =R, @)V =V* @V =V =V.

Operationen auf Tensoren:

i) Produkt: Fiir 7' € ®J1V, S € @2V ist das Tensorprodukt 7'® S € @f,;ig;v definiert
durch

<T®S)<f(1)7"'7f(f11+Q2);a(1)7"'7a(P1+p2))
= T(f(1)7 s 7flh;a(1)? s 7a(p1))s(f(q1+l)a .- '7f(q1+q2);ap1+17' .- 7a(p1+p2)) .
e Beispiel: Fiir T e @1V, S e @)V =V* R=T® S ist

R(f,a,b) =T(f,a)S(b) =T",5, f.a"b7 . (B.10)
Rty

e Beispiel: In ®]V ist eine Basis gegeben durch e, ®@e”. Aus (B.8) und (e,®¢")(f,a) =
fua” folgt ndmlich

T=T'e,®e" .
Damit ist ®] V = V ® V* := {Linearkombinationen von Tensorprodukten aus V
und V*}.
Allgemein:
RIV=V®..0V0V'®...0V". (B.11)
q—‘r;al p—‘r;al

ii) Spur: Fiir Tensoren vom Typ (i) ist die Spur von T’

trT :=T(e" e,) =T",,
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wobei e, e/ ein beliebiges duales Basispaar ist. Beliebig ist es, weil
T, =T s A" AP =T, .
5

Allgemein definiert man
tr: @1V — @IV,

indem tr wie oben auf den je letzten Faktor V', bzw. V* in (B.I1]) wirkt.

e Beispiel: S =trT, T € ®}V hat die Komponenten

St =T,

e Beispiel: Jeder Tensor T*, definiert durch
b =T*,a"

(Spur eines Tensorprodukts) eine lineare Abbildung 7': V' — V| a +— b, und umge-
kehrt: Jede solche Abbildung 7' definiert einen Tensor

T(f7 (Z) = <f7 TCL> = T“l/ f#ay

mit den Komponenten 7%, = (e#,Te,). Analog kann man z.B. einen Tensor T,

auffassen als lineare Abbildung
b, = T,a"

von V nach V*.

Antisymmetrische Tensoren

Eine spezielle Rolle spielen die antisymmetrischen Tensoren aus ®2V =V'®. .-V
—————

p—mal
T(a@y), - - - Axp))) = senm - T(aqy, - - - ag))

fiir jede Permutation 7 von {1,...p} : m € S,,. Dabei ist sgn 7 ihre Paritdt. Man schreibt
AP V* fiir den Unterraum solcher Tensoren.

Jeder Tensor vom Typ (2) kann antisymmetrisiert werden durch die Operation A:

1
(AT)(aq), - ap) = o > senw T(agq)), - > Anir)

T mEeS)

Es gilt A% = A.

iii) Ausseres Produkt: fir 7 € A" V* S € A?V*ist TAS € A" V* definiert
durch
(p1 + p2)!

TANS =
p1!ps!

AT®S).
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Eigenschaften:

TANS = (=1)PP2SAT,

+ po + p3)!
p1p2p3)A

(
TANSANR) = (TNS)AR=
( ) ( ) D1!p2!ps!

(T®S®R)

Komponenten: Fiir '€ A" V* ist beziiglich einer Basis e* von V*
T = Tul...upeul®"'®eup =AT
= Ty, Al @ - @ e)

1
— TNl-nﬂp H eFt A - A\ etr

= T

bei Beschrankung der Summe
ey €N Nel? ( ) .

auf g < ... <,
Damit ist

p
n n!
dim A\ V* = -
/\ <p) pl(n —p)!

und insbesondere = 0 fiir p > n.
Metrik

Wir riisten V' mit einem Skalarprodukt aus
(a,b) :  symmetrische, nicht ausgeartete Bilinearform auf V.
Nicht ausgeartet heisst, dass nur der Nullvektor auf allen Vektoren orthogonal steht:
(a,b)=0, VbeV = a=0.
In Komponenten schreiben wir fiir diesen metrischen Tensor
(@h) = gua't',

Gw = Guu s det (gu) # 0.

iv) Rauf- und Runterziehen der Indizes: Durch das Skalarprodukt definiert jeder
Vektor a € V eine Linearform ga € V*:

(ga,b) := (a,b) , VbeV

Die Abbildung g : V — V*, a — ga ist ein Isomorphismus, denn aus ga = 0 folgt
(a,b) = 0 fiir alle b € V, also a = 0. In Komponenten ist

(ga), b" = g, a"b"

also
(9a)y = g a” (B.12)
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(Runterziehen des Index). Fiir g7! : V* — V gilt umgekehrt

(97" f,0) = (f,b),
(') = g™

(Raufzichen des Index), wenn wir mit (¢*) die (ebenfalls symmetrische) Inverse der Ma-
trix (g,.) bezeichnen. Diese Isomorphismen lassen sich auf Tensoren iibertragen, so das
Runterziehen:

gV — @IV, T+ gT,

GT) Sy Faniaqys - aprn) = Ty fams 900y a5 )
(gT),U»l---qul - gulan‘lmuqila (Bl?))

Vi...Vp+1 V2...Vp+1

Wir identifizieren nun V* mit V', indem wir ga = a setzen und einfach von ‘Vektoren’
sprechen. So lautet (B12)

p = @
und wir nennen a* bzw. a, die kontravarianten bzw. kovarianten Komponenten von a. Es

ist dann
— B, "
a=a'e, = ayet,

wobei die duale Basis {e*} zu {e,} bestimmt ist durch
(e*,e,) =, .
Analog identifiziert man alle ®7 V' mit dem selben p + ¢. Beispiel: p + ¢ = 3.
T(a,b,c) =T,,,a"b"c” =T, ;a,b"c” =T a,b,c, .

Insbesondere folgt aus (B.I3)), dass

v

guy - gu,u = 5u
in jeder Basis. Hingegen kann man die Basis kartesisch wihlen, d.h.
Guv = (S,uu )

nur im Fall einer positiv—definiten Metrik. Dann entféllt der Unterschied zwischen kova-
rianten und kontravarianten Komponenten und man kann alle Indizes unten schreiben.

Volumenelement

Die Metrik auf V' = V* {ibertréagt sich auf ®2V mittels

1 p
(a) @ -+ @ ag), bay @ -~ @ b))y = — | [ (a: b)) (B.14)

und Bilinearitét. Sie bleibt dabei nicht ausgeartet. Insbesondere ist sie auf A” V* definiert.
Wegen dim A" V* =1 gibt es bis auf das Vorzeichen genau ein Q € A" V* mit

(©2,9),, = Signatur von (-,-), auf \"V* = +1.
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Q) heisst das Volumenelement zur Metrik g. Beziiglich einer Basis e fiir V* ist

Q= :I:‘g‘l/z 1 '/\ena
wobel
g = det (g;w) ) Guv = (e;u 61,) .
In der Tat ist
(,0), = lgl(e"A---Ne" et A Ae™),

_ 7r(z
= |g E sgn | | (¢',e = |g|det (¢"") =sgng .

TES) g—!

In Komponenten:
1/2
Qm...un = :|:|g| / Eptnpin

1...n
S =SSR )

v) Hodge’sche «—Operation: Eine Abbildung

wobel

ist definiert durch

fir alle S € \"7" V*.
Eigenschaften: (ohne Beweis)
(T, S)ap = (1P T, %8),
xxT = sgng-(=1)POP T
(T, %T%)p—p = sgng-(T1,T3),

Einen expliziten Ausdruck fiir *7" bekommen wir aus

n! 1
o () ((,—1®
(*T, S)n_yp SICR—] (T®S,Q), = o <tr (g7 T)®Q), S) e

wobei (p) fiir ‘p-fach’ steht. Dies folgt aus der Normierung (B.I4) und aus (a,b) =
(g71a,b) = tr(g ta ®@b). Also ist

T = — tr(p)((g_l(p>T) ® Q)

und in Komponenten



Tensorfelder im R"

In R" beniitzen wir affine Koordinaten x = (z', ..., 2™) bestimmt bis auf linear inhomo-

gene Transformationen
T=Ar+a, T = ANt 4+ at . (B.15)

Ein Tensorfeld ist gegeben durch seine Komponenten, z.B. T#,(z!, ..., 2") falls vom Typ

(i), mit dem Transformationsgesetz

T",(T) = T%(x) A", AP =T (A1 (T — a)) A", A7 . (B.16)
Algebraische Operationen (i-v) sind punktweise auf Tensorfeldern ausfithrbar.

vi) Differentiation: Aus T",(z) entsteht durch

0
TH,  (x) = 5

T, (z) (B.17)

ein neues Tensorfeld. Zum Beweis bemerken wir, dass nach (BI5))

wobei die zweite Beziehung durch Vergleich von
ozt dx”
Oxv 0x°
folgt. Somit transformieren die Differentialoperatoren

9, = 2

T O

=", mit A, A" =",

wie kovariante Vektorkomponenten
= 0 00
mOoTt T 0Tt O

Daraus folgt das Transformationsverhalten von (B.I7T)

= A0, .

T, o(T) = A0, (T5(2) Ao A = T (2) AP APALT

rsichtlich ist auch, dass 7%, , beziiglich nicht affinen Koordinatentransformationen kein
Ersichtlich ist auch, dass T*, , beziiglich nicht affinen Koordinatentransf ti kei
Tensor ist.)

e Beispiel: f, = Gradient eines Skalarfeldes (kovariantes Vektorfeld) und j#* , = Di-
vergenz eines kontravarianten Vektorfeldes (Spur des Tensorfeldes j* ).

Eine ortsunabhéingige Metrik im R™ ist gegeben durch den metrischen Tensor g,, (un-
abhéngig von x). Dann kommutiert d, mit dem Rauf- und Runterziehen der Indizes. Wir
setzen noch

0
ot :=—=4¢"0,.
0z,
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Invariant ist der Laplace-Operator (bzgl. der Metrik g, ):

A =0"9, = g"',0, .

Bemerkung. Ein koordinaterfreier Zugang zu Tensorfeldern ist iiber den Begriff eines
affinen Raumes E (iiber V') moglich. Dies ist eine Menge versehen mit einer Abbildung
ExE — V, (r,r") = r'—r, welche folgende Eigenschaften geniesst: (i) (7" —1")+(r' —r) =
r” —r; (i) zu gegebenen r € E, v € V gibt es genau ein 1’ € E mit 7' — r = v (notiert als
r=r+v).

Ein Koordinatensystem K in E ist gegeben durch Auszeichnung eines Punkts o € E
(Ursprung) und einer Basis {e, } fiir V. Uber r = 0+ ate¢, ist eine Koordinatenabbildung
E — R" r— z = (2',...,2") erklirt. Bei Wechsel des Koordinatensystem, bestimmt

durch (B:2) und o — 0 = a*¢,, transformieren die Koordinaten gemiss (B.15).

Ein Tensorfeld auf E ist eine Abbildung 7' : E — @1V, r + T,.. Bzgl. K sind ihm (z.B. fiir
p = q = 1) die Komponenten T*,(x) := T,(e", e,) zugeordnet. Deren Transformations-
verhalten ist (B.16). Die Ableitung 07 ist ein Tensorfeld vom Typ (pj’rl) koordinatenfrei
definiert (im Bsp.) durch

(OT),(f,0,8) = =Tl 0)

Y

’)\:O

d.h. (BID) in Komponenten. Die Uberpriifung ihres Transformationsverhaltens eriibrigt
sich nun aber.
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C Anhang: Selbstadjungierte Operatoren

1. Grundlagen

e Hilbertraum # iiber C mit Skalarprodukt (-,-); Norm |ju|| := (u, u)'/2.
Konvergenzbegriffe in H:

— Normkonvergenz:
Up, —> U, d.h. |lu, —u|| —— 0.
n—oo
— schwache Konvergenz:
Uy > U, d.h. (v,u,) — (v,u), (Vv eH).
n—oo
Es gilt:
Uy = u, || = ||ull = Up, — U . (C.1)

e Beschriankte Operatoren, B € L(H):

B:H—H, u+— Bu , linear

mit ||Bul| < Cllul| fir ein C' > 0; || B|| := kleinstes solches C.
Konvergenzbegriffe in L(H):

— Normkonvergenz:
B, — B, d.h. ||Bn—BHE>O.

— starke Konvergenz:

B, B, d.h. B,u — Bu, (VueH).
— schwache Konvergenz:

B, B, d.h. B,u > Bu, (Vu€eH) .
Es gilt, s. (CI):

B, = B, ||Buu| — |Bu| (Yu€H) = B, > B. (C.2)

e Satz von Riesz: Sei D C H ein dichter Teilraum, d.h. D = H (D: Normabschluss von
D). Zu jeder beschrinkten Linearform [ auf D,

l:D—C, v l(v), linear
L) < Cllo]l,

gehort ein eindeutiges u € ‘H, sodass
l(v) = (u,v) . (C.3)
Anwendung: Ebenso gehort zu jeder Sesquilinearform b auf D,

linear in v

b:DxD—C, (u,v) = b(u’ U) ’ antilinear in

[b(u, v)| < Cllullfjvfl
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ein eindeutiges B € L(H), sodass
b(u,v) = (u, Bv) . (C4)

Bemerkungen. 1) b, und somit B, ist durch b(u,u) iiber die Polarisationsidentitét be-
stimmt:

3
1 —k -k -k

b(u,v) = 1 ,;_0 17"b(u +1"v,u +1"v) . (C.5)
2) Ist b(u,u) > 0, (Vu € H), so gilt die Cauchy Ungleichung

|b(w, v)|* < bu,u) - b(v,v) .

2. Unbeschrinkte Operatoren

Definition. Ein Operator A auf H ist eine lineare Abbildung
HDODA) — RACH, u— Au

T T

Teilraum Teilraum
Definitionsbereich Wertebereich
von A (domain) von A (range)

Regeln.

A=B : D(A)=D(B)und Au = Bu, (Yu € D(A))
ACB : DA cD®B) 7 7 ”
(B heisst Fortsetzung von A)
DA+ B) = D(A)ND(B)und (A+ B)u = Au+ Bu
D(AB) = {u€ D(B)|Bue€ D(A)} und (AB)u = A(Bu)
A!existiert A ist injektiv, D(A™') = R(A), R(A™!) = D(A)

Der Nullraum von A ist N(A) = {u € D(A) | Au = 0}.
A injektiv < N(A) = {0} .
Definition. Sei A ein Operator. Falls

u, € D(A)
U, — 0 = 0v=0, (C.6)
Au,, — v

so heisst A abschliessbar; dann ist der Abschluss A (O A) definiert durch
u, € D(A)

Up — U =: ue D(A), Au=wv, (C.7)
Au,, — v
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wobei (C.6) die Eindeutigkeit von v in ([C) sichert. A heisst abgeschlossen, falls A = A,
d.h. falls die linke Seite von (C7) u € D(A), Au = v impliziert.

Lemma 1. Set A™' € L(H) (d.h. A: D(A) — H ist injektiv und surjektiv, ferner A~!
beschrinkt). Dann ist A = A.

Beweis. Aus u, € D(A), u, — u, Au,, — v folgt u, - A~ v = u. O

Definition. Die Resolventenmenge p(A) von A ist
p(A) ={zeC|(z—=A)" € LH)}, (C.8)

dh. z € p(A) gdf N(z — A) = {0}, R(z — A) = H und die Resolvente (z — A)~!
beschréankt ist.

Falls es ein solches z gibt, ist nach dem Lemma z — A und somit auch A abgeschlossen.

Das Spektrum von A ist
o(4) = C\ p(A) . (C.9)

p(A) ist eine offene Menge (ohne Beweis), o(A) also eine abgeschlossene.
Fiir 21,29 € Cist

(=A== A = (- 2)(n - A) (- A
insbesondere kommutieren die Resolventen von A.

Definition. Sei A ein dicht definierter Operator, d.h. D(A) = H. Die Adjungierte
A* von A ist dann wie folgt definiert: uw € D(A*), falls

|(u, Av)| < Clvf|, (Vv € D(A));
dann ist die Linearform v +— (u, Av) auf D(A) beschrinkt, nach (C.3)) also
(u, Av) = (w,v)
fiir ein durch u eindeutig bestimmtes w € H:
Au=w.

Offensichtlich ist A* ein linearer Operator auf H.

Bemerkung. Fiir 4, B € L(H) gilt: A* € L(H) mit [|A*]| = ||A]]; (AA)* = AA*, (X € C);
(A+ B)* = A* + B*; (AB)* = B*A*; A** = A.

Allgemein gilt fiir ein dicht definierter Operator A:

Lemma 2. i) A* ist abgeschlossen.

ii) A* ist dicht definiert gdf A abschliessbar ist; dann ist A™ = A.
iii) N(A*) = R(A)*L.

w) Falls A=Y € L(H), so auch (A*)™! € L(H) mit (A*)~! = (A7H)*.
v) Ist A abgeschlossen, so gilt p(A*) = p(A) (k omplea:e Konjugation).
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Beweis. Nur iii): Fiir v € D(A*) ist
(u, Av) = (A*u,v) , (Vv € D(A)) . (C.10)

Dies verschwindet, falls u € N(A*), also u € R(A)*. Umgekehrt folgt daraus u € D(A*),
dann u € N(A*) aus (CI0). O

Definition. Sei A dicht definiert.

a) A heisst symmetrisch, falls
(u, Av) = (Au,v) , (Vu,v € D(A)),
oder, je gleichbedeutend,

(u, Au) e R, (Vu € D(A)) , (C.11)

s. (CHl), bzw.
AcCA™. (C.12)

b) A heisst selbstadjungiert, falls
A=A".

Die Unterscheidung zwischen a), b) entféllt fiir beschrinkte Operatoren (also itberhaupt,
falls dim H < 00), ist aber fiir dim H = oo echt, selbst fiir abgeschlossene A.

Als Vorbereitung fiir ein Beispiel benotigen wir:
Lemma 3. Fiir ¢ € L*0,1] sei di/dz als Distribution definiert,

ay
dx

Falls dv/dx € L*0,1], so ist ¢(x) stetig (d.h. ¢ kann dann als stetige Funktion gewdhlt
werden). Gilt auch dp/dx € L*[0,1], so

[ (et + v %) o = viwpeto)]

0

[v] = —w[j—Z} . (Yo eCP0,1)).

Beweisskizze i) Ist dyp/dx = 0, so ist ¢(x) konstant.

b(x) == [ % da’ ist wohldefiniert (da [} [24|da’ < ([ |9 2da’)V2( [y 1da')"/?) und
stetlg7 ferner als Distribution di) /dx = dip/dz.
i), ii) zusammen: ¢ = ¥ + konst. O

Beispiel. Sei H = L?[0,1].
a) Die Operatoren p, p sind dicht definiert als

d d
D) = (weH| T e}, ju=-ig

D(p) = {4 eD®@) [¢(0)=0=91)},  pp=p.
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Offenbar ist

P&ED.
Behauptung. i) p ist abgeschlossen; ii) p* = p. Also ist p abgeschlossen (s. Lemma 2i))
und symmetrisch, da

pPCh=p=p
(s. Lemma 2ii)), nicht aber selbstadjungiert.

Beweis. i) aus ¢, € D(p), ¥, — ¥, pib, — ¢ folgt fiir jede Testfunktion v € C§°(0,1)

o dYny o du _dv
(Ua 90) - h??l -1 (U7 dr ) - 11?1(%71#71) =1 (%ﬂﬁ) )
— SN——
0] = —val ] ~ &l
also —idy/dz = ¢ € L*[0,1] und damit v € D(p), py = .
ii) ¢ € D(p*) bedeutet
(B, @) < Cllell, (Vv € D(p)) (C.13)
und insbesondere p
ZERl < Cllol, (e, 1), (C.14)

also dp/dx € L*(0,1), s. (C3), d.h. ¢ € D(p). Zudem ist fiir v» € D(p)
o.0)~ ) = i [ (ete) + 005 ) do
= P(1)p(1) =9 (0)¢(0) .

Hier ist [(¢,pe)|/[|¢[l (< |lpel]) beschrénkt, nicht aber ¢(0)/[[4|l, ¥ (1)/[[¢[], die un-
abhéngig voneinander durch Wahl von ¢ gross gemacht werden koénnen. Also gilt (C.13))

gdf p(0) =0 = (1), d.h. falls ¢ € D(p); dann ist auch p*p = pp = pep.
b) Sei @ € C mit |a| = 1 fest gewihlt und p, dicht definiert durch

D(pa) = {1 € D) [¥(1) = ap(0)},  path = py .
Ebenfalls ist p, C p.
Behauptung. p}, = pa,.
Beweis. ¢ € D(p%) impliziert wie in (C.I4) ¢ € D(p), ferner fiir ¢ € D(ps)

(Path, ) — (¢, Bp) = ¥(0)(ap(1) — ¢(0)) = a(0)(2(1) — ap(0)) -

Nun ist ¢ € D(p}) dquivalent zu ¢ € D(p), p(1) = ap(0), also zu ¢ € D(p,); dann ist
auch pLo = pp = pap.

Satz 3. Sei A ein symmetrischer Operator. Dann sind dquivalent:

a) A*=A
b) o(A) ist reell
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¢) R(z— A) ="H fir alle z mit Imz # 0 (oder, dquivalent, fir z = +i)
d) A ist abgeschlossen und N(z — A*) = {0} fir alle z mit Imz # 0 (oder z = +i).

Beweis. Wegen (C.I)) ist fiir u € D(A)
[ 2 [[ul]® = [Im (u, (z = A)u)| < [[ullll(z — A)u]l ,
also
Iz = Al = Im2fflull,  (Vu € D(A)) . (C.15)
Insbesondere ist N(z — A) = {0} fir Im z # 0.

i) Wire R(z — A) = H fiir ein Im z # 0, so wére nach (CI3) z € p(A); nach Lemma 1
z — A und damit A abgeschlossen.

ii) Ware A abgeschlossen, so wire es R(z— A), (Im z # 0), auch. Denn: (z — A)u,, — v mit
u, € D(A) impliziert nach (CIH), dass u, Cauchy ist, also u,, — wu, und wir schliessen
ue D(A), (z— A)u =v.

Daraus, aus Lemma 2iii) und aus M+ = M folgt (c) < (d). Die restlichen Aquivalenzen
beweisen wir iiber (a) = (c¢/d, “alle”) = (b) = (¢/d,“ £i ") = (a). Die Implikation (c)
= (b) folgt aus (i), (b) = (c) aus der Definition von o(A).

a) = (d): A ist abgeschlossen nach Lemma 2i). Zudem ist N(z — A*) = N(z— A) = {0},
Im 2 # 0) nach (CI3).
cund d) = (a): Wegen (CI2) geniigt es, D(A*) C D(A) zu zeigen. Sei u € D(A*). Wegen

c) gibt es v € D(A), sodass (i— A*)u = (i— A)v = (1 — A")v, also (i — A*)(u —v) = 0;
wegen (d) ist u = v € D(A). O

(
(
(
(

3. Projektionswertige Masse

Definition. Ein projektionswertiges Mass (P-Mass) E auf R ist ein *~-Homomorphis-
mus C3°(R) = L(H), f— E(f), d.h.

E(af+ Bg) = aBE(f)+BE(g), (a,B8€C), (C.16)
B(fg) = E()E) (1)
E(f) = E(f). (C.18)
Ist zudem
{E(f)u] feCFR), ueH} (C.19)

dicht in H, so ist F ein Spektralmass.

Wir werden E auf sukzessiv grossere Funktionenklassen fortsetzen, die schliesslich die
charakteristischen Funktionen y,; gewisser Mengen M C R umfassen. Dann wird E); :=

E(xa) ein orthogonaler Projektor, vgl. (CI1 [CI8), sein mit
EMlEM2 :0’ EMlUMQ :EM1+EM2 5 (MlmMQ :w) . (C.QO)

Dies erklart den Namen “P-Mass”. Da die Fortsetzungen eindeutig sein werden, nennen
wir sie immer noch F.
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Sei
Co(R)={f:R— C| f stetig mit lim f(z)=0}.

|z|—o00

Beachte, dass C(R) der Abschluss von C§°(R) in der Norm
| loe = sup{z € R | |£(2)]}

ist.

Lemma 4. Sei £ : C3°(R) — L(H) ein P-Mass. Dann gilt

IEN < [1flls - (C.21)

FEs hat deshalb eine eindeutige, stetige Fortsetzung zu E : Co(R) — L(H). Diese erfiillt
wieder (CTAHC T8, [C21), sowie

E(f)z0, (fz=0). (C.22)
Beweis. (C.2I): Wegen E(af) = aE(f) geniigt es zu zeigen, dass [|[E(f)|| < 1 fir || f|le <
1. Dann ist g = f/1 — | f|? € C§°(R), also
0< E(9)"E(g) = E(lg*) = E(|fI*) — E(IfI") .
E(fP?) = E(f1Y) = E(fP)E(fF*) 2 0.
Mit || B]| = supyy =1 (v, Bu) fiir B > 0 folgt

IE(S = 1B (C.23)
und mit ||B*B|| = || B||* auch noch
IEfPI = 1E) EDI = IEDI?,
LB = 1B = IEOI,
sodass || E(f)|| < 1 nach ([C23).
[C22): Fiir f >0, f € Cso(R) ist auch \/F € Coo(R), also E(f) = E(/F)*E(/F) > 0.0
Borel-Funktionen auf R. Fiir beliebige Funktionen f : R — C schreiben wir

lim f,(x) = f(x) (C.24)

fiir den punktweisen Limes. Falls f,, beschrankte Funktionen sind mit sup,, || .|| < C < oo,
so schreiben wir statt (C.24) auch

p—lim f.(z) = f(2),

n—o0

(dann ist || f]le < C).

Definition. Die Klasse B(R) der Borel-Funktionen auf R ist die kleinste Funktionenklasse
F mit den Eigenschaften
(a) Cx(R) C F,

(b) Aus f, € Fund f, — f folgt f € F. (C.25)
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Ersetzt man f, — f durch f, & f, so erhilt man die Klasse der beschriinkten Borel-
Funktionen B¥(R) = {f € B(R) | || f|loc < 00}.

Lemma 5. Jede konstante Funktion f(x) = ¢ gehirt zu B = B(R), B><(R). Mit f, g sind
auch f+ g, fg und f in B: B ist eine Funktionenalgebra mit Finselement und komplezer
Konjugation.

Beweis. Nur fg € B: Sei g € C(R) fest. Die Klasse F aller f mit fg € B erfiillt (C.23),
umfasst also B. Nun sei f € B fest. Die Klasse F aller g mit fg € B erfiillt wieder (C.23]),
also ist fg € B fiir f, g € B.

Definition. M C R heisst Borel-Menge, falls x,; € B(R).

Lemma 6. Borel-Mengen sind

— das Komplement jeder Borel-Menge.

— die Vereinigung und der Durchschnitt abzihlbar vieler Borelmengen.
— jede offene und jede abgeschlossene Menge.

(ohne Beweis).

Integrale. Ein Integral auf R ist ein positives lineares Funktional C,(R) — C:

I(f)=0, (f=0).

Satz 7. Jedes Integral I mit
I(F) < 1l (C.26)

hat eindeutige (lineare, positive) Fortsetzungen auf
(i) I : B*(R) — C mit der Eigenschaft (C28) und
I(fa) = 1) (= f), (C.27)

sowie weitergehend auf

(ii) ® alle g € B(R), g > 0, wobei 0 < I(g) < o0,
e alle f € B(R) mit I(|f]) < oo, wobei I(f) € C mit der Eigenschaft (dominierte
Konvergenz)

I(fn) = I(f) (C.28)
falls f, = f mit |fu| < g, I(g) < .
Dies ist der Satz von Riesz-Markov. Man schreibt auch

1(f) = / ey (C.29)

wobei u das entsprechende Borel-Mass ist: u(M) = I(xa), (M Borel-Menge).

Satz 8. Jedes P-Mass E : Coo(R) — L(H) hat eine eindeutige Fortsetzung E : B>®(R) —
L(H) mat (C18{C 18, [C 21, [C.29) und

E(fa) > E(f),  (fa™ ). (C.30)
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Beweis. Eindeutigkeit: Seien E), Fs solche Fortsetzungen mit F = {f € B®(R) | E1(f) =
E>(f)}. Da F (C23) erfiillt, ist F = B¥(R).

Existenz: Fiir jedes u € H ist
Lu(f) = (u, E(f)u) (C.31)

ein Integral mit |I,(f)| < ||ul]*||f]ls, das nach Satz 7 eine Fortsetzung auf f € B*(R)
hat. Die Sesquilinearform

3

by0) = 1 30 () (T € BX(R)), (C.32)

erfillt by(u,v) = (u, E(f)v) fir f € Cx(R), s. (CHl). Die Klasse aller f € B*(R), fiir
welche by eine beschrinkte Sesquilinearform (mit Norm || f||) ist, erfiillt (C.25]) wegen
([C27). Somit ist E(f) € L(H) durch (u, E(f)v) = bs(u,v) definiert fiir alle f € B>(R),
vgl. (C.4). Ferner ist nach (C.27)

(u, E(fa)v) = (w, B(fv),  (fa ™ f). (C.33)

d.h. E(f,) = E(f). Damit zeigt man die Eigenschaften (CIGHCIR), etwa (C.IT7) nach
dem Muster des Beweises von Lemma 5. Aus (C33)) folgt deshalb

IE(fa)oll* = (v, E(fal*)v) = (v, E(fF)v) = [IE(f)v]*

mit (C2), also E(f,) = E(f). O

Korollar. Durch Ey = E(xa) ist fir jede Borel-Menge M C R ein Projektor Ey =
E3, = E%, erklirt mit den Figenschaften (C20). Ausserdem gilt fiir jede Folge M, von
Borel-Mengen

EMlﬁMQﬂ... = S— hm EM1ﬂM2..‘ﬂMn )
n—oo
Evnompu.. = S—nlLHQO Evoms,..om,, - (C.34)

Bemerkung. In der Schreibweise (C29) lautet (C31) 1,(f) = [ f(N)dp,(N) mit g, (M)
= (u, Epyu). Man schreibt deshalb auch

E(f) = /f(/\)dE()\). (C.35)
Definition. Der Tréger supp F eines P-Masses E ist
x € supp F & E)y # 0 fiir jede offene Menge M > x .

Lemma 9. supp F ist abgeschlossen und

Jo R (C.36)
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Fiir jede stetige, beschrinkte Funktion f ist
IE(N) = sup [f(z)]. (C.37)

xesupp B

Beweis. = ¢ supp F gdf Ej; = 0 fiir eine offene Umgebung M > z. Damit ist R\ supp F
offen und Ef = 0 fiir jede kompakte Menge K C R\supp E. Wegen R\supp E = | J>7 | K,,

mit K, = {x € R | |z| < n,dist(x,supp E) > 1/n} folgt (C36) aus (C.34).
Sei X = Xsupp £ Nach (C.30]) ist £(1 — x) = 0, also

IO = IECAHI < sup [x(z)f(z)] = sup [f(z)] (C.38)

xesupp B

fiir alle f € B>(R), s. (C21)). Ist f stetig und ¢ < sup,cqupp £ |/ ()], s0 enthélt M = {z |
|f(z)] > ¢} auch ein A € supp E. Da M offen ist, ist Ey; # 0, also gibt es ein u € H,
(llu|l = 1), mit u = Epu. Fir dieses ist

IE(f)ull® = (u, E(f*xar)u) > ¢*(u, E(xar)u) = ¢*|lul|*
also ¢ < ||E(f)||, womit die zu (C38)) umgekehrte Ungleichung auch gilt. O

Im Anschluss an Satz 8 erlaubt die Zusatzeigenschaft (CI9) eines Spektralmasses eine
weitere Formulierung:

Lemma 10. Der Teilraum (C19) ist dicht in H genau dann, falls E(1) =1, (d.h. Egr =
1)

Beweis. Wegen E(f)u = E(1)E(f)u ist der Teilraum nicht dicht, falls E(1) # 1. Sei
umgekehrt F(1) = 1. Da die Funktion f = 1 der p-Limes einer Folge f, € C§°(R) ist,
folgt aus (C30), dass u = E(1)u = lim,, E(f,)u, fir alle u € H. O

Schliesslich erweitern wir ein P-Mass auf unbeschrinkte Funktionen f, um den Preis, dass
E(f) es auch sein darf.

Satz 11. Jedes P-Mass E hat eine eindeutige Fortsetzung
E : B(R) — {dicht definierte, abgeschlossene Operatoren auf H}
mit
Dy :=D(E(f)) 2Dy, (/] <g)
und
E(fu— E(fju,  (weD,), (C.39)

falls f, = f. |fa] < g. Diese erfiillt
E(af+Bg) D aE(f) + FE(g)
(mit =, falls f oder g € B*(R)),
E(fg) > E(f)E(g) (C.40)
(mit =, falls g € B*(R)), sowie (CI8, [C23).
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Beweis. (nur Konstruktion von E(f)). Fiir festes u € H ist
L(f) = (u, E(f)u)
ein Integral fir f € B>*(R) im Sinn von Satz 7, Teil (i). Es gilt
L(f1*) = (u, E(f) E(f)u) = [ E(f)ul® (C.41)
nach der Dreiecksungleichung fiir || E(f)ul|| also
Lo go(IFP)2 < Nl L(FP)2 + 1BILAFH)? (e, 8€C). (C.42)

Auch ist
L sn(£19) = |E(F)(w— EQu)|? =0. (C.43)

Fir f € B(R) setzen wir dann mit Teil (ii) des Satzes
Dy:={ueH|L(ff) < oo}

und behaupten: Dy ist (a) ein Teilraum, der (b) dicht in H liegt. Sei dazu f, := fxaq,,
Q, = {z | |f(2)] < n}, also f, € B¥(R). Wegen f, — f, | fu] <[] folgt mit (C25)

L(|fal®) = L(If) , (C.44)

sodass (C42] [C43)) auch fiir f € B(R) gelten. Insbesondere ist (a) gezeigt. Zum Beweis
von (b): fiir n > m ist f,xq,, = fm; damit ist

Ipg, (| fal?) = | E(f) E(xa,)ull® = [1E(fu)ull®

unabhingig von n, nach (C.44) also Eq,,u € Dy. Da Eq, u —— E(1)u und da u —
m—0o0

E(l)u € Dy, s. (C43), folgt (b). Nun kénnen wir eine Sesquilinearform b (u,v) wie in
(C.32)) definieren, diesmal fir f € B(R) und u, v € Dy. Fiir f € B®(R) ist

by(u,v) = (u, E(f)v) (C.45)

mit, s. (C.41]),
by (w, 0)] < Nulll ECF)oll = [lullL(1F17)"2 (C.46)

Wegen (C28) mit | f,| < 14|f]? ist L yiwo(fn) = Lugiry(f) und damit by, (u, v) — by (u,v),
sodass (C46) auch fiir f € B(R), u,v € Dy gilt. Nach (C.3) definiert dann (C32) E(f)v
fir v e Dy = D(E(f)). O

4. Selbstadjungierte Operatoren, Spektralmasse und 1l-parametrige unitire
Gruppen

Satz (von Neumann, 1930). Fir jedes Spektralmass E auf R ist
A=EGd), (id: A\, (C.47)
d.h. in der Notation (C.33)
A= /)\dE,\ :
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selbstadjungiert. Umgekehrt hat jeder Operator A = A* eine Spektraldarstellung (C47),
wobei das Spektralmass E durch A eindeutig bestimmit ist.

Korollar. supp £ = o(A).

Bemerkung. Fiir A = A* stimmt somit (@9) mit der allgemeinen Definition (C3]) des
Spektrums tiberein, vgl. auch ([@.20).

Wichtig fiir den unten dargelegten Beweis des Spektralsatzes ist

Definition. Eine 1-parametrige unitdre Gruppe ist eine Abbildung
U:R— L(H), t— U(t)

mit den Eigenschaften

Uty ' =ut), (C.48)
U)=1, (C.49)
Ult+s)=U(t) U(s), (C.50)
s—lim U(t) =1 (C.51)

Bemerkung. Es folgt

s—lim U(t) = Ul(ty) , U(-t)=U@t)".

t—to
Definition. Die Erzeugende A von U ist

d
Av = —i—=U(t)v

o]
o = —ilim ;(U(t) — v, (C.52)

wobei v € D(A), falls der Limes existiert.

Es ist evident, dass A mindestens symmetrisch ist:

0 = il (W), Ut))

it = (Au,v) — (u,Av) ,  (u,v € D(A)). (C.53)

t=0

Es gilt aber mehr:

Satz 12. Die Erzeugende A einer 1-parametrigen unitiren Gruppe U ist selbstadjungiert.
Umgekehrt ist jeder Operator A = A* eine Erzeugende (C.52), wobei U durch A eindeutig
bestimmt ist.

Zum Beweis der Sitze betrachten wir die beiden Zuordnungen in je nur einer Richtung,
sowie eine weitere zwischen 1-parametrigen unitdren Gruppen und Spektralmasse:

A

'\
c) L

U

121



Lemma 13.

a) Sei E ein Spektralmass und E — A durch (C{7) gegeben. Dann ist A = A*.

b) Sei A = A*. Dann ist A die Erzeugende (C.53) einer eindeutig bestimmten 1-
parametrigen unitdiren Gruppe, notiert A — U.

c) Sei U eine 1-parametrige unitire Gruppe. Dann gibt es ein eindeutig bestimmites
Spektralmass E (notiert U — E) mit

U(t) = E(e") . (C.54)

Die drei Abbildungen sind injektiv.

Beweis der Sitze. Es geniigt zu zeigen, dass die Zusammensetzung der Abbildungen (a,
b, c¢) die Identitét ergibt. Da sie injektiv sind, reicht es, bei einem beliebigen Vertex, z.B.
A, zu beginnen. Nach Konstruktion von (b, ¢) ist

eit)\ -1

Jv

mit v € D(A) gdf der Limes existiert. Fiir v € D(E(X)) (= D(E(|A])) folgt mit (C39)

wegen

1 .
Av = —ilim — (E(e™) — 1)v = —ilim B(

t—0 ¢t t—0

eit>\ -1

eit>\ -1
— A,
t t—0

' <Al

dass die rechte Seite gleich E(\)v ist, also A D E()). Zusammen mit der adjungierten
Beziehung, A = A* C E(\)" = E()), folgt A = E()). O
Beweis von a). Sei A := E(\).

A* = A: folgt aus E(f)" = E(f) fur f € B(R), s. Satz 11. £ — A injektiv: Aus (z —
N(iz—=XN)"1=1, (Imz #0,\ € R) folgt mit (C40) und Lemma 10
(z = EM)E((z =N =E(z = NE((z—\)"") =1,
E(z—=NHEz-EWN)C1,
also
(z—A)'=E((z—-)N). (C.55)
Wegen (C.I6] [CI7) ist dann E(f) fiir alle f der Form

n

fA) = Zai(zi — A", (Imz; #0,a; € C,n; =1,2,...),

i=1

durch A bestimmt. Diese f’s liegen nach dem Satz von Weierstrass dicht in C(R) bzgl.
der || f|leo-Norm. Damit ist das Spektralmass E durch A bestimmt. O

Beweis des Korollars. Nach (C55 [C37) ist

I(z=A) = sup [z—z",  (Imz#0).

rEsupp F
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Diese Norm divergiert genau dann, wenn dist(z,0(A)) — 0, die rechte Seite, wenn

dist(z,supp £) — 0.

g

Beweis von b). Nach Definition (C52) ist A durch U bestimmt, d.h. A — U injektiv.

Die Konstruktion von U bei gegebenem A = A* besteht aus folgenden Schritten.

i) Approximation von A durch AX € L(H).

ii) Definition: U(#£t) = s—lim,, ATt fiir ¢ > 0.
iii) U(t) ist eine 1-parametrige unitére Gruppe.
iv) Die Erzeugende von U (t) ist A.

i) Wir setzen, s. Satz 3,
At =inA(A+in) !t =in+n*(A+in)"t € L(H)
und behaupten
lim Afv = Av, (Vv € D(A)) .
n—oo

Wegen ATv = in(A +in)~' Av geniigt es, dass

lim in(A+in) 'u=u, (Vu e H) .

n—oo
Wegen |[[in(A +in)~t| < 1 geniigt es, dies fiir u € D(A) zu zeigen:
u=(A+in) (A +in)u =in(A+in)tu + (A +in) ' Au

wobei der letzte Term fiir n — oo verschwindet.

[e.e]
iAft L. +4\k
ii) et=) " 7 (45)
k=0
ist analytisch in ¢ mit
d . i
_elA;‘{t _ iA:elAZt )

dt

Fir ¢t > 0 erfillt

. + . 2 . 71 _
ij(t) — elAnt _ eltn (A+in) e tn

[CZIHTET) sowie

||U1j<t>|| < et||n2(A—i-in)—1||e—m < elhe=tn — 1

Da die A,’s miteinander kommutieren, ist

t d N
Un0=Ur ) = [ asiwie— Ui

t
— / dsU (£ — $)UE () (A — Ay)
0
und somit
(U (&) = U ()]l < [¢]][(Am = An)v]| -
Mit (C.57) ist U,/ (t)v Cauchy, also existiert

Ut)yv:= lim US(t)v, (t>0),

n—o0
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zunéchst fiir v € D(A), gleichméssig in beschriankten ¢-Intervallen. Da D(A) dicht ist und
wegen ([C.5]) gilt dasselbe fiir v € H. Analog definieren wir A durch Ersetzung i — —i

in (C.56) und
Up(—t) := e ¥t U(—t) :=s—lim U, (—t)
n—oo

fiir t > 0. Damit ist U(t) € L(H), (t € R) mit ||U(¢)| < 1.

iii) Eigenschaften (CZ9HC.51]) gehen von U (t) auf U(t) iiber, (C.50) allerdings nur fiir ¢,
s mit selbem Vorzeichen. Ist ihr Vorzeichen verschieden, so geniigt der Spezialfall t = —s,

Ut)U(=t)=U(-t)U(t) =1 : (C.60)
Sei namlich z.B. s > ¢t > 0. Dann folgt aus U(s) = U(s — t)U(t) = U(t)U(s — t), dass
Us)U(—-t)=U(s—t), U(=t)U(s) =U(s—t) .
Gl (C.60) folgt aus

UEOUF (1)~ 1= [ dsU U7 (o) AT - A7)

Uy (0T, (=) = Dol < [t][(Ay — A,
und (CET). Wegen (C.60Q) existiert U(¢)~" und |U(¢)v|| < ||v|| < ||U(t)v]|. Damit ist U(t)

unitér.
iv) Es ist
Ut —v= i/t dsU,f(s)A,v (t>0).
0
Daraus, aus (C57, [C59) und aus analogen Gleichungen fiir ¢ < 0 folgt

U(t)v—v—i/otdsU(s)Av, (t e R)

fiir v € D(A). Damit existiert

.1 .

11_1}1% ;(U(t) —1)v =1Av, (ve D(A)),
also A C B, wobei B die Erzeugende von U ist. Nach (C.53)) ist B C B*, also auch A D B,
d.h. B = A. ]

Beweis von ¢). Wieder bestimmt (C.54]) U eindeutig aus E. Konstruktion von E:
i) Definition von E(f) fur f € C5°(R).

ii) Eigenschaften (C.I6HC.I9).
iii) GL (C54).
) B(P)= [afo) U (e Cr®). (C.61)

wobel die Fouriertransformierte



fiir || — oo rascher als jede Inverse Potenz von t abfillt. Damit ist (C.GI]) als starker
Limes von Riemann-Summen wohldefiniert und E( f ) ceH.

ii) Evident sind (C16] [CI]), letzteres wegen U (t)* =
CID): f(x)g(x) = / dtdsf(t)g(s)e!to)7 = / dtelt / dsf(t —s)g

also

B(fo) = [ ar( [ asite~s)ats))ue
- /ﬁwﬂ)()(ww)<ﬂﬂEw)

wegen (C50).
([C19): Zu zeigen ist w = 0, falls w L E(f)u fiir alle f € C§°(R), u € H. Insbesondere ist

dann

o=@mEuwo=/ﬁ#ummU@wy

Da (w,U(t)w) stetig in t ist, folgt (w,U(t)w) = 0 fir alle ¢ € R, also auch fiir ¢t = 0:
lw][* = 0.

iii) Fiir f € C3°(R) ist
) = [dsfe)ectr = [[dsf(s e
also fiir alle w € H
BE)E(f = [ dsf(s = 0U(s)u
= U() [ asf(U(shu = U B

Wegen (C.19)) folgt nun (C.54). O
Beispiel. Auf H = L?(R) ist die Translation um ¢ definiert als
U))(x) =Pz —1). (C.62)
U(t) ist eine 1-parametrige unitdre Gruppe mit Erzeugenden —p, wobei
d
—(weH| Lerm), pw=-i".

Wir vergleichen dies mit Bsp. a) auf S. [[TIl Dass dort p, p nicht selbstadjungiert sind,
steht nun im Zusammenhang damit, dass x — = —t das Intervall [0, 1] 3 z nicht bewahrt,
also ([C.62)) keine 1-parametrige unitire Gruppe mehr definiert. Dies ist wieder der Fall,
falls [0, 1] “zum Kreis geschlossen” wird: Sei v € C mit |o| = 1 und

(Ua()p)(@) = o ((z — 1)), (teR),
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wobei A = [A] 4+ (A) in ganzer Teil und Rest zerlegt wurde. Fiir 0 < ¢t < 1 und ¢ () stetig
ist es (Uy(t)1)(x) auch, ausser allenfalls bei z = t:

Ua®)¥)(t=) =a (1), (Ua(t)¥)(t+) = (0) .

Insbesondere ist U,(t)y € D(p) gdf ¢» € D(p) und (1) = ap(0), also b € D(p,) aus
Bsp. b), S.[I2l Man schliesst, dass —p,, die Erzeugende von U, ist.
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D Anhang: Kugelfunktionen

Gesucht ist ein “natiirliches” vollstindiges Funktionensystem auf der Einheitskugel S? =
{eeR e =1}.

Motivation. Die analoge Frage fiir den Einheitskreis S = {€' € R? | |e] = 1} = {(21, z2)
€ R? | oy +izy = € 0 € R mod 27} hat eine von den Fourierreihen her wohlbekannte
Antwort:

f@=e"  (nez).

Die Funktionen f, sind die Einschrinkung auf S* folgender Polynome auf R?

(1 +ize)”  , m>0
Up(T1,29) = ¢ 1 , n=0
(1 —izg)™ , n<O0.

Beachte, dass u,, ein homogenes, harmonisches Polynom vom Grad |n| ist, und dass

(1) = ,(6).
Im Falle der Einheitskugel 2 = S? setzen wir deshalb:

Definition. Y; : @ — C ist eine Kugelfunktion zum Index [ = 0,1,2,..., falls Y die
Einschrinkung auf € eines homogenen, harmonischen (Aw; = 0) Polynoms u; : R? — C
ist:

w(ré) = r'Yi(e) . (D.1)

Satz.

a) M2V, = I(1+ 1)V},

b) (Yi,Yy) =0 firl # 1.

¢) Die Y; (zu festem 1) bilden einen (21 + 1)-dimensionalen Unterraum Y, C L*(12).
d) Diese Unterriume spannen L*(Q) auf:

Beweis. a) Aus

1 0% 1 -
A=-—r— —M?
T@TQT 72 ’
vgl. (I07), folgt mit (D)
0=A Lo _ LYy = a4 1) — 1YY,

b) Eigenvektoren selbstadjungierter Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten sind ortho-
gonal: [(I +1)(Y;,Yy) = (M?Y;,Yy) = (Y, M?Yy) =TI + 1)(Y, Ya).
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¢) Sei H; der Raum aller homogenen Polynome

7\ mi ,.m2 . m3
Pl(x) - E Cmimoms L1 To 1'3
m; EN
mi1+ma+mz=l

vom Grad [. Die Anzahl der Koeffizienten ist
dmH, =(0+1)+1l+{-1)+...+1.

Offenbar A : H, — H;_5. Der Raum K; der homogenen, harmonischen Polynome von
Grad [, d.h. K; = Ker A, hat also die Dimension

dim K, > dim Hy — dim Hy_p = (1 +1) + 1 =20+ 1. (D.2)
Andererseits ist nach (b) und r! = (#2)*rl=2k
Hor'VoV.o...) (D.3)

mit Dimensionen

lelHl Z dlmKl + dil’IlKl,Q + ...

> (I+)+1l+(-1)+...+1=dim H, .
Es folgt, dass in (D.2 [D.3) Gleichheit gilt.

d) Nach (D.3]) (mit =) sind die endlichen Linearkombinationen von Kugelfunktionen iden-
tisch mit den Einschrankungen von Polynomen auf €2. Nach dem Weierstrassschen Appro-

ximationssatz approximieren diese die stetigen Funktionen auf {2 gleichméssig. Letztere
sind dicht in L*(9). O

Der Raum ) triagt nach Beispiel 3 auf S. 7?7 eine irreduzible Darstellung D,;. Er kann
somit mit einer orthonormierten Basis Y}, (6, ¢) = (6, ¢|l,m), (m = —I,..., ) ausgeriistet
werden, die die Gleichungen (?7?), und insbesondere

erfiillt; durch diese ist die Basis bis auf eine Phase bestimmt. Da Y}y(0,0) # 0, kann diese
konventionsweise durch

Y10(0,0) >0 (D.5)

festgelegt werden. Aus (D.4)) und Ms = —id/dyp folgt, dass Yi(0, ) (bis auf Vielfache) die
einzige Funkton in ) ist, die invariant unter Drehungen um die 3-Achse, d.h. unabhéngig
von ¢, ist.

Die expliziten Ausdriicke der Y}, (6, ¢) bendtigen wir nicht. Im Folgenden erlautert ist der
Bezug zu den Legendre—Polynomen.

Definition. Die Legendre-Polynome



(1 =0,1,2,...) sind definiert durch die erzeugende Funktion

gt ) = m Zt R, (H<1). (D.6)

d.h.
1(8 ) 1
Iot" 1 —2tu+ 12|,

Bemerkungen: 1. P(u) ist ein (reelles) Polynom in u, da Radikand = 1 bei ¢t = 0.
2. Aus g(—t,—u) = g(t,u) folgt

Bi(u) =

Py(—u) = (=1)'P(u) . (D.7)
3. Aus g(t,1) = (1 — )7 =372, t folgt
P(1)=1. (D.8)
e Bezug auf Yg:
Bi(cos0) = aYio(0, ¢) (D.9)
mit
41
| = 01 . (DlO)

Denn: Nach (D7) enthélt P fiir [ gerade (ungerade) nur Monome gerader (ungerader)
Ordung. Damit ist

xr
MR 0P =af el +ad) (D.11)

ein Polynom in (z1, 22, 23) und zwar offensichtlich ein homogenes vom Grad I. Harmonisch
ist es auch, denn

[e.9]

1 1
> iR = -
— r V1 =2txs + 212 |tT — €3

ist es fiir |Z|] < 1 bei |¢t| < 1. Schliesslich ist (D.I1]) invariant unter Drehungen um die
3-Achse. Zusammen: Die Einschriankung P(cos6) auf r = 1 erfiillt (D.9) aufgrund der
Definition von Yjg, wobei ¢; noch zu bestimmen bleibt.

e Orthogonalitét:

1
2
Py (u)P(u)du = o D.12
| PR = 5= (D.12)
Denn: Fiir I’ # [ folgt dies mit u = cos 6 aus
1 T _ o
/ Pr(u)Py(w)du = ciep / Yoo (0, 0) Yio (6, ) sin 0df = C;i Yio(@) Yio(€)d2e (D.13)
-1 0 ™ Ja

und aus (b) des Satzes. Fiir I’ = [: Einerseits ist

1 1
t 1 u=1
t t,u)?du = ———du=—=log(l — 2t t?
/_1 g(t,u)*du /_11—2tu+t2 u 5 og( U+ )’u:,l

1o (1=t 14t

2 B2 Bi-t
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andererseits

1 o 1
t/ g(t,u)’du = Zt2l+1 / Pi(u)*du .
-1 1=0 -1

Vergleich und Ableitung nach ¢ liefern

[e.9]

d 1+t 2 >
(20 + 1)t* P(u)?du = — lo = =2) %
> 2+ / (w)du= Zlog 3 = 775 lz:;

=0

und so (D.I12). Nun folgt Gl. (D.10) aus (D12 [D.13) und aus (D5 D.8).

e Expliziter Ausdruck:

Pi(u) = g™ = 1)
Denn: Fiir kleine ¢ und |u| < 1 liegen die Nullstellen z; und 25 von z + 2%+ 2+ (2ut —t?) /4
in der Ndhe von z = 0, bzw. z = —1. So kann die erzeugende Funktion als

1 dz 1 dz
g(t,u) = — 3 NIA o
2mi Ji=1 2242+ Qut =) /4 21 Jion (2 - 21)(2 — =)
geschrieben werden: Die Contour umschliesst nur z;, und der Ausdruck ist gleich

1 1

21— 29 1—2u+2

Mit der Variablensubstitution z = —wt/2 wird

(t,u) 1 dw 1 ]4 dw 1
u) = — = ,
g 271 Jjp=t w—u+ (t/2)(1—w?) 27 Jypmr w—u 1 — %(“ﬂ—l)

Fiir kleine ¢ und |u| < 1 ist der Betrag des letzten Terms nahe |tw/2| = 1/2, also

1 dw = (t/2)'(w? —1)!
g(t,u) = 27 ?{w—i w—u Z (w —u) '

=0

Der [-te Term entspricht einem Pol bei w = u der Ordnung [ + 1, also

-1 e,

=0

oo

[
Z 2ludul w1
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