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Kapitel 11

Zeitabhingige Storungstheorie

Wir nehmen an, dass ein quantenmechanisches System sich in einem stationdren Eigenzustand
|om) des Hamilton-Operators Hy befindet. Wir kénnen uns nun fragen, wie sich dieses System
verhilt, wenn eine zeitabhingige Storung darauf wirkt. Konkreter formuliert gilt es die Wahr-
scheinlichkeit zu berechnen, mit der das System in einen anderen Zustand iibergeht. In diesem
Kapitel werden wir dieses Problem angehen, indem wir annehmen, dass die Stérung schwach ist.

11.1 Wechselwirkungsdarstellung

Im ungestorten System gehorchen die Zustédnde der Gleichung

1ot = Hole(t) (1L1)

wobei Hy unabhiingig von der Zeit ist und die stationiren Zustinde |¢n(¢)) mit Energie e,
besitzt. Zum Zeitpunkt ¢ = ¢y wird das zeitabhingige Storpotential V' (¢) eingeschaltet, so dass
die Evolution der Zusténde nun durch die Gleichung

O (6) = (o + V(1) hete) (11.2)

bestimmt wird, mit der Anfangsbedingung [¢(to)) = |¢om(to)) zur Zeit to.
Wir fiithren nun neue zeitabhéngige Zustédnde |1(t)) durch

(1)) = e (1)), (11.3)
ein. Mit Hilfe der unitdren Transformation
Vi(t) = etHot/h () e—iHot/h (11.4)

lasst sich die Gleichung (11.2) schreiben als

O 3(0) = DOl (115)

wo Efo nicht mehr explizit vorkommt. Diese Darstellung entspricht weder die Schrédinger’schen
noch die Heisenberg’schen Darstellung und wird Wechselwirkungsdarstellung genannt.
Wir kénnen nun die Gleichung (11.5) formal integrieren und erhalten

9(6) = [96t0)) + 55 [t Vi@l (116

th Jy,

Iteratives Einsetzen fiihrt auf die Reihe
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) =1+ 5 [ T + g [ o [ amiemeien

? to to
(11.7)
1 ¢ -
14+ — dtV (t') + /dt’/ dt" Vi (Vi (t") + [¥(to)),

h to to

eine Neumann-Reihe. Betrachten wir den n-ten Term dieser Entwicklung,
1 t tl tnfl ~ —~ o~

L[ / dty - / Vi () Vi (ts) - Vilta), (11.8)

(Zh) to to to
dann sehen wir, dass ¢t > t1 > to > ... > t, > tg sein muss, d.h. die Operatoren 17(tj)

sind geordnet nach aufsteigender Zeit (“zeitgeordnet”). Daher kénnen wir diesen Term auch
umschreiben als

1 1 ~ [t t t . R
———T dt dty--- dt, Vi(t to) - Vi(tn), 11.
g e o [ e [ BT Vi) (1L9)

wobei wir den Zeitordnungsoperator T‘t einfithren. Da alle Integrationsbereiche von ¢y bis ¢ gehen,
bewirkt T, dass die Operatoren trotzdem in aufsteigender Reihe vorkommen, wihrend der
Faktor 1/n! die Ausdehnung des Integrationsbereiches (alle Kommutationen von 17) kompensiert.
Daher konnen wir nun die Reihe kompakt darstellen als

() = [f ~h Jig i ] 19(t0))- (11.10)

Obwohl diese elegante Form nun die Berechnung der Evolution der Zustédnde bis zu beliebiger
Ordnung zuldsst, werden wir uns hier nur auf die niedrigsten Ordnungen konzentrieren. Die
Berechnung zu hoheren Ordnungen wird in der Quantenfeldtheorie in systematischer Weise
durchgefiihrt.

11.2 Storungsrechnung erster Ordnung

Wir betrachten ein System, das am Anfang im stationdren Zustand |¢,) sei.

om (1)) = e O Rl ) = et/ ) (11.11)

Wenn nun ein Storpotential V' (¢) eingeschaltet wird, kann das System in neue Zusténde iibergehen.
Wir méchten nun herausfinden, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Ubergang in den stationéren
Zustand |py,) erfolgt. Die entsprechende Wahrscheinlichkeitsamplitude ist

(on () = (Pale TV (2)) = (pal$(1))- (11.12)

In der Wechselwirkungsdarstellung ist der Anfangszustand somit

16 (t0)) = €70/ Mo (1)) = |iom) - (11.13)

Fiir seine Zeitentwicklung in erster Ordnung in V 1(t) erhalten wir aus (11.7)

5O) = lom) + 35 [ T len (1114)

to
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Die Ubergangswahrscheinlichkeitsamplitude ist folglich:

(u(O) = (uld(O) = bt 35 [l (o0l Ti(E)lew)

0

(11.15)

1 [t ) / ~
_ 6m'rL + Zh/t' dt/ el(én—am)t /h<§0n’V(t/)‘S@m>
0

Damit erfolgt der Ubergang vom Anfangszustand |¢,,) und dem dazu orthogonalen Zustand
|on) mit der Wahrscheinlichkeit

2

Pon(®) = n D = |3 [ e cleren M [P0 ) (11.16)

Wir betrachten zunichst Uberginge, die durch pldtzliches Ein- und Ausschalten eines Potentials
induziert werden (Potentialpuls). ! Das Potential hat die einfache Stufenform

Vt)y=V{ew) —et—-1)}, (11.17)

wobei 7 die “Pulsldnge” bezeichnet. Damit erhalten wir fiir P,

in(wpmt/2 2
2 [S L(Unm/2/)i| o<t<rT

t
iWnmt’ 17 1 4
[t e @7 @lem)| = e ien)

1

[sin(wnm7/2)]2 r<t

Wnm /2
(11.18)
wobel Wpm = (€n — €m)/h.

L P,

ES Emn

Fiir kleine ¢ (< 1/wyy,) steigt die Wahrscheinlichkeit fiir Ubergiinge zu jedem Zustand |,,) mit
Matrixelement (| V |pn) # 0 wie t2 an. Fiir ¢ > 7 finden wir, dass Zusténde mit Energiediffe-
renz hwpm < h/7 fiir Ubergiinge bevorzugt werden. Dies ist eine Manifestation der Energie-Zeit-
Unschérferelation: AE-At > h. Beachte, dass nach dem Puls die Ubergangswahrscheinlichkeiten

»Plstzlich einschalten” bedeutet, dass die Zeit, in der das Potential aufgedreht wird, viel kiirzer als die
charakteristische Zeit ist, wihrend der das quantenmechanische System sich veréndert. Solche Prozesse kommen
insbesondere bei Zerfillen in Kernen vor, wo der Kern durch das Entweichen eines a-Teilchens plétzlich eine neue
Konfiguration hat und sich neu arrangieren muss. Ahnliches tritt bei der Photoemission in einem Metall auf, wo
das austretende Elektron ein unkompensiertes Loch hinterlésst.

119



fiir alle Zeiten t fixiert bleiben. (Das oszillierende Verhalten von P, als Funktion der Ener-
giednderung ist das Resultat des abrupten Ein-/Ausschaltens und verschwindet bei kontinuier-
licheren Pulsen.)
Das Maximum von P,,, liegt bei energieerhaltenden Ubergéinge (€m = €p). Verwenden wir die
Beziehung
lim i
T—00 Tt

sin(z7) |2

= d(x). 11.19
: («) (11.19)
konnen wir schliessen, dass fiir sehr lange Pulsdauern und ¢ > 7 nur energieerhaltende Ubergiinge
mit wyy, — 0 moglich sind.?

Wir kénnen dann die Langzeit- Ubergangsrate definieren als

j2 9
Tyon = lim mn(t) _ 2 s

_ - 2
P n = (en — em){@n|V]em)|”. (11.20)

wobei gleichzeitig 7 — oo mit ¢ > 7 angenommen wird. Diese Form ist als “Goldene Regel” von Fermi und Wentzel
bekannt. Da die Energie des Anfangs- und Endzustand gleich sind, macht diese Betrachtung nur

flir Systeme mit einem kontinuierlichen Energiespektrum Sinn. Dann kénnen wir von einer Zu-

standsdichte n(e) fiir die Energie € sprechen, wobei n(e)de der Zahl der Zustédnde im Intervall

[e, € + de] entspricht. Die Ubergangsrate in alle moglichen Zusténde ist gegeben durch

27

T = Zrm—’" = /dgnn(En)Fm—m ) |<90n”7’90m>|2‘8n:8mn(5m) : (11.21)

11.3 Adiabatisch eingeschaltetes Potential

Nun wenden wir uns einer alternativen Formulierung der energieerhaltenden Ubergiinge zu, die
wieder auf die Goldene Regel fithrt, ndmlich fiir ein adiabatisch (unendlich langsam) eingeschal-
tetes Potential:

Vt)= Ve (11.22)

mit 7 > 0 aber beliebig klein, so dass V () — 0 fiir ¢ — —oo. Bei ¢ = 0 soll dann das Potential
seinen Endwert erreicht haben. Zur Zeit t — —oo sei das System im stationéren Zustand |¢p,).
Wir verwenden nun (11.16) und erhalten in erster Ordnung fiir den Ubergang vom Zustand |¢,,)
zum Zustand |¢,) die Wahrscheinlichkeit

2
1 t ' , , . 2 eilen—em)t/hont .
P + _ dt/ i(en—em)t' /R nt v N v
®) =g | [ _ave gl lom)| = | (onlPlim)
(11.23)
N e2nt
= [(enlV |om)? :
‘(‘Pn| |§0m>‘ (5m o Sn)Z 4 h2?72
Die Ubergangsrate wird hier durch die zeitliche Ableitung von Py, (t) bestimmt:
_ d _ > 2 2n ot
Pn = %Pmn(t) = [{enlV]em)] (m — €n)2 + 212 € (11.24)
—1
fir n—0

2Falls die Stérung zeitlich begrenzt ist, d.h. 7 endlich ist, enthilt sie von null verschiedene Frequenzkompo-
nenten in der Fourier-Transformation. Wie wir in Abschnitt 11.4 sehen werden, ergeben sich dann Ubergénge zu
Zusténden unterschiedlicher Energie.
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Analog zum vorhergehenden Abschnitt finden wir hier im Grenzfall 7 — 0 eine Delta-Funktion,

2n 27

—06(em —&n), 11.2
(5m - 5n)2 + h2772 - h (6 ¢ ) ( 5)
woraus sich wiederum die Goldene Regel ergibt:
27 ~ 9
Imon = f\(wnvamﬂ 0(em —€n). (11.26)

Hier ergibt sich die Energieerhaltung beim Ubergang, wenn das Potential iiber eine unendlich
lange Zeit hinweg eingeschaltet wird. Insbesondere wird klar, dass Systeme mit nicht entarte-
ten, diskreten Energiespektren in einem adiabatisch verinderlichen Potential keine Ubergiinge
zwischen verschiedenen Zusténden erleiden. Natiirlich entspricht dies auch wieder der Energie-
Zeit-Unschérferelation, wobei nun AE < An betrachtet wird.

Betrachten wir nun zwei Anwendungen:

Born’sche Néherung fiir Potentialstreuung: Das Streupotential fiir ein Teilchen kann auch als
zeitabhéngiges Potential aufgefasst werden, das adiabatisch eingeschaltet wird. Die Streuung
entspricht dann einem Ubergang zwischen zwei Impulszustéinden (ebene Wellen) | k) — | k).
Die Ubergangsrate ist durch die Goldene Regel gegeben

Ty o= k' VIE)o(ez —er) (11.27)

mit e = h? k2/2m, wobei | k) der Anfangs- und | k') der Endzustand ist. Das Matrixelement
erhdlt man einfach durch Fouriertransformation

Y 1 R .
R E) = B/d?’re_m V()T

1 -~
:ﬁw

R (11.28)
Wenn £’ in einem gewissen Raumwinkel df) ., angenommen wird, dann finden wir fiir die ent-
sprechende Ubergangsrate:

21 - 2 27 L3 PP 25
dFEHE/ = W _‘Z |VE7E'/’ (SE _513’) = dek‘li(%'r)?’ dk' k |VE—E’| (6,; —6]2,)
k:’EdQE,

mk

21 L3mk' - 9 - 9
= dQE,/dek',‘VEE,| 5(6]3 —6,;/) :dQE/747T2h3L3’VE7E/‘ .

RLS (2m)3h?

(11.29)

Die Normierung beziiglich des einlaufenden Teilchenstroms je;, = hk/mL? ergibt den differen-
tiellen Wirkungsquerschnitt (do = dl';_ ,/jein)

do _ _m?
dQ  4m2ht
der der ersten Born’schen Néherung aus Kapitel 9 entspricht.

Ve w2 (11.30)

Beziehung zur Rayleigh-Schridinger Stérungstheorie: Im Grenzfall n — 0 kann das adiabatisch
eingeschaltete Potential auch als quasistatisch betrachtet werden und die Evolution des Zustan-
des |py,) fiihrt dann “adiabatisch’ auf den gestérten Zustand. Wir betrachten also |i)(to)) =
etemto/ "om), wobei tyg — —oo. Wir betrachten nun folgende Gleichung fiir die Wahrschein-
lichkeitsamplitude, dass der Originalzustand im adiabatisch eingeschalteten Potential erhalten
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bleibt:

e lomtB(t) = lom THOIB0) = S lomlVr(0)lon)onld(0)

n

(11.31)
= (Lm Vi) lom)(omld (1)) + D (om|Vi(t)on) (onlh(£)).
n#m
Nun koénnen wir (11.15) benutzen:
7 1 ! / > / 1 ! /i ihn)t' /h i
(pnlv(®)) = - | dt{en| Vi)lpom) = — [ dt een=em=RE R (o | V | om) (11.32)
to to
woraus folgt
d, - N . al Viea)?, -
15 onl0)) = (oml POl omlio) + 3 LETI2IE 150 4 0(79). 1133)

n#m

Beachte, dass (@n|1(t)) = 1+ O(V). Fiir n — 04 gilt:

1 _ Em — En _ ihn
Em — En +ihn B (5m - 5n)2 + 52772 (5m - 5n>2 + h2772
(11.34)
— P — im0 (em — €n),
Em — €n
wobei der Realteil dem Hauptwert und der Imaginérteil der Delta-Funktion entspricht.
Aus der Schrodinger-Darstellung folgt, dass
(ml(8)) = (pmle™ M (t)) ~ e HEmt/n (11.35)

so dass aus (11.34) folgt, dass

- hT
E,=E,, —i—~

- > (ol VIpn)* . 0 2
~5m+<80m|V’80m>+,PZ _”rz [{om| V |en)|"0(em —en) -
n#Em Em — En n#m

(11.36)
Wenn wir davon ausgehen, dass das Energiespektrum diskret (und nicht entartet) ist, ver-
schwindet der letzte Term in (11.36) und wir finden das Resultat der Rayleigh-Schrodinger-
Storungstheorie bis zu zweiter Ordnung. Wenn wir jedoch ein kontinuierliches Spektrum an-
nehmen, dann entspricht der letzte Term im wesentlichen der Ubergangsrate des Zustandes
|om) in einen beliebigen Zustand |¢,) gleicher Energie. Dies bedeutet, dass der Zustand durch
die Présenz der Storung in andere Zustédnde zerfallen kann, so dass die Wahrscheinlichkeit im

Originalzustand zu bleiben exponentiell mit der Zeit abnimmt:

[{pm|tb($))[? oc e Tt (11.37)

Diese Zerfallsrate lédsst sich durch die Goldene Regel ndherungsweise berechnen und entspricht
der totalen Ubergangsrate. Damit wird der gestorte Zustand zu einer Resonanz, wobei I' der
Breite entspricht.
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11.4 Harmonisch oszillierende Storung

Nun wenden wir uns einer weiteren wichtigen Klasse zeitabhéngiger Stérungen zu. Dies sind die
harmonisch oszillierenden Potentiale:

V(t) =V cos(wt)e = - (e + ety e, (11.38)

wobei wir wiederum den Faktor e einfiihren, der uns erlaubt, das System zur Zeit ¢t = —oo als
ungestort im stationéiren Zustand |p,,) zu betrachten. Die analoge Diskussion wie oben fiihrt
zunichst auf die Ubergangswahrscheinlichkeitsamplitude:

et ei(en—em—hw)t/h 6i(5n—5m+ﬁw)t/h N
t t) = — |V ]om 11.39
so dass die Ubergangswahrscheinlichkeit durch
2nt 1 1
Pon () = Hon ()2 = S—
O = len P = - | e e i
e~ 2wt R
+2Re [(pnlV Iom)
(em — en + hw + ihn) (e — en — hw + ihn)

(11.40)
gegeben ist. Der Mischterm mit e ist schnell oszillierend und mittelt sich auf lange Zeit
gesehen zu Null. Daher werden wir diesen Term von nun an vernachlédssigen. Wiederum erhalten
wir die Ubergangsrate durch Differenzieren nach der Zeit:

— 2wt

d e2nt 2n 2n

—Pon(t) = — n‘/} m 2
dt () 4 ’<90 ‘ ‘QO >’ (Em_€n+hu))2+h2772 + (5m—5n—ﬁw)2+h2772

] . (11.41)

Dies liefert im Grenzfall n — 04

o 2w [{ealViem)

Offensichtlich werden Uberginge nur zwischen Zustéinden, deren Energie um +/w verschieden
sind, induziert, im Gegensatz zur Energieerhaltung in den vorhergehenden Féllen. Das System
absorbiert (e, = &y + hw) oder emittiert (¢, = £, — hw) Energie. Diese Uberginge sind sowohl
fiir kontinuierliche wie auch diskrete Energiespektren moglich. Diese Form der Absorption wird
im néchsten Kapitel besonders wichtig werden, wenn wir uns mit der Wechselwirkung zwischen
elektromagnetischer Strahlung und Materie beschéftigen.

Im Kapitel 7 haben wir den Fall eines Spins in einem statischen Magnetfeld mit oszillierendem
transversen Feld gesehen. Der entsprechende Hamilton-Operator ist gegeben durch

0(en —em — hw) + (e — em + hw)]. (11.42)

jig _%‘HO S. —“T;Hl S 4e™ coswt (11.43)
=Ho ‘%)

Ausgehend vom Zustand | 1) bei ¢t — —oo betrachten wir den Spinflip-Ubergang zum Zustand
| 1), der um die Energie fuwg = punHo hoher liegt. Die Ubergangsrate ist gegeben durch
2 ~
Dimy = S0 [ IEEELSa] 1) 8(w — Fuwo). (11.44)

(n H1/2)?=(Fw1)?
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und ist nur endlich, wenn die Resonanzbedingung w = wy exakt erfiillt ist. Der oszillierende
Anteil der Losung in Kapitel 7 wird hier vollstéindig ignoriert.

11.5 “Verbotene Uberginge” als Zweitordnungsprozesse

Ubergiinge erster Ordnung, deren Matrixelemente (¢p|V]pm) verschwinden, werden als “ver-
boten” bezeichnet. Allerdings sind solche “verbotenen” Ubergiénge nur bedingt verboten, denn
es ist moglich iiber einen Umweg, d.h. einen Zwischenzustand, zum Ziel zu kommen. Dies wird
durch héhere Ordnungen in der Stérungstheorie beschrieben, insbesondere Stérung zweiter Ord-
nung, die wir hier kurz betrachten wollen.

Der Ubergang von |¢,,) nach |¢,) mit Hilfe des zeitabhiingigen Potentials V (¢) sei verboten.
Daher iiberspringen wir die erste Ordnung in (11.7) und erhalten fiir die Ubergangswahrschein-
lichkeitsamplitude

~ 1 t ¢ Ea ilen —e ’ ’ =~ ile —e 7 7
(onlth(t)) = )2 /t dt’ /t dt" Z<90n‘V’SOn’>€ (en—e, )t/ /htnt (o |V ]om)e (e —em)t" /Pnt"
0 0 /

n

(11.45)
Die Summe ), geht {iber alle stationdren Zusténde des ungestorten Systems, wobei natiirlich
n und m wegen der verschwindenden Matrixelemente automatisch ausgeschlossen sind. Wenn
wir nun ty — —oo wéihlen und das Integral ausfiihren, dann erhalten wir

- : 2t (PalVIew) (o |V |om)
D)) = eilem—en)t/h___ © Prl” on' ) \Ow | ¥ 1Pm] 11.46
(pulth(t)) = ¢ e e e i (11.46)

n/

19>

GV

9> 19,

Die zeitliche Ableitung des Betragsquadrates fithrt wieder auf die Ubergangsrate

~ ~ 2

21 (onlV]en ) {(n |V om)

: 5(en — em 11.4
h Z Em — En + thn (en = m) ( 7

n/

im Limes n — 04. Offensichtlich enthilt das effektive Matrixelement die Summe iiber alle
moglichen Zwischenzustinde. Daher gehen hier auch die Interferenzen zwischen allen Kanélen
ein, durch die ein solcher Prozess moglich ist, d.h. wir summieren

3 (on|V]ew) (@ [V]om)
Em — En + thn

(11.48)

n/

vor dem Quadrieren.
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Kapitel 12

Wechselwirkung zwischen Materie
und elektromagnetischer Strahlung

Das Problem der elektromagnetischen Strahlung und ihrer Wechselwirkung mit Materie steht
eigentlich am Anfang der Geschichte der Quantenmechanik, wie wir im Kapitel 1 gesehen haben.
Mit den Werkzeugen der modernen Quantenmechanik kénnen wir dieser Physik eine klare und
weitergehende Formulierung geben.

12.1 Maxwell-Gleichungen und elektromagnetische Strahlung

Die klassische Beschreibung des Elektromagnetismus beruht auf den Maxwell-Gleichungen. Die
homogenen Maxwell-Gleichungen (in Gauss’schen Einheiten) sind

V.-B=0 = B=VxA (12.1)
. - 10B = L 104 L 104 -

Das magnetische und elektrische Feld, B und E , lassen sich durch das Vektorpotential A und
das skalare Potential ¢ ausdriicken.

Wir nehmen hier an, dass alle Ladungen in der Materie explizit mitgenommen werden, so dass
D=Fud H=B , d.h. wir benétigen keine makroskopische Beschreibung der dielektrischen
und magnetischen Polarisierung. Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen haben daher die Form:

dp = " E=--—-V.-A-V? 12.3
m = ¥ — VA=V, (12.3)
47 - - . 10E - -5 > 10 = 1024

e B - = - CAY—-V2A 42 _—. 12.4
¢’ VX c Ot V(v )=V +08tv¢+02 ot? (12.4)
Wenn wir die Coulomb-Eichung V-A=0 beniitzen, dann folgt
- 7t
dmp=-V3i = G(7t)= /d3r"’;?(i’772| (12.5)
wobei fiir Punktladungen gilt
@ (12.6)

pF =D QE(F i) = e =)

wobei ; die Ladung des Teilchens j bezeichnet. Da die homogene Gleichung \Y 2¢ = 0 nur noch
die triviale Losung besitzt, konnen wir daher sagen, dass in der Coulomb-Eichung das skalare
Potential nur von den Teilchenkoordinaten abhéngt.
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Wir kénnen (12.1 - 12.4) zur Wellengleichung der elektromagnetischen Strahlung zusammenfas-
sen:

A=0OA="7--=Vé¢. (12.7)
Dabei sehen wir, dass die rechte Seite durch die Ladungen der Materie bestimmt wird. Falls wir

uns in einem ladungsfreien Raum befinden, dann beschreibt diese Gleichung die freie elektroma-
gnetische Strahlung:

OA

Il
o

A (= 1 > ik F—iwpt x ok — k- Fiw gt
—0 - A(T’ﬂ_ﬁZ[AE,AeE,Ae AT oK

]

o .
(128)

Hier ist & > , der Polarisationsvektor zum Wellenvektor % mit Index A = {1,2}: & ;

EA
Oxv. Die Polarisation ist transvers, d.h. k-é

ENT E,,\'
Fa = 0 wegen V - A = 0. Die Dispersion ist

wg = ¢ k | = ck. Die Wellenvektoren werden durch periodische Randbedingung im kubischen

Kasten der Kantenlange L festgelegt, k= —(nx, Ny, nz). Die freie Strahlung wird daher durch

unabhéngige Moden (k , A) aufgebaut.
Wir kénnen nun das elektrische und magnetische Feld ausdriicken als,

. 10 -
E(rt) = ———A(7r,t
(78) = — o A(7,1)
1 Wi o ik F—iwt VS 3F ST
- = A~ &~ etk T-iwgt _ A 6*~ et T+zwkt:| (129)
/L?’_, c |: kAT kA EXT kX
A
B(7,t) = V x A(7,1)
1 - = o A
= = [(z’k: x @5 A& P TR (iF x &% /\)A%Ae”’“'Tﬂ“’Et(]lzlo)

Die Energie des Strahlungsfeldes, gemittelt iiber eine Periode 27 /w, ist gegeben durch,

E?+ B? E? w?

3 3 _ k 2

By = /d re—— = /d P = > oAl (12.11)
kA

Nun koénnen wir aber die elektromagnetische Strahlung durch Photonen beschreiben. Jede Mode
(k, ) hat eine gewisse Anzahl Photonen N | mit der Energie iw , so dass die gesamte Energie
ausgedriickt werden kann als

E=Y Nphwg, (12.12)
kA

woraus sich durch Vergleich mit (12.11) die Beziehung

P

P 727%2\%1,57“2 (12.13)

ergibt.
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12.2 Die Wechselwirkung mit der Materie

Die Schrodinger-Gleichung fiir Elektronen in einem elektromagnetischen Feld ist gegeben durch

oY(r, t)

1 (he e » 2 ., S
w0 L (B9 - Latrn) +eotro+U(r)

2m \ i

W(7,t) (12.14)

Dies stellt die minimale Kopplung dar. Wir haben bereits im Kapitel 6 iiber die Eichtransfor-
mation gesprochen:

A — A=A+ Vx(F.1),
10
¢ - ¢ qs_*i (Tat)7 (1215)

(1) — P71 =6’8X(”)/h‘¢(ﬂt)-

Messbare Grossen (Observable) sind unabhiingig von der Eichung.
Wir separieren (12.14) in einen Teil, der den Hamilton-Operator des quantenmechanischen Sy-
stems darstellt, und den Rest, der die Kopplung mit der Strahlung beschreibt:

~ E N

Ho = o5 +ULT), (12.16)
2

Hix = ——{p-A(F (7)) 7 e r -

Hig = ch{p A(T)+ A(T) p}+2 czA(T)—Feqﬁ(T)’ (12.17)

wobei wir uns hier auf ein System mit einem einzelnen Teilchen beschrénken wollen. Beachte,
dass fiir die Coulomb-Eichung gilt 7’ A=A P . Nun fiihren wir den Ladungsstromdichte-
Operator ein

S I 5o o o - e 2. LS
g (7) = %{pé(r—r)—i—é(r—r)p} —%A(r,t)é(r—r) ) (12.18)
= 7 ®  (paramagnetisch) =;@ (diamagnetisch) |

wobei wir einen paramagnetischen und einen diamagnetischen Teil unterscheiden. Der Ladungsdichte-
Operator ist p(7) = 6(7 — 7). Damit erhalt H g die kompakte Form

= [ @ ]-C500) D@+ 5o AEP () +en(FIot 7.0 (1219)

Wir betrachten nun die Situation, in der das Teilchen einem freien elektromagnetischen Strah-
lungsfeld ausgesetzt ist (¢ = 0). Dabei beschrinken wir uns auf die Kopplung niedrigster (linea-
rer) Ordnung im Strahlungsfeld

~ e 3 - i = o ;
M == > [AEA J (f);; e AL (5)' e%,xem} ’ (12.20)
E?

5 S 1|7 _ez B D
Jo_ /d%ﬂ’“'r 7O =2 [pe-““ 4emikoT p] (12.21)



die paramagnetische Stromdichte im Impulsraum. Das elektromagnetische Feld induziert einen
Ubergang des quantenmechanischen Systems von einem Zustand in einen anderen. Die Uber-
gangswahrscheinlichkeit vom Zustand |0) (Grundzustand) zum angeregten Zustand |n) in diesem
oszillierenden Feld kann mit Hilfe der Goldenen Regel berechnet werden (siche Kap. 11.4). Fiir
eine einzelne Mode (&, \) finden wir,

Py tn = b(en — 20— g) = A 2l T2 - & 4, [0)P (12.22)

0—n;kx T p O\Em T €0 )3z RN Cp €N : :
Dies entspricht der Absorptionsrate fiir die Mode (E ,A). Im folgenden nehmen wir an, dass
die Strahlung inkohérent ist, d.h. Interferenzeffekte zwischen verschiedenen Moden kénnen ver-
nachléssigt werden, und jede Mode darf fiir sich alleine betrachtet werden. Dann ist die totale

Absorptionsrate

1 27e?

L3 4~ he?
DY

Tom = den— 20— hwp)|Ap ,Pln] 2% - @5, 100 (12.23)

Wir verwenden nun

dk k:2 dw w?
LSZ / /(2 e SdQ . (12.24)

Damit driicken wir die Absorptionsrate fiir (&, ) im Winkelraumelement df2 i aus:

2me? Wo - 2
FO—>n;E€dQ~ - R2c2 ( n3 Z|Ak A| [(n € EA|0>| dQE (12.25)

(k=K /| k| und hwo, = e, — €0 = hw). Beachte, dass die Intensitét des Strahlungfeldes fiir cine
gegebene Mode definiert ist durch

4‘A ’2 2|A |2 2

KA EalT o wie
I, = ———dQy = dQ - . 12.26
AR (2mc)t k 2rc  (2me)d Tk ( )

. S~——
Energie Liinge >

Die Absorptionsrate hingt also linear von der Strahlungsintensitéit ab. Dies ist natiirlich eine
Folge unserer stérungstheoretischen Niherung. Nicht-lineare Ubergéinge kommen durch kompli-
ziertere Prozesse hoherer Ordnung zustande und sind wichtig in der Laserphysik (hohe Inten-
sitéiten).

Es ist auch der umgekehrte Prozess moglich, dass némlich durch das Strahlungsfeld ein Ubergang
des quantenmechanischen Systems von einem Zustand héherer Energie zu einem niederiger Ener-
gie ausgelost wird. Wir sprechen dann von induzierter Emission. Die entsprechende Ubergangsrate
berechnet sich in gleicher Weise wie die Absorptionsrate:

27e? 0 . 9
L ofedn, = e | n BE Z\Ak NRIC NI (12.27)
was offensichtlich identisch ist mit der Absorpt1onsrate

r =T (12.28)

n—»O;EEdQE 0—>n;l_€’€dQE :
Photon-Absorption: Das Strahlungsfeld kann als Schauer von Teilchen (Photonen) betrachtet

werden. Daher kénnen wir die Absorption als Photon-Absorption betrachten. Ohne uns vorerst
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um die Quantisierung der Strahlung zu kiimmern, kénnen wir die Absorptionrate (12.23) mit
Hilfe von (12.13) ausdriicken:

47262 N;; A

25(en — 20 — hw)|(n] § P - &1, [0 (12.29)

FOHn; E,x\ = w L3

Dabei entspricht N R /L? der Photonendichte in der entsprechenden Mode. Wir kénnen auch
analog zur Streutheorie hier nun einen erkungsquerschmtt fiir die Photonen berechnen. Die
Stromdichte der einfallenden Photonen mit k& ist JPhoton = Y\ IV c/ L3. Der Absorptionsquer-
schnitt bei gegebener Frequenz w ist dann

r e 47262 ~
0—n; k e 3 .
' = S ln 7P € |00 Po(en — 20 — hw) (12.30)

JPhoton wc
A

O-abs,lz (w) = Z
n

Es bleibt uns natiirlich nun noch das Matrixelement (- - -) zu berechnen. Im folgenden Abschnitt
werden wir uns mit einigen wichtigen Néherungen beschéftigen.

12.3 Matrix-Element in der Dipol- und Quadrupolniherung

Wenn wir ein quantenmechanisches System mit Zentralpotential betrachten, ergeben sich inter-
essante Auswahlregeln. Dies ist der Fall fiir Atome. Die Ausdehnung von Atomen ist sehr viel
kleiner als die Wellenldnge der Strahlung, die absorbiert oder emittiert wird, d.h. kag < 1, denn
hwy = hke ~ 1Ry = €2/2aq so dass kag = e€?/2hc = /2 = 1/274 . Daher kénnen wir fiir ein
Atom, das sich am Ursprung befindet, die Stromdichte annéhern durch

va{ (1+ik - fo )+ (A 4ik - T4 )p } (12.31)

2m

wobei wir die Stromdichte fiir viele Elektronen verallgemeinert haben. Wir werden nun zwei
Stufen der Ndherung betrachten.

Elektrischer Dipol: Zuerst vernachlissigen wir den Term mit & - 7 ;jin (12.31). Fiir das Matrixele-

ment (n| 7 %) - € ,10) benétigen wir daher nur das Matrixelement des Impulses. Es gilt folgende
Beziehung, falls der Hamilton-Operator keine Potentiale enthélt, die von der Geschwindigkeit
abhéngen:

[7j, Hol=[7j,-=]=—7;. (12.32)

Daraus folgt, dass das Matrixelement

- m S 1y 505 - m =
12 By a0 = 27y Hom o) 200 = 3 fileo el - 5,0
J J

(12.33)
durch das Dipolmatrixelement <n\ |0) ausgedriickt wird. Somit erhalten wir fiir den Absorpti-
onsquerschnitt

4
Tabs(w) i wz "|Z 7€z, [0)*0(en — g0 — hw) . (12.34)

Beachte, dass 7 ein Vektoroperator ist, so dass fiir zentralsymmetrische Systeme die Auswahl-
regeln (Wigner-Eckart-Theorem), das wir in Kap. 6 besprochen hatten, anwendbar sind:
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(nlm| Z|n'I'm”)y #0 s U'=1+1, m'=m
(nIm|(Z +ig)nI'm') 40 < U'=1+1, m'=m-1 (12.35)

(nlm|(Z —ig)n'l'm') 0 & U'=1+1, m'=m+1

Die Polarisation der Strahlung bestimmt, welche Ubergéinge zum Zuge kommen. Insbesondere
fithrt zirkulir polarisierte Strahlung (€ 7, = (1,+4,0)/v?2 fiir k || 2) zur Anderung der (ma-
gnetischen) Quantenzahl m, d.h. der Drehimpuls des Strahlungsfeldes (Photons) wird auf das

Atom {iibertragen.

Dipol-Summenregel: Fiir den Dipolabsorptionsquerschnitt eines Systems mit N Elektronen gilt
folgende Summenregel:

e’} 92 2.2
/ dwogps(w) = ——— N . (12.36)
0

mc

Beweis: Wir gehen vom Kommutator

[P . R €= [pi & 7 €]l=—ihy &;=—ihN (12.37)
i,J i,J

aus, wobei & - & =1und P = Z;VZI ]Ai’j und R = die1 %j. Mit Hilfe der Beziehung

[ R, H (12.38)

_ {<0|§€ Elny(n| P - &(0) = (0] P - &ln)(n| B €|0>} (12.39)
- 2@% - (En—50)|<n|/§ ) é’|0>|2,

Daraus folgt direkt die Dipolsummenregel. Diese ist nur anwendbar solange keine Potentiale
vorhanden sind, die von der Geschwindigkeit abhingen.

Magnetischer Dipol und elektrischer Quadrupol: Nun betrachten wir die néchsthohere Korrektur
in (12.31). Wir nehmen nun folgende Zerlegung fiir diese Korrektur vor:

~

~ . Z . -~ — > g > > —
0j P e = {(GEA‘Pj)(k‘Tj)JF(k'TJ)(pj'e’?/\)}

i B U
= > k@) AT By + Py T+ T Bju+ DjuT i}
j /’1/7V:{x7y7z}

(12.40)
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Der erste der beiden Terme enthélt den Drehimpulsoperator

—

~ ~ =~ 9 ~
ijxﬁsz:$M, (12.41)

J

wobei M dem orbitalen magnetischen Moment entspricht. Daher erhalten wir aus diesem Term
das Matrixelement
C —

(kX &g (nl M |0), (12.42)

das den magnetischen Dipoliibergang beschreibt. Beachte, dass dieses Matrixelement im Vergleich
zum elektrischen Dipoliibergang cirka um einen Faktor a = 1/137 reduziert ist.
Der zweite Term in (12.40) kann mit Hilfe der Beziehung

PR ~ ih . P
[P juTgvs Hol = — (TjuDju + DjuT jv) (12.43)

umgeformt werden, und das resultierende Matrixelement ist dann

J v

1 . PN ~ En — €0 . PN
on > k(@) Y Ol T gy Holln) = o > k(€ )0 (0] Z FinTln), (12.44)
w,v J

1~
- L 01Qun)

wobei
Quv = 62 Tl jv — §5uv " (12.45)
J

der Operator des elektrischen Quadrupolmomentes ist. Der zweite Term in @W gibt keinen
Beitrag, da k - €, = 0. Hier ergibt der Vergleich mit dem elektrischen Dipoliibergang eine
Reduktion von ~ kag ~ « falls €, — g ~ 1Ry.

12.4 Quantisierung des Strahlungsfeldes

Wie schon frither erwiihnt wurde, kénnen wir das Strahlungsfeld auffassen als Moden (&, \),
die mit einer gewissen Zahl von Photonen, Nz |, "besetzt” sind. Diesen Vielphotonenzustand
schreiben wir in der Form eines Besetzungszahlzustandes

N Nooyo) (12.46)

El»Al’ngZ)Q"..’ k)"

dessen Energie gegeben wird durch Ep, =3, N | he| k j|. Bis anhin haben wir uns nicht dar-
7970

um gekiimmert, was mit dem Strahlungsfeld bei einem Ubergang passiert, da das Strahlungsfeld
nur als von aussen gegebenes Potential auftrat. Dies &ndert sich jedoch, wenn wir von Photo-
nen sprechen, bei denen es sich auch um quantenmechanische Teilchen handelt. Wie wir bereits
im Kapitel 1 gesehen haben, ist der Ubergang eines Atoms von einem Zustand zum anderen
mit der Vernichtung oder Erzeugung eines Photons verbunden. Dies ist die Basis von Einsteins
Quantenhypothese fiir den photoelektrischen Effekt wie auch der Atomspektren von Bohr. Wir
werden daher die Theorie der Wechselwirkung zwischen Materie und Strahlung um das Konzept
der Photonabsorption und -emission erweitern.
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Kanonische Quantisierung: Wir starten noch einmal von der Gleichung fiir das freie Strahlungs-
feld:

1 62 = 2 s
mit der Losung (Coulomb-Eichung V - A = 0),
(= 1 > ik-7 * S —ik-7
A(7,t) = \/?Z {q,;)\(t)e RA€ K +aqz,(t)e G K } (12.48)
kA

mit ¢z ,(t) = Az, e ™" gemiiss (12.8). Diese Variable erfiillt die Gleichung eines harmonischen

Ostzillators,
d? 9
@(]Ig)\‘FquEA:O. (12.49)

Das elektrische und magnetische Feld sind,

—

o . w N .‘*.ﬂ N 7,—‘.4
E(7,t) = \/%ZE,,\Tk{qE,\(t)eE,/\em " —q*]ig./\e’;z)\e ik T} ,

(12.50)
B(7.1) = o X {ap Ok x &5 e ™™ = g5 (0(F x &% JemFr)
Damit driicken wir nun die Energie des Strahlungsfeldes aus:
1 o R w2
Bsr =g [ @ (B*+ B = Y0 8 {ap, (00,0 + a, apa @) (1250)

’
Die Energie ist eine Summe unabhéngiger Moden, fiir die wir nun neue Variablen einfiihren:

! d

1: *
WW;;(Q;;,\ - Q,;/\) (12.52)
wodurch wir die Energie neu ausdriicken als,

[ 2 12

ESF:ZHE,,\: 5Py Twi @) - (12.53)
k. kA

Jede Mode besitzt eine Hamilton-Funktion, die einem eindimensionalen harmonischen Oszillator

entspricht (@, als Orts- und Py, als Impulsvariable). Nun wenden wir das Korrespondenz-
prinzip an und betrachten die Variabeln @) und P als Operatoren mit der Kommutationsrelation

[Q 3o P ] =85 /0an - (12.54)

Gemiss der Standardmethode fiir harmonische Oszillatoren (Kap.4) fithren wir nun folgende
(Auf-/Absteige-)Operatoren ein,

S _wpQ@ptiPy, [wg - S _wp@p il [wg Gt
kA V2w 2mhc? T RN 2\ V2w 2mhe? T R
(12.55)
die folgende Kommutationsrelationen erfiillen:
[@gyal, J=0gpow, [ap,ag,l=lak al J=0. (12.56)

Exr Y

Daraus folgt fiir den Hamilton-Operator (Strahlungsfeldenergie):

_ I A S
Hgp=7) hwy (a,aa;;ﬁQ)—Zhw,; (Nm+2> . (12.57)



N i), ist der Zahloperator fiir die Photonen in der Mode ( k, A). Die stationdren und normierten
Eigenzustidnde dieses Hamilton-Operators sind gegeben durch

. (a%)\)Nﬁ)\ (aTE R )NEQAQ (a‘% A >N151)\1
242 1AL .
Ne. IN- !...N=! 00---0--) = [Ng \ Nipn,  Npar -

(12.58)
Es gilt auch

a

E)\‘NE1>\1NE2>\2 h .NEA h > - \/Nil;)\‘NENqNEwQ h .NEA -1 > )

~T — /
a ]};’)\‘Ngl)\lNEQ)\z o NE)\ o > - NE)\ + 1’NE1)\1NEQ)\2 o NE)\ + L. > :

(12.59)

Feldoperatoren: Wir konnen damit auch das Vektorpotential als Operator schreiben. Diesen
bezeichnet man als Feldoperator,

(7)

2 -
2mhe ﬂ-k,,?}
)

=1
+
Q)
T
™

(12.60)

Y

womit wir nun den Hamilton-Operator H i neu schreiben kénnen. Wir beschrénken uns auf die
Kopplung des Feldes an die paramagnetische Stromdichte,
kA }

e > — 27Th02 3 5

&Br i P(F) A(F) = ﬂ.e* \Apyt ]

C/ g () A () CWZ” J j
(12.61)

Diese Neuformulierung unter Einbezug der Strahlungsquantisierung ist eine Vorwegnahme der
zweiten Quantisierung, die wir in Kap.14 behandeln werden, wo wir uns mit Vielteilchenproble-

)

—+

-e%a

E\>
|
|

g

kA

men beschéiftigen werden.

Photon-Absorption und -Emission: Tatséichlich erlaubt uns die Strahlungsquantisierung neue
Aspekte der Wechselwirkung zwischen Materie und elektromagnetischer Strahlung zu diskutie-
ren. Betrachten wir zunéichst den Fall der Absorption. Dies entspricht dem Ubergang zwischen
zwei Zustdnden:

;N , N

Eix ix) = ImsNg o N

i ixn— 1) (12.62)

mit fiw; = e, — o > 0, d-h. ein Photon der Mode (k,\) wird absorbiert. Das Matrixelement
der Ubergangsrate zerfillt in zwei Teile:

(i Ng oy Ny — | H 03 NE sy Npao)
e 2mhc? A—;(p) .
:_c\/ﬁ o (n|3_E.eE)\\())(NEMl...NE/\ ‘akA|Nk1,\1 Ny oo
=V N
(12.63)
Somit ist die Ubergangsrate
Am2e? 5
FO—m;E)\ L3 ’< ‘] () E | >| N ( _5O_hw), (1264)

identisch mit dem fritheren Resultat (12.29).
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Analog berechnen wir die Photonemissionsrate mit dem Matrixelement

..>’

<0;NE1A1"'NE/\ ‘H ]nN NEA>
e 2rhe? | S () z ~1
=~/ T O ) W, N 1 [ Wi, N
=\/NiF1
(12.65)
woraus sich die Emissionsrate ergibt
4m2e? S o
Fooin = g (017 5, Im) POV, +1)0(en — 20 — o). (12.66)

Im Gegensatz zur Diskussion mit dem klassischen Strahlungsfeld finden wir hier, dass die
Absorptions- und Emissionsrate unterschiedlich sind. Der Faktor N At 1 lasst sich zerlegen
in den Teil N N der von der Photondichte abhéngt und die induzierte Emission beschreibt,
und der 717, die nicht vom Strahlungsfeld abhéingt und als spontane Emission interpretiert
wird. Dieser Aspekt war in der Behandlung mit dem klassischen Strahlungsfeld nicht enthalten.
Erst das Konzept der Photonen (ein Ubergang entspricht der Absorption oder Emission eines
Photons) erlaubt es uns iiber spontane Ubergiinge zu sprechen, wenn also die Strahlung mitein-
geschlossen ist in das quantenmechanische System und nicht bloss als dusseres zeitabhéingiges
Potential auftritt. Man kann die spontane Emission auch als durch Vakuumfluktuationen (die

“Nullpunktsstrahlung” der Photonen) induziert betrachten.

12.5 Absorption und Emission von Photonen nach Einstein

Schon vor der Entwicklung der modernen Version der Quantenmechanik hat Einstein im Jahre
1917 aus der Annahme der quantisierten Absorption und Emission der Strahlung erstaunlich
viel der oben erwdhnten Zusammenhénge herleiten kénnen.

Die mittlere Anzahl Photonen in der Mode (E,A) ist im thermischen Gleichgewicht gegeben
durch

~ Y2, Ne—Nhelk|/kpT 1
N,aA = o = = = (12.67)
Y% e Nhc|k|/kpT ehel k1 /kpT _q

mit kp als Boltzmann-Faktor. Die mittlere Energie ist folglich

he| k|

= he| N = ————
ehel B|/kpT _

(12.68)
Die Strahlung in einem Hohlraum steht im Energieaustausch mit den Wéanden, die aus Atomen
in verschiedenen Energieniveaus bestehen. Die relative Verteilung der Atomzustédnde, die durch
Ubergénge induziert durch die Mode der Frequenz wy = ¢| k| miteinander verbunden sind, wird
im Gleichgewicht durch eine Boltzmann-Verteilung bestimmt:

Pn efan/kBT

B = T (12.69)

Dabei entspricht die Energie ¢p dem Zustand |0) und ¢, dem Zustand |n), mit fuwy = &, — €.
Wir koénnen nun die Absorption und induzierte Emission von Photonen durch die folgenden
Ratengleichungen beschreiben:
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dNp |
o = —BN; R, (12.70)
abs

dNj |
X = +BN; P, (12.71)
ind—em

wobei B ein reeller positiver Koeffizient ist. Die Raten sind proportional zur mittleren Zahl der
Photonen und der Wahrscheinlichkeit Atome im Zustand |0) (Absorption) beziehungsweise |n)
(Emission) zu finden. Da P, < P, gilt

dN dN
kA kA
’ ’ 12.72

so dass im Laufe der Zeit die Zahl der Photonen kontinuierlich abnehmen wiirde und natiirlich
auch die Verteilung der Atomzusténde nicht mehr dem Verhéltnis in (12.69) entsprechen wiirde.
Offensichtlich benttigen wir fiir das thermische Gleichgewicht eine zusétzliche Emissionskompo-
nente. Diese entspricht der spontanen Emission, gegeben durch

dNj | N
y = AP, (12.73)
spont—em

und ist unabhéngig von der Zahl der vorhanden Photonen. Mit dem zusétzlichen Koeffizienten
A haben wir geniigend freie Variablen, um das thermische Gleichgewicht zu gewéhrleisten.

0 - dN];;’)\ N de*’)\ N dNE,A
S\ at dt dt
abs ind—em spont—em

(12.74)
= BNE’)\(Pn — P()) + AP,
Diese Gleichung wird gelost durch,

Niy=Npy und  A=BNp (/T _ 1) — p (12.75)

so dass die Emissionsrate die Form hat,

dNj |
dt7 = APn(NE)\ +1), (12.76)
total—em

was genau dem Resultat unserer fritheren Diskussion (12.66) entspricht. Nun wird auch klar,
wie die Einstein-Koeffizienten A und B mit dem Matrixelement der Goldenen Regel zusam-
menhéngen.

Spontane Emissionsrate im Wasserstoff-Atom: Wir betrachten als Beispiel den spontanen Ubergang
|2p) — |1s) im Wasserstoff-Atom in der elektrischen Dipoln&dherung:
Alles zusammengenommen ergibt sich

Pty = 2150 552 6 108! Zexfallszei ~ 107
Ip—ls = W0.55a0 ~ 6 x 10%s = Zerfallszeit T~10""s (12.77)

Wenn wir diese als Linienbreite des angeregten Zustandes betrachten, dann ergibt sich

A
E2p — €1s
d.h. die Verbreiterung der Absorptionslinie durch spontane Zerfille ist dusserst klein.

~ 4% 1078, (12.78)
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12.6 Lichtstreuung

Wir werden nun untersuchen, wie elektromagnetische Strahlung durch geladene Teilchen ge-
streut wird, wobei wir hier auch die Teilchennatur der Strahlung mitberiicksichtigen wollen.
Das bedeutet, dass wir uns fiir Prozesse interessieren, bei denen ein Ubergang zwischen einem
Anfangs- und einem Endzustand der folgenden Form stattfindet:

0; N o Ny =00 = s Ny = 1L,Ng, = 1). (12.79)

kA7

Aus dem Hamilton-Operator (12.19) lesen wir ab, dass solche Prozesse in erster Ordnung moglich
sind mittels des Terms

Hp= 2m 5(7) A (7)? (12.80)

und in zweiter Ordnung (via Zwischenzustéinde) durch dem Term

Hi==5 [@r JO@ D) re [drepnam) (12.81)
C
In> In> . In> ]
L . , KN\
KA /
RN I A
’ lm> Im>y <
‘\k,)\ . AN
g kA \
. . KA
10> ) 10> 10>

Diese graphische Darstellung beschreibt die beiden Prozesse als sogenannte Feynman-Diagramme.
Wir betrachten zunéchst den Beitrag von H ;. Das Matrixelement, dass wir berechnen miissen,
ist

Mr :<n;NE,>\_1’NE',/\’_1|HI|O Ng v Ngyw =0)
62 L - .
=53 /d3r (n|p (7)) (N \ =1, Npy oy =1 A (7PN \, Ny, =0) (12.82)
ZQﬂ N- . &- _é»%lxei(iéf]}'/).?

L3 VT EA SRS

wobei w = ¢k | und ' = ¢| k’| bezeichnet, und wir (12.60) verwendet haben. Ferner ist

62

ro= —s5 = 2.8 x 107 Bem (12.83)

2
me
der klassische Elektronradius. Damit ergibt sich fiir das Matrixelement

21hc?
0L3\/ww’
mit p  als Fouriertransformierte von p (7). Die Ubergangsrate ergibt sich aus der Goldenen
Regel

Mr=r el P g 0085y Ty (12:84)
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6(504—%—5”—%’)(

Loms(E = (R =

2mhirgc? 2 N;;’)\
I3

ww! | é’]; A

(12.85)
Wenn wir nun die Streuung der Photonen in einen gewissen Raumwinkel df2 -, um k' betrachten
und mit der Stromdichte der einfallenden Photonen normieren, j,, = cN FA /L3, dann finden

wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

&%, Pl g l0) . (12.86)

Wir nehmen nun an, dass die Photonenergie sehr viel grosser ist als die Bindungsenergie der
Elektronen zu den Atomen. Dann diirfen wir die Elektronen als frei betrachten. Fiir ein einzelnes
Elektron ergibt sich

<n’l/o\;§_;'€'/’0> :5]}'_,_,;07];/_;'_@” (12'87)
wobei der Impuls des Elektrons von i ¢ in i ¢, iibergeht. Der differentielle Wirkungsquerschnitt
ist dann

do W'
q0—qn 2 — — % 2
oI L SR DL SN A (12.88)
¥

do qw' 12
— Lo En 12.89
dQE, "o w e FxT € | ( )

als die Wahrscheinlichkeit, bei festem Einfallswellenvektor k ein gestreutes Photon im Raum-
winkel df2;, um k' zu finden. Dies ist die sogenannte Thomson-Streuung, die dem nicht-
relativistischen Grenzfall der Compton-Streuung entspricht. Offensichtlich ist die Streuung am
starksten, wenn sich die Polarisation nicht &ndert. Es muss jedoch beachtet werden, dass die
Polarisation immer senkrecht auf der Propagationsrichtung der Photonen steht.

Nun wenden wir uns den Termen zu, die Streuung in zweiter Ordnung, via einem Zwischenzu-
stand, ergeben. Anstelle des Hamilton-Operators H ;; verwenden wir jedoch eine modifizierte
Form: Wir schreiben den Hamilton-Operator um, indem wir folgende Eichtransformation vor-
nehmen.

o
L 9A (12.90)
1/ = _7—».7:_—».E_’ —
= ¢—¢(7,¢) R T (7,t)
Aus (12.19) ergibt sich dann
~ e~ ~ . . - . L
A= [@rX 50nv A - [@rr E@npm), (12.91)

p’7V

wobei
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= 10 = : g (-
E(F.t) = ——5 A (1) = Zng E{ag et 4 he (12.92)

In (12.91) ist der erste der beiden Terme um « kleiner als der zweite, auf den wir uns nun be-
schriinken werden. Wir betrachten das Matrixelement fiir den Ubergang zwischen den Zustéinden
|0) und |n), wobei wir iiber einen Zwischenzustand |m) gehen. Dies ergibt ein Matrixelement
zweiter Ordnung in fIH:

(mN g \=LNy =1 H 1|miN \—1,N g, =0)(m;N g \—1,Np, =01 H 11|0;N; N, ,=0)

_ kN
MOH” - Zm e0+hw—em+in
<n§NE,)\*1,NE/7)\/:1| ﬁII‘m§NE’Alefc‘/y)\/:1><m§NE’)\,N,;/7>\/:1| ﬁII‘O;N];")\aNEIYAl:O>
+ Zm eo—hw'—em~+in )

(12.93)
wobei wir zwei mogliche Formen der Zwischenzusténde haben, wie in der obigen Figur illustriert
wurde (n = 04). Entweder wird zunéichst ein Photon in der Mode (% ,)) absorbiert und dann
eines der Mode (E ', \') emittiert, oder es wird zuerst das letztere emittiert und dann das erstere
absorbiert. -

Mit der Nitherung e'#'™ ~ 1 erhalten wir

2mhe? 1/2
Mo—_n 73 (ng’/\ww/)
v Z <n| é e%/)\/|m><m| ﬁ gEA‘O> <n| ﬁ € ]Z)\‘m><m| R 6%/)\/|0>
— €0+ hw — e +in €0 — hw' —em +1in
(12.94)
wobei R = > 7 j. Die Goldene Regel fiihrt auf
2m / 2
L (B (R = ?(5(60 + hw — e, — ") | Mo—n|*. (12.95)

Falls wir I" durch den Strom der Photonen in der Mode (E s A), Ni e/ L3, dividieren, erhalten
wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt:

10)

o _ sl |\ [OUR - lmiml R 25,00 (0l B gyl R -

= + E’)\’
dQg, ct g0+ hw — &, + i g0 — hw' — ey +1in

m
(12.96)
Diese Form der Streuung wird Raman-Streuung genannt und ist ein wichtiges Verfahren der
Spektroskopie in der Festkorperphysik. Hier kénnen Uberginge beobachtet werden, die in der
einfachen Photonabsorption/-emission verboten sind. Beachte, dass die beiden Zusténde |0)
und |n) die gleiche Paritdt haben, wihrend die Zwischenzustinde die andere Paritit aufweisen.
Daher gibt es keinen direkten Dipoliibergang zwischen |0) und |n). Ferner sind Resonanzen in
der Raman-Streuung moglich, wenn hw' = €, — ¢ oder hw =~ &, — &g.
Man bezeichnet

> (0 Stokes-Streuung

hw — hw' =&, — gg (12.97)
< 0 Anti-Stokes-Streuung
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Wihrend wir im Atom Ubergiinge zwischen verschiedenen Energieniveaus untersuchen kénnen,
sind in Festkorpern die Gitterschwingungen (Phononen) wesentlich. Ein Raman-Streuprozess
ergibt eine Stokes-Linie (Anti-Stokes-Linie), wenn ein Phonon erzeugt (absorbiert) wird.

Zum Abschluss mochten wir noch den Grenzfall elastischer Streuung untersuchen, d.h. w = &/
und &, = g9 wihrend &, — ¢ > hw. Unter dieser Bedingung ergibt der differentielle Wirkungs-
querschnitt (12.96):

(n| & - &%, Imym| B - &,|0) + (n R - &g\ lmim| B - &%, |0)

4
do :w4€ Z PV
asy ct ’
m

E0 — Em

(12.98)
d.h. wir erhalten elastische Streuung der Photonen, die proportional zur vierten Potenz der
Frequenz ist. Dies ist die sogenannte Rayleigh-Streuung, die Lord Rayleigh klassisch hergeleitet
hatte. Die elastische Photon-Streuung ist also ultraviolett-dominiert. Damit verstehen wir, wieso
der Himmel blau erscheint (blaues Licht wird maximal gestreut) und die Sonne am Abend rot
erscheint (rot wird am wenigsten an der direkten Passage durch die Atmosphére gehindert).
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Kapitel 13

Identische Teilchen - Fermionen und
Bosonen

Bisher haben wir uns meist mit quantenmechanischen Systemen beschéftigt, die nur aus einem
Teilchen oder aus unterscheidbaren Teilchen bestehen. In der Natur gibt es jedoch Systeme mit
vielen Teilchen. Falls es sich um identische Teilchen handelt, treten interessante neue Probleme
auf, die wir in der klassischen Mechanik nicht kennen. Zwei Teilchen heissen identisch, wenn
sie keine messbar unterschiedlichen Eigenschaften haben. Wahrend in der klassischen Physik
identische Teilchen immer unterscheidbar bleiben, da wir im Prinzip die Trajektorie jedes Teil-
chens verfolgen konnen, ist ein solches Verfahren in der Quantenmechanik nicht moglich. Wenn
die Wellenfunktion zweier identischer quantenmechanischer Teilchen (Wellenpakete) iiberlappen,
dann ist es nicht moglich, ihre “Trajektorien” zu unterscheiden. Dies hat weitreichende Folgen,
wie wir bald sehen werden.

1_ A TA

\

X X
klassisch quantenmechanisch

\

13.1 Statistik und Paulis Ausschliessungsprinzip

Fiir ein quantenmechanisches System identischer Teilchen muss der Hamilton-Operator in al-
len Freiheitsgraden (Koordination, Spin, ...) symmetrisch formuliert werden, damit er unter der
Vertauschung der Teilchen invariant bleibt. Daher kommt der Vertauschung oder Permutation
der Freiheitsgrade eine wichtige Bedeutung zu. Wir fithren hier die Permutationsoperatoren ein,
die wir aus Transpositionen (Vertauschung zweier Elemente) aufbauen kénnen. Wenn ein Trans-
positionsoperator auf die Wellenfunktion von N Teilchen angewendet wir, hat er die Wirkung

Pijp(1, .o yiye oy dyo s N)Y = (1,0 Gy, N (13.1)

wobei wir hier die Kurznotation 9(1,..., N) = ¢(71,s1,... 7N, sn) verwendet haben (s;: Spin-
index). Die Transpositionsoperatoren P ;; sind Elemente der Permutationsgruppe Sy und er-
zeugen als Produkte alle N! Elemente.
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Die Wirkung von ﬁij auf Operatoren A\(l,...,N) = A(%l, ]3’1, 815 %N, E’N, SnN) ist
definert als

Py A(L,... iy jy...,N)Pij= A(1,....4,. .. iy...,N). (13.2)
Beachte dass (]32‘]-)*1 = ﬁ” Da der Hamilton-Operator symmetrisch unter der Anwendung
von P ; ist, gilt

[Py, H] =0 (13.3)
fiir 1 <i,7,< N. Daher folgt, dass fiir alle stationéren Zustéinde |¢) ( H o) = E|1))
H Pijly) = Py H1b) = EP o). (13.4)

Wir kénnen natiirlich ) auch gleichzeitig als Eigenzustand von P ij wihlen. Da P ?j = /1\, folgt,

dass die Eigenwerte von P ij +1und —1 sind, d.h. wir haben symmetrische und antisymmetrische
Zusténde unter der Vertauschung der Teilchen ¢ und j.

Betrachten wir das einfachste Beispiel zweier identischer Teilchen (N = 2). Die Eigenzusténde
werden durch folgende Wellenfunktionen ausgedriickt:

%(172) = %{¢(172) + w(27 1)} mit 1312%(172) = +¢s(172)
R (13.5)
%(172) = %{7!}(172) - w(Qa 1)} mit P12¢a(1a2) = —%(1»2)

Man findet empirisch, dass je nach Art der Teilchen nur die symmetrische oder nur die anti-
symmetrische Form der Wellenfunktion realisiert ist. Der Unterschied héngt mit dem Spin der
Teilchen zusammen. Wir unterscheiden zwischen ”Bosonen”, Teilchen mit ganzzahligem Spin,
und ”Fermionen”, Teilchen mit halbzahligem Spin.

Teilchenart P Spin Beispiele
Boson symmetrisch 0,1,2,... | v,ma,...
Fermion antisymmetrisch %, %, %, e, pn, ...

Fiir die allgemeine Wellenfunktion vieler identischer Teilchen gilt dann

+(1,...,4,...,4,...,N) fiir Bosonen

(. iy gy, ) = : (13.6)
—(1,...,4,...,4,...,N) fiir Fermionen

Diese Eigenschaft der Wellenfunktion &ndert sich nicht unter ihrer zeitlichen Evolution, denn
P ;; ist ein Symmetrie-Operator des Systems.

Zusammengesetzte Teilchen: Quantenmechanische Systeme wie Atome, die aus mehreren ele-
mentareren Teilchen zusammengesetzt sind, verhalten sich als ganzes genommen auch entweder
wie Fermionen oder wie Bosonen. Dabei gilt die Regel, dass ein solches zusammengesetztes Teil-
chen ein Fermion ist, falls es eine ungerade Zahl von Fermionen enthilt; sonst ist es ein Boson.
Die Zahl der enthaltenen Bosonen spielt dabei keine Rolle. Zum Beispiel ist das Wasserstoff-
Atom, aus einem Elektron und einem Proton (also zwei Fermionen) bestehend, ein Boson. Das
Deuteron, das noch ein zusétzliches (fermionisches) Neutron enthélt, ist hingegen ein Fermion.
Genauso lassen sich fermionische und bosonische Helium-Atome unterscheiden, wobei die erste-
ren einen Kern aus zwei Protonen und einem Neutron besitzen (*He), wihrenddem die letzteren
noch ein zusitzliches Neutron enthalten (*He). Zusammen mit den beiden Elektronen ergibt dies
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ein Fermion beziehungsweise Boson. Dies hat weitreichende Folgen fiir die Quanteneigenschaften
der beiden Helium-Isotope: wenn sie in grosser Zahl vorkommen, bilden sie sehr unterschiedliche
Quantenfliissigkeiten.

Wir zeigen hier diese Teilcheneigenschaften am Beispiel von zwei Wasserstoff-Atomen mit der
Wellenfunktion ¥ (71, R 1; 79, ﬁQ), wobei 7; und R; die Koordinate des Elektrons bezichungs-
weise Protons des i-ten Atoms ist (inkl. Spins). Nun gilt fiir die Vertauschung der Teilchen
(beachte, dass es nur Sinn macht, identische Teilchen zu vertauschen):

W(F1, Ri; 7o, Ro) = (7o, R1; 71, Ra) = —(71, Ra; 72, R1) = +¢(72, Ro; 71, R1),
(13.7)
d.h. wenn wir die beiden Atome als ganzes vertauschen, dann verhalten sie sich wie Bosonen.
Jedoch bleibt der fermionische Charakter der Elektronen und Protonen erhalten.
Zwei Spin-1/2-Fermionen: Nun betrachten wir zwei Fermionen mit Spin 1/2, z.B. zwei Elektro-
nen. Thre Wellenfunktion hat einen Orbital- und einen Spinanteil: ¥(1,2) = ¥( 71, $1; T2, S2) =
f(71, 72)x(s1,s2). In Kapitel 8 haben wir gesehen, dass wir Spinzustinde von zwei S=1/2 in
Singulett (S=0) und Triplett (S=1) klassifizieren kénnen. Die entsprechenden Wellenfunktionen
haben die folgenden Vertauschungseigenschaften:

Singulett:
Xolsnse) = Z[(1) = (D] mit yols2:s1) = —xos1.09) (13.8)
antisym;etrisch
Triplett:
(1)
x1(s1,s2) = ‘55[(Tl)4‘(lT)] mit x1(s2,51) = +x1(51, 52) (13.9)
symmetrisch
(L)

Die Gesamtwellenfunktion muss natiirlich antisymmetrisch unter der Vertauschung der beiden
Elektronen sein. Daraus folgt, dass

f(71, 72) = +f(72,71) Spin-Singulett
(13.10)
f(71, 72) = —f(72, 71) Spin-Triplett

Diese Eigenschaft hat eine wichtige Konsequenz fiir Fermionen. Wenn die beiden Elektronen
den gleichen Spin besitzen, sind sie zwangsldufig im Spin-Triplettzustand und sind folglich vollig
identisch (selbst durch ihren Spin nicht unterscheidbar). Daher besitzen sie eine antisymmetri-
sche orbitale Wellenfunktion mit

Y(7,s;,7,8) =0 (13.11)

so dass zwei identische Fermionen (Elektronen) sich nicht am gleichen Ort befinden kénnen.
(Bosonen haben in dieser Beziehung kein Problem.) Dies ist das Pauli-Ausschliessungsprinzip,
welches allgemein formuliert aussagt, dass keine zwei (identischen) Fermionen sich im gleichen
Zustand befinden kénnen. Dieses fundamentale Prinzip bildet die Grundlage fiir das Verstédndnis
der elektronischen Struktur der Atome sowie der kondensierten Materie.
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13.2 Unabhingige identische Teilchen und ihre Wellenfunktion

Ein System N identischer Teilchen in einem Potential V', die nicht untereinander wechselwirken,
ldsst sich durch den Hamilton-Operator

H= H; mit ﬁj:ﬁﬂf(?j) (13.12)

Jj=1

beschreiben. Die Zusténde jedes Teilchens bilden einen separaten Hilbertraum und das Gesamt-
system entspricht dem Produkt-Hilbertraum. Daher ist jeder Zustand des IN-Teilchensystems
als Produktzustand darstellbar. Insbesondere bauen die stationdiren Zustinde von H auf den
stationdren Zustinden von H j auf:

H ju(7j,85) = eubu( 75, 85) (13.13)
({¢u}: VONS), woraus sich ergibt, dass die Produktwellenfunktion

U(L,...,N) =, (71,81) - uy (TN, 5N) (13.14)

cine Eigenfunktion von H ist mit der Energic E = Z;VZI €, - Diese Wellenfunktion ¥(1,..., N)
hat weder fiir Bosonische noch fiir Fermionische Teilchen die erforderlichen Symmetrie-Eigenschaften.
Im Falle von Bosonen sollte die Wellenfunktion komplett symmetrisch unter der Vertauschung
der Teilchen-Koordinaten (7'}, s;) sein. Daher sollten wir eine Symmetrisierung der Wellenfunk-
tion vornehmen:

Up(L,....N)= Y Py, (71,51) tun (TN, sn), (13.15)
ﬁGSN

wobei die Operatoren P der Permutationsgruppe Sy die Vertauschungen der allgemeinen Ko-
ordinaten (inklusive Spins) bewirken.

Andererseits sollten die Fermionen eine total antisymmetrische Wellenfunktion haben. Dies wird
durch Antisymmetrisierung erreicht:

Up(l,...,N)= Y sgn(P) Py, (71,51) Yy (7, sn)- (13.16)
ﬁESN

Dabei ist sgn( P) das Vorzeichen der Permutation P: +1 (—1) falls P aus einer geraden (un-
geraden) Anzahl von Transpositionen P ;; zusammengesetzt werden kann (diese Definition ist
eindeutig). Diese Form kann auch durch eine Determinante ausgedriickt werden.

(1) -+ Py (N)
Up(l,...,N) = Det : : . (13.17)

(1) - g (N)

Dies ist die sogenannte Slater-Determinante fiir Fermionen.
Fiir die Norm der beiden Wellenfunktionen finden wir:

(Yp|¥p) = Nlng!---n,!, (13.18)

(Up[¥p) = NI, (13.19)

wobei n,,; die Zahl der Teilchen im Zustand p; bezeichnet. Beachte, dass die Form von Vg mit
sich bringt, dass U = 0, wenn zwei oder mehr Zusténde p; identisch sind (— Pauli-Prinzip).
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Beachte, dass der Zustandsindex j; auch den Spin einschliesst, z.B. 9, (7;,5;) = (7, s5]15),
was einem Spinor entspricht.

Grundzustand fiir Bosonen: Im Falle der Bosonen kann ein Zustand mit beliebig vielen Teilchen
besetzt sein. Infolgedessen erhalten wir den Grundzustand, wenn alle Teilchen den Einteilchen-
zustand niedrigster Energie annehmen.

\IJBQ(l,...,TL):¢0(1)'--¢0(N) = E = N¢g (1320)
Dies ist unabhéngig vom Spin der Bosonen (S =0,1,2,...).

Grundzustand fiir Spin-1/2-Fermionen: Da der Hamilton-Operator nicht explizit spinabhéngig
ist, ist das Spektrum entartet. Jeder Energieeigenwert €; hat Entartung zwei, d.h. fiir | T) und
| 1). Fiir den Grundzustand werden nun sukzessive die Zustédnde von der kleinsten Energie an
mit je zwei Fermionen (T und |) gefiillt. Dies ergibt die Energie

N/2
QZej N gerade
j=1
E= (13.21)
(N-1)/2
2 Z €5 + €nvt1)/2 N ungerade
j=1

Wihrend fiir gerade N der Grundzustand nicht entartet ist, ist die Entartung zweifach fiir un-
gerade IV, da das letzte Fermion beide Spins annehmen kann. Wir sprechen von einem Singulett
beziehungsweise Duplett. Ein bekanntes Beispiel, das wir im néchsten Kapitel eingehender be-
trachten werden, ist das Gas freier Elektronen, das sogenannte Fermigas, das ein gutes Modell
fiir einfache Metalle darstellt.

13.3 Streuung identischer Teilchen

Wir betrachten zwei wechselwirkende Teilchen mit unterschiedlichem Impuls, die durch gegen-
seitige Streuung um einen gewissen Winkel 6 aus ihren Bahnen abgelenkt werden. Da ihre
Wellenfunktionen wihrend des Streuprozesses iiberlappen, konnen wir ihre Trajektorien nicht
mehr unterscheiden. Wir kénnen uns daher zwei mogliche “Trajektorien” vorstellen.

Identische, spinlose Bosonen: Die Wellenfunktion des Zwei-Bosonen-Systems kann geschrieben
werden als

G(71, Ta) = P (THT2)/ (7)) (13.22)

wobei p den Schwerpunktsimpuls und 7 = 71 — 7o die Relativkoordinate bezeichnet. Fiir
Bosonen gilt, dass ¢(7) = +1(—7) gerade ist unter Vertauschung von 1 und 2. Wir betrachten
nun die asymptotische Form der Wellenfunktion:
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ikr

= ik-7 —ik-T €
$(F) = BT 4 e ET L [£(0) + fulm — 0)] . (13.23)
fiir 1 — oco. Damit ist die (symmetrische) Streuamplitude
frs(0) = fr(0) + fr(m—0), (13.24)

und der differentielle Wirkungsquerschnitt (die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen um den
Winkel 0 aus seiner Bahn abgelenkt wird) ist gegeben durch

00— 1l0) + Fulr — O = O + | felm — )P +2Re{ [ (O) sl —0)},  (1325)

d.h. wir erhalten einen Interferenzterm zwischen den beiden mdoglichen Trajektorien. Beachte,
dass fiir den Winkel § = 7/2,

do

A ACTTR (13.26)

w/2

der Interferenzeffekt einen Faktor 4 einfiithrt im Vergleich zu 2, wenn die Teilchen unterscheidbar
waren.

Wir kénnen die Streuamplitude auch in der Partialwellenzerlegung darstellen:

il (20 + 1) Py(cos 0) fi. (13.27)

M

fr(0) =

N
I
o

Aus der Eigenschaft Py(cos(m — 6)) = P/(— cosf) = (—1)'P/(cos ) ergibt sich, dass nur gerade I
beitragen in

frs(0) =2 Y i'(20+ 1)Py(cosb) fi. (13.28)
[ gerade

Identische, S = 1/2 Fermionen: Die Wellenfunktion der beiden Fermionen kann analog zum
Bosonischen Fall geschrieben werden als

¢(1,2) = P T/ Py ()3 (51, 50), (13.29)

wobei x(s1, s2) die Spinkonfiguration angibt. Fiir den Fall der Spinsingulett-Konfiguration muss
Y(7) = +1p(— 1) gerade sein und das Interferenzverhalten ist wie im Fall der Bosonen. Anders
sieht es aus fiir die Triplett-Konfiguration, in der () = —¢(—7) ungerade ist. Dann ergibt
sich fiir das asymptotische Verhalten

ikr
- ik-F _ —ik-T €
Y(7) = T — e T 4 [1(0) — fi(m — 0)] — (13.30)
= fka(e)
und folglich
do 2 2 2 «
1 = WO = IfxO)F + [fx(m = )] — 2Re{ f:(0) fi(x — )} (13.31)
Im Gegensatz zum symmetrischen Fall erhalten wir hier fiir 90°-Streuung
do
72y = 0. 13.32
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Fiir die Partialwellenzerlegung finden wir aus der obigen Diskussion sofort, dass nur die unge-
raden [ zu fi,(0) beitragen:

fra®) =2 > 20+ 1)P(cosb) f; (13.33)

[ ungerade

Nehmen wir an, dass es sich um Streuung unpolarisierter Fermionen handelt, d.h. die gestreuten
Teilchen sind mit der Wahrscheinlichkeit 3/4 im Triplett- und mit 1/4 im Singulett-Zustand.
Dann ist der differentielle Wirkungsquerschnitt

CLU 3 do
dQ)

1 do X
T @0y~ RO+ ilm = OF = RAS0) fitr = 0)}.
(13.34)

unpolarisiert Triplett

Schliesslich méchten wir noch die Konsistenz dieser Betrachtungen nachweisen, indem wir unter-
scheidbare Fermionen beobachten. Wir nehmen zwei Fermionen, wobei das eine klar bestimmt
Spin T und das andere Spin | hat (Ausgangslage). Daher sind sie messbar unterschiedlich. Nach
der Streuung besitzen wir entweder den Spinzustand | T|) oder | |T) (siche Figur unten), welche
Uberlagerungen eines Singlett- und Triplett-Zustandes entsprechen,

V2 V2 V2

XQ(S:(LSZ:O) Xt(szlaSZZO)

11 =75 [Z50 10 =11 + 5 1 +1 1) (13.35)

und analog fiir | | 7). Der differentielle Wirkungsquerschnitt, ein Teilchen (unabhingig von sei-

nem Spin) beim Winkel 6 zu beobachten, ist daher durch die folgende Form gegeben:

1] do 11 5 1 2| 9 9

! { b } =2 {2\fks<e> F Sl + 31 s(8) ~ fra(6) } — 1fO)F + felr — ),
(13.36)

was dem Streuwirkungsquerschnitt unterscheidbarer Teilchen entspricht. Es gibt keine Interfe-
renzterme.

do
d)

Tl 1

Beachte, das wir die beiden Formen der Teilchentrajektorie unterscheiden kénnen, falls wir den
Spin des Streuproduktes auch detektieren.
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Kapitel 14

Formalismus der zweliten
Quantisierung

In diesem Kapitel werden wir einen Formalismus einfithren, der es uns erlaubt die Vielteilchen-
zusténde fiir Bosonen und Fermionen in einer rechnerisch bequemen Art darzustellen. Wir hatten
bereits in Kapitel 12 die Zusténde des Strahlungsfeldes als Viel-Photonenzustédnde in Form von
Besetzungszahlzustinden fiir die einzelnen Moden eingefiihrt. Die Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren erwiesen sich dabei als elegante Werkzeuge zur Manipulation dieser Zusténde.
Hier werden wir dies fiir andere Teilchen verallgemeinern. Man nennt diesen Formalismus etwas
abwegig “Zweite Quantisierung”. Er hat jedoch nichts mit einer neuen Quantisierung zutun,
sondern erlaubt lediglich eine bequeme Behandlung von Vielteilchensystemen, ohne die kom-
plizierten und etwas unpraktischen Vielteilchen-Wellenfunktionen des vorhergehenden Kapitels
verwenden zu miissen.

14.1 FErzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Spinlose Bosonen: Betrachten wir nichtwechselwirkende Bosonen im Einteilchenzustand |[4),,)
({|¥y)} sei ein VONS). Ein Zustand mit n, dieser Bosonen wird, wie im letzten Kapitel gezeigt,
durch eine symmetrische Produktwellenfunktion (Produktzustand) beschrieben, den wir mit |n,,)

bezeichen. Wir definieren nun die Operatoren a, und aL mit den Eigenschaften:

aylnu) = /nulng —1) — Vernichtungsoperator (14.1)
5L|n#> =/nu+1n,+1) — Erzeugungsoperator. (14.2)

Ferner gilt
<n#|2i}::ﬁ/n#<nu—1] und (nylay = /nu+ 1{n, +1]. (14.3)

Mit diesen Operatoren dndern wir die Zahl der Bosonen in einem Zustand. Wir fithren nun das
“Vakuum” ein, den Zustand ohne Teilchen, |0), fiir den gilt,

@u0)=0 und  (0a),=o0. (14.4)
Operatoren mit diesen Eigenschaften miissen die folgenden Kommutationbeziehung erfiillen:

[a#,aT]:1 und mon :[a,t,a

! ]=0 (14.5)

I
"
analog zu den Auf- und Absteigeoperatoren des harmonischen Oszillators. Der Zustand |n,)
lasst sich auch schreiben als
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n,) = 0). (14.6)

Der Teilchenzahl-Operator ist definiert als
ny,= ZL\LZL\M mit nulnu) = nulng). (14.7)
Wir kénnen nun diesen Formalismus beliebig auf Zustéinde mit vielen Bosonen erweitern. Der

Zustand |nq,ng,...,n;,...) soll ein total symmetrischer Produktzustand sein. Zum Beispiel ent-
spricht dem Zustand |n1,ng) die Produktwellenfunktion

> P{o(F1) - (P )Ty g1) - Pa(Fngns) - (14.8)

P eSnl +ng

Die allgemeine Formulierung ist folglich
ai\nl,...,ni,...> = \/TLZ‘|TL1,...,TLZ' — 1,>

aj|n1....,ni,...):\/ni—|—1|n1,...,ni—|—1,...>

(14.9)
(1, ..oy @l = mglng, .o oni— 1,
(m,...,ni,...]ai:\/ni+1(n1,...,nz-—i—1,...|
mit den Vertauschungsregeln
(@i, al] =0y, (a4 a,)=lal,all=0. (14.10)

Die Zustédnde ergeben sich aus dem Vakuum

aT n; aT ny
!nl,...,ni,..)—{---( ;;l (\/;z)T' }yo>, (14.11)

wobei in |0) alle Besetzungszahlen 0 sind. Der allgemeine Teilchenzahl-Operator

N =Y ala; mit ]\Af|n1,...,ni,...>:<2ni> In1,...,ni,...), (14.12)
i i

gibt die Gesamtzahl der vorhandenen Teilchen an.

Fermionen mit S=1/2: Wegen des Pauli-Prinzips kann jeder Zustand (inklusive Spin-Quantenzahl)
nur durch ein Fermion besetzt werden. Daher besteht der Hilbertraum fiir den Einteilchenzu-
stand p aus {|0),|1)} in der Besetzungszahlbasis. Wir fithren die Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren ein:

aull) =10), @ul0)=0, afjn)=0, aflo)=1). (14.13)
Diese Operatoren gehorchen Antikommutationsrelationen:
{Ziu,a);}zl und {aﬂ,au}:{aL,aL}zo, (14.14)

wobei {/T, B } = AB+ B A\, der “Antikommutator” ist. Eine Konsequenz daraus ist, dass
(8L)2|0) =0, d.h. (6L)2 = 0 wie auch (@,)? = 0. Somit hat der Teilchenzahl-Operator 7, =
aLaH nur die Eigenwerte 0 und 1.
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Interessant wird es jedoch erst, wenn wir mehrere Einteilchenzustdnde betrachten, zunéchst
den Fall zweier Zustidnde, 1 und 2, mit Fermionen des gleichen Spins. Es gelten hier folgende
Beziehungen:

al)0,0) =10,1) aljL,00=11,1) aljo,1)=0 allLy =0

@2/0,0) =0 as|1,0) =0 @2)0,1) =0,0)  @s/1,1) = [1,0)

14.15
allo,0)=1,0) al|1,0)=0 allo, 1y =—1,1) alj,1)=o0 (14.15)

@100,0)=0  @1]1,0)=10,0) @/0,1) =0 a1l1,1) = —[0,1)

Beachte die Vorzeichen, denn diese sind das Resultat der Antisymmetrie der Wellenfunktion und
sind dusserst wichtig. Wir definieren

In1,m2) = (@h)™(al)™o), (14.16)

wobei die Reihenfolge der Operatoren wichtig ist, denn die Operatoren erfiillen die folgenden
Antikommutationsrelationen:

{a,aly=6; und {a;a;}={al,al}y=0. (14.17)
Damit ist auch alalasa, = —alala.a,.
Wir kénnen nun diesen Formalismus auf beliebig viele Zusténde erweitern:

N1, ng, .. oniy .y = (@)™ (@h)rz@h™o)y  mit @0y =0 (14.18)
und den obigen Antikommutationsregeln. Der Teilchenzahl-Operator ist gegeben durch n =
Y aka;.

Um mit den Fermion-Operatoren etwas vertrauter zu werden, betrachten wir hier einfache Bei-
spiele mit 3 Zusténden:

abl1,0,1) = al(alaljo) = —alalaflo) = —1,1,1) (14.19)

und

@2|0,1,1) = @ao(alal|o)) = —alasaljo) = —al( — alay)|o) = —0,0,1) (14.20)

Schliesslich fithren wir noch den Spinindex in unsere Notation ein. Der Operator ZL\LS (apus)
erzeugt (vernichtet) ein Fermion mit Spin s im Einteilchenzustand [1,,).

{Gwe, @)} = Oubew  nd  {Gpw, Gpst ={@),,, al} =0 (14.21)
14.2 Feldoperatoren

Wir betrachten nun ein quantenmechanisches System, fiir das wir ein vollstéindiges orthonorma-
les Set von Einteilchenwellenfunktionen haben {¢,(7")}. Dies konnen im einfachsten Fall ebene
Wellen sein (und wir werden uns auf diesen Fall beschrénken),

1 .z - 2
V(7)) = —=eF 7 mit k‘:%(nx,ny,nz), (14.22)

5
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in einem kubischen Kasten mit Kantenlinge L und periodischen Randbedingungen (V = L3).
Wir fithren nun die Feldoperatoren ein, durch folgende Definition:

~

. 1 RN ~1
(7)) = 7 Ze’ "az, und a' (14.23)
k

SN
w—+
=
|
5-
-1
Cb\
]
S

T

wobei @ p

- und @ p der Erzeugungs- beziehungsweise Vernichtungsoperator fiir ein Teilchen im
S

k

Zustand mit Wellenvektor % und Spinindex s ist. Dabei summieren wir iiber alle (diskreten)
Werte von k. Die Feldoperatoren W 4(7) und ¥ l( ) erfiillen die folgenden Vertauschungsrela-
tionen fiir Bosonen (—) beziehungsweise Fermionen (+):

U (M) OL(FF L) T () =

S/

= §(F— )05y

<|~
o
.
>
il
|
o
>
3y
—
)
£
vy
Q)
et

Eal
El

(14.24)
Ferner gilt in analoger Weise

~

U (F)U(F)FUS(F)U(F)=0 wnd CHATL(F)FOL(F)UI(F) =0 (14.25)

fiir Bosonen (—) und Fermionen (+).

Bosonen Fermionen

Fiir den Einteilchenzustand gilt

|7,s) = WMoy, (14.26)

d.h. der Feldoperator erzeugt ein Teilchen mit Spin s am Ort 7. Damit folgt, dass die Wellen-
funktion des Zustandes |¢) ausgedriickt werden kann als

@s(7) = (7, 5]¢) = (0| ¥ 5 (7)|@). (14.27)
Man beachte, dass der Feldoperator nicht die Wellenfunktion ist. Ferner gilt

U (M0)=0 und (O|Ti(7)=0. (14.28)

Nun gehen wir iiber zu Vielteilchenzustinden. In der Ortsraum-Basis definieren wir diese als

S S S o=y Sh
| 71,81 T'2,82; .5 Ty Sn) = ﬁﬁfln(rn) \Ifll(rl)\m (14.29)
und
o S = ~ 1
(F1,815 5 Ty sn| = (0[ Wy (71) - \I]Sn(Tn)ﬁ' (14.30)
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Mit den Vertauschungsrelationen der Feldoperatoren finden wir sofort, dass
’ Fl) 51; FZ? 5253 Fna 5n> = :l:| r2,82;71,515.-.35Tn, 571) (1431)

mit + fiir Bosonen und — fiir Fermionen, d.h. die Vertauschungsrelationen fiir Vielteilchen-

zustédnde ist automatisch erfiillt.
Lassen wir nun einen Feldoperator auf einen n-Teilchenzustand wirken, dann gilt

() 71,8155 oo sn) = VI 1| T1, 8105 Py n; 75 5) (14.32)
und
R P T t o=
\IIS(T)|T1751; ;Tn,5n> :\IJS(T)i'\Ian(Tn) \1131(7‘1)‘0>
n!
1 L. ~ NI R o
:7'[5(74 - T )5ssni@ln(rn)q15(r)] Tsn_l(rn—l) ‘PL(H)!@
n!
1 S . L
= = 1007 = Tu)dss,| 18155 Ty 80
:]:(S(F - Fn—l)(sssnflh?l)sl; 3 T2, 8n-2; Fn73n> + -

ook (ED)TI(F = F1)0ssy | T2, 8255 T sn)] s
(14.33)

wobei das + fiir Bosonen und — fiir Fermionen steht.
Das Skalarprodukt zweier Vielteilchenzustinden (wir lassen im folgenden die Spinindizes weg)

ergibt

. IV . Onnt SN B o o . . .
(s Pl 1, ) = 250 ST C(BY PO = 7)o 0 = ), (1434)
Pes,

wobei P die Indizes der 7 j permutiert und

1 Bosonen
((P)= (14.35)

~

sgn( P) Fermionen

Den n-Teilchenzustand |¢) kénnen wir ausdriicken durch

|p) = /d3r1---d3rn<p(F1,..., Fo)l 71y, Tn) (14.36)

wobei ¢(7'1,..., 7y) quadratintegrabel ist. Wie steht es nun mit der Vertauschungssymmetrie
der Wellenfunktion?

(Tl o, 7o) :/d3r1-~d3rng0(771,...,Fn)(f'/l,...,F;L Tlyeeny Tn)
. (14.37)

Pes,

Dies bedeutet, dass die Vielteilchen-Wellenfunktion, wie wir sie hier mit Hilfe der Feldoperatoren
definiert haben, unabhéngig von der Symmetrie von ¢(71,..., 7y) die richtige Vertauschungs-
symmetrie hat.
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Fockraum: Fir jedes quantenmechanische System mit fixierter Teilchenzahl definieren wir den
Hilbertraum H,,, der einen vollsténdigen Vektorraum aller Zustéinde mit n-Bosonen oder n-
Fermionen darstellt. Die Feldoperatoren verbinden Hilbertrdumen mit verschiedenen Teilchen-
zahlen.

V) Hy = Hopr  und U (F) : Hy — Hip (14.38)
Entsprechend benétigen wir einen erweiterten Raum, den man Fockraum nennt:
o0
F = Hn. (14.39)
n=0

Ho besteht nur aus dem Vakuum: |0) mit (0|0) = 1. Vektoren im Fockraum sind Folgen der
Form

‘\Il> = {|0>07 |¢1>17 |¢17¢2>27 ’¢17¢27¢3>37 s |¢171/127 e 7¢n>n7 .. } (1440)
wobei [11,%a, ..., ¥n)n € Hy. Die Norm solcher Vektoren ist
(W[W) = (W, Wb, Y2, ) (14.41)
n=0

mit dem jeweiligen Skalarprodukt fiir jeden Hilbertraum H,,.

14.3 Observablen in der zweiten Quantisierungsdarstellung

Wir werden nun einige observable Grossen, die wir durch hermitesche Operatoren ausdriicken
konnen, in die Sprache der zweiten Quantisierung iibersetzen. Dies geschieht mit Hilfe von
Operatoridentitiaten, indem wir vergleichen wie Operatoren auf Zustdnde wirken, oder welche
Erwartungswerte oder Matrixelemente sie ergeben. Als erstes Beispiel betrachten wir die Teil-
chendichte:

n

p(F) =3 a7 -

=1

=D

i) (14.42)

Wir driicken das Matrixelement (¢'| p(7)|¢) durch Einsetzen einer Eins in der Ortsraum-Basis

aus (|¢),[¢") € Hy)
(@' (7)) :/d3rl"'d37‘n<¢/|7?1a-~aFn><F1,"-aFn|Zd(F_ 7 1)le)
= /d3r1---d3rn2(5(77— P |71,y P Ty, Fnld) (14.43)

= n/d37“1 B (P T T, PUF L, T, TlO),

wobei wir in der letzten Zeile davon Gebrauch gemacht haben, dass wir die Teilchen-Koordinaten
fiir jeden Summanden nach einer Permutation neu nummerieren kénnen. Dies gibt n identische
Terme, denn das Fermion-Vorzeichen hebt sich immer weg.

Nun machen wir den Ansatz

~

p(7) = UH(R) U (7), (14.44)
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wobei wir wiederum den Spinindex unterdriicken. Wir priifen

(¢ H(7) W (7)[g) =/d3ﬁ~“d37“n LG OT(F) 71y P ) (1 Pt U (7)]@)

= n/d3r1 o 'dgT’n_1<¢/‘ Fl,. N Fn—h F><F1, ey T_"n_l, F|¢>
(14.45)
wobei wir (14.32) verwendet haben. Ein Vergleich mit (14.43) zeigt, dass die beiden Matrixele-
mente gleich sind und somit die Operator-Identitét den Ansatz (14.44) bestétigt ist.
Nun koénnen wir auch den Teilchenzahl-Operator definieren als

(14.46)

L

~ L 1 Do P 4 PN
N—/d3rp(r)—/d3rVZeZkr ik Ta%,aE:Za%a
ik i

S T

konsistent mit fritheren Formulierungen. Beachte, dass n = a 3 a i der Zahloperator fiir die

Teilchen im Einteilchenzustand mit Wellenvektor & ist.
FEin weiterer wichtiger Operator ist die kinetische Energie T, die in Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren die natiirliche Form hat

-~ L
T:Z 5 Apd (14.47)
k
Wir konnen nun die Transformation
i d3 et ik-7 ; q d3 efil;-? N
al. = (7 un ar = r (7 14.48
= [ ) = [ ey

beniitzen und (14.47) neu ausdriicken als

(14.49)
h? RPN RPN
= [ @ (FEI() (T8 (7).
Man beachte, dass der letzte Ausdruck formal genauso aussieht w1e der Erwartungswert der
kinetischen Energie mit einer Einteilchen-Wellenfunktion h = [ d3r Vo (7) - V(7).

Die Potentielle Energie H pot kann in gleicher Weise dargestellt werden als

~

H por = /d?’rU(f)@T(f)@(f) = /d3rU(F)ﬁ(F) (14.50)

In Analogie kénnen wir nun weitere Einteilchen-Operator in zweiter Quantisierung darstellen.
Zum Beispiel die Teilchenstromdichte

~ By~ Lo Lo -
F) = —— (7 7)) —
T(7) = g (W1(F)(F T (7)) (F91(7) W (7)) (14.51)
oder die Spindichte, z.B. fiir Spin 1/2 Fermionen:
= h ~ ~
N T2y = R
S(T)_§Z\Ijs(r)o-ss’\1]s’(r)a (1452)

wobei & ;4 die Pauli-Matrizen sind.
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Diese Operatoren lassen sich auch im Impulsraum darstellen. Die Fouriertransformation ergibt:

- /dgre_iq-rﬁ(;):Za%saﬁms (14.53)
= h ~t o o~
S CY = 5 QE’SUSS/QE+§7S, (1454)
k,s,s’
7. - DA I (14.55)
7T 2 9 ) YisYk+q.s '
ks

Wir konnen weiter auch Zweiteilchen-Operatoren definieren. Das wichtigste Beispiel ist die
Zweiteilchen-Wechselwirkung

(14.56)

wobei der Faktor 1/2 das Problem der Doppelzihlung der Wechselwirkung korrigiert und
1 R
V(7)) = VZV,;eW"‘. (14.57)
q

—

K,S

klls/

Die Formulierung mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren kann auch bildlich
verstanden werden, als die Vernichtung zweier Teilchen mit Wellenvektoren k und k' und die
Erzeugung neuer Teilchen k + ¢ und k' — ¢, wobei ein Impulsiibertrag von ¢ stattgefunden
hat.

14.4 Korrelationen fiir Fermionen

Wir betrachten ein Gas von N freien Fermionen mit S = 1/2. Der Grundzustand ist gegeben
durch die Besetzung der niedrigsten Einteilchenenergiezustéinde mit je zwei Fermionen (7 und ).
Die Einteilchenenergien sind durch € = h? k2 /2m gegeben. Daraus folgt fiir den Grundzustand:

@)= [ @t |o), (14.58)

|k |<kp,s
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wobel

VoYl g,
E,s

a Sa,—c—s

k
mitngszlfﬁr|5|§kp undngs:()fiir|lg|

o2V / ,
N = E Ny =—— &’k 1=
T he (27T)3 |E\§k1~*

|®g) =

2V Am
(2m)3 3

ki

:>/€F

— 3]

(14.59)

> kp. Dies definiert kp, denn

(14.60)

mit der mittleren Teilchendichte n = N/V. Die Dichte der Fermionen ist konstant:

(@o] 5 (7)|@o) = Y (@] WI(7) W o(7)|o) =

S

A kz

K

o

ans =

Ky

Xy

(14.61)

FEinteilchen-Korrelationsfunktion: Wir untersuchen die Amplitude dafiir, dass wir am Ort 7’
dem System ein Teilchen mit Spin s entnehmen und es bei 7 wieder einfiigen kénnen. Dies wird

durch die Korrelationsfunktion

Go(7 = 1) = (@0 1(7) ¥ o(7)|@0) = Fgu(F = 7) (14.62)
beschrieben:
k 3
Gs(7 —7") = % gk;/ o—ik TR T mm%ﬁ 2| ®Po) = /k|<kF (;iﬂ];e—m.(??— i)
| =ngl5
1 kr 1 -
_ 22 J, dk k? 3 dcosf ¢kl T —=7"lcost _ 2772|7“ — _'// dk ksin(k| 7 — 7'|)

3nsinx —xcosx
2 x3

z=kp|7—T"

(14
Es gilt G5(7" — 0) = n/2 und G,(7" — oo) = 0. Die Einteilchen-Korrelationsfunktion g,( 7 — )
entspricht dem Uberlapp der beiden (normierten) Zustinde

2~ 2~
5\115(7")]@0) und \/;\I/S(r’)lcbo).
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Paarkorrelationsfunktion: Wir definieren die Paarkorrelationsfunktion in folgender Weise:

~

n\ 2 ~ - R
(5) g0 (7 = ) = (@0 WL(F) B () ¥ o () T (7)) 00). (14.65)

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dem System zwei Teilchen entnehmen zu kénnen, eines am Ort
7 mit Spin s und das andere bei 7’ mit Spin s’

(929% - Z’ (N =2 T (7 T (7)|00)] (14.66)

wobei die Summe {iber alle um 2 Teilchen reduzierten Zusténde lauft (durch Einsetzen einer
Eins). Im Impulsraum (Besetzungzahlraum) lisst sich die Korrelationsfunktion wiederum einfach
ausrechnen:

n\ 2 L 1 TR T e R R
(5) gSS/(T—’]"/):i Z e i(k k)Te iW(q§—q') 7 <(I>0|CLJ% aTS,aq'/s/aE/s|(I)Q>. (1467)

Beachte, dass der Erwartungswert auf der rechten Seite nur dann nicht verschwindet, wenn wir
jedes Teilchen, das wir vernichten, auch wieder erzeugen. Betrachten wir den Fall s # s', dann

ergibt sich sofort, dass k = k' und 7 = ¢, mit
n\ 2 S 1 L N2
(5) gss (7' = 7') = 375 > (Rolfi 7 go|®o) = (5) , (14.68)
k.q

d.h. g5 (7 —7') = 1 unabhiingig vom Abstand. Fermionen mit ungleichem Spin (unterscheidbar)
sind vo6llig unkorreliert.
Anders ist die Situation fiir den Fall s = s’, denn

(@0l @l T G gali | ®0) =0 p g (®olal GL G g.d g, |Do)
+6E @/5§E1<¢O|agsagsa Esa q»s]<1>0>
(14.69)
= Oppdaa — 05 025 (@olal. @p al az.®0)
=g r0qq — 05 07N ngs

Damit folgt

so dass

9(sinx — x cos x)? (14.71)

6
z a=kp|F— 7
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Es entsteht ein sogenanntes Austauschloch fiir Fermionen des gleichen Spins — eine Manifestation
des Pauli-Prinzips. Die gesamte Wahrscheinlichkeit ein anderes Fermion im Abstand 7 eines
Fermions zu finden ist

9(7) = %[QTT(F)Jrgn(F)]- (14.72)

Die totale Dichtereduktion um ein Fermion ist daher

. n . 2 1 (K=K
n [ d®r (g(7) —1) :—2/d3r {gs(r)}2:—n/d3r 7] E nESng,se(k k)
(14.73)

2
= _WZnEs = _1’
k

d.h. das Austauschloch beinhaltet gerade ein einzelnes Fermion. Somit nimmt jedes Fermion
im Raum ein gewisses Volumen (je nach Dichte n) fiir sich in Anspruch. Der Radius, den ein
Fermion einnimmt, ist definiert als

3 d 97\ /% me?
= - s=—=|— 14.74
"TadE T T 4 ( 4 ) 2kp (14.74)

wobei ry den dimensionslosen Radius bezeichnet in Einheiten des Bohr-Radius ag.

14.5 Grundzustandsenergie des Elektrongases

Wir fithren nun eine einfache Abschétzung der Grundzustandsenergie eines geladenen Elek-
tronengases durch. Jedes Elektron besitzt die Ladung —e. Um Divergenzen in der Energie zu
vermeiden, fithren wir eine uniforme, positive Ladungsdichte en als Hintergrund (ein ausge-
schmiertes Ionengitter) ein, so dass das gesamte System ladungsneutral ist. Dieses System ist
unter dem Namen “Jellium-Modell” bekannt.

Die Néherung, die wir hier anwenden, wird Hartree-Fock-Methode genannt. Der Hamilton-
Operator ist gegeben durch

H=T+ Hip+ Him (14.75)
wie definiert in Gleichung (14.49), (14.50) und (14.56), wobei wir fiir V(7) = e*/|7| das

Coulomb-Potential einsetzen und H ion der potentiellen Energie entspricht. Die Ndherung be-
steht nun darin, dass wir die Energie durch den Erwartungswert mit dem Grundzustand des

freien Elektrongases |®g) abschitzen: Egp = (®g| H |®g). Zunichst die kinetische Energie:
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2 k2 2V / B h2 k2 30K _ 3L e
- = s F = kin,
2m ks (271’)3 |E|§kF

B = (Bo| T |®) =
kin <0| ‘0> Z 2m 5 2m 5

ks

(14.76)

wobei Ep = h%k%/2m die Fermi-Energie bezeichnet. Gehen wir nun weiter zum Wechselwir-
kungsterm, der die Form hat

~ 1 . . ~ S NS NS .
Eing = (0| H | ®0) = 2/d3r &' V(i = 7)Y (R WI(F) UL (F) W o (7)o (7)| o)

1 3. 3./ S n S
—2/drdrV(r—7") ZZQSS’(T_T)

n’ =) Gy(F - i)
Hartree-Term s
Fock-Term

(14.77)

Der erste Term ist der direkte oder Hartree-Term:

|4 \%

PHartree = 5n2vo = N% mit  Vp = /d% V(7) (14.78)

und der zweite ist der Austausch- oder Fock-Term:

1
Bruac = /d% & Y G(7 — 7RV(F - 7
S

(14.79)

9
= —N— [ drV(¥) {

sin kp| 7| — kp| 7| coskp| 7| 2

~1\3 = Negg
(kr|7])

Dieser zweite Term ergibt eine Korrektur fiir die Wechselwirkungsenergie, die dadurch zustande

kommt, dass die Fermionen vermeiden sich gegenseitig zu nahe zu kommen. Dadurch wird die

Coulomb-Energie erniedrigt. Die Austauschwechselwirkung ergibt sich aus

9rne? [  (sinz — xzcosz)? 3e?
€ex = — ]{% /0 T e = —747_(_ kF (1480)
Die Energie pro Elektron ist also
E TLV()
N = €kin T 7 + €ex- (1481)

Beachte jedoch, dass fiir das (langreichweitige) Coulomb-Potential Vj unendlich ist. Wenn wir
nun zusétzlich die Wechselwirkung der Elektronen mit dem uniformen positiven Hintergrund
beriicksichtigen, erhalten wir einen zusétzlichen Beitrag

Eion = —n/d3r B’ V(7 — 7 {(®g| p|Po) = —NnVj. (14.82)

Zusétzlich hat der Ionen-Hintergrund noch eine elektrostatische Selbstenergie

14.83
4 -, (14.83)

womit sich der direkte Term mit den Hintergrundsbeitragen gerade weghebt, d.h. der divergie-
rende Beitrag (Vp — o0) ist nicht gefdhrlich.

2
El,, = n/d3r & V(7 — )= N
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Damit kénnen wir nun die Energie pro Elektron ausdriicken als

— = €kin T €ex =

N r2

s

[221 — 0'916} Ry (14.84)
Ts

unter Benutzung des Radius 7, in Einheiten von Rydberg ( Ry = e¢?/2ag). Unsere Niherung ist

verniinftig fiir r5 von der Grossenordnung 1. Die minimale Energie ergibt sich fiir r; = 4.83, ein

Wert der sich gut mit Alkali-Metallen wie Na mit r, = 3.96 oder K mit r, = 4.86 vergleichen

lasst. Korrelationseffekte, wie etwa die Abschirmung des Coulomb-Potentials durch Elektronen-

Umverteilung (Korrekturen zu |®g)) ergeben weitere Terme

E 221 0916

+0.062 Inrg — 0.096 + - - - . (14.85)

Korrelationskorrektur

PTy 2 T
Die Berechnung dieser Korrekturen geht jedoch iiber die Zielsetzung dieser Vorlesung hinaus.

Wigner-Kristall: Im Jahre 1934 hat Eugene Wigner den Vorschlag gemacht, dass fiir sehr kleine
Elektronendichten ry — oo die Elektronen ein Gitter (Kristall) bilden wiirden. Dies kommt
dadurch zustande, dass die kinetische Energie schneller abnimmt als die Coulomb-Energie, wenn
rs gross wird. Wenn schliesslich die Coulomb-Energie dominiert, strebt das Elektronengas eine
statische regelméssige Ladungsverteilung an. Es ist sehr viel komplizierter die Energie dieses
kristallinen Zustandes abzuschiitzen. Eine Entwicklung, giiltig fiir 7, > 10, ist gegeben durch !

E 1.79  2.64
Ry . ri’ﬁ rs ~ 40. (14.90)
Der Wigner-Kristall ist bisher in dreidimensionalen Systemen nicht beobachtet worden. In zwei-
dimensionalen Systemen findet jedoch die Kristallisation der Elektronen statt. Ein Beispiel
sind Elektronen auf einer Helium-Oberfliche, wo sie ein Dreiecksgitter bilden (C.C. Grimes
& G. Adams, Phys. Rev. Lett. 42, 795 (1979)) mit rs ~ 10*. Kiirzlich beobachtete Metall-
Isolator-Uberginge in zweidimensionalen Elektrongasen in Halbleiter-Heterojunctions kénnen
moglicherweise als Ubergang zwischen einem Gas mobiler Elektronen und einem Wigner-Kristall
eingefrorener (immobiler) Elektronen interpretiert werden.

!Eine einfache Betrachtung, die auf diesen Ausdruck bis auf numerische Abweichung fithrt, kann aus folgendem
Modell hergeleitet werden. Wir betrachten ein Gitter lokalisierter Elektronen. Ein einzelnes Elektron beansprucht
eine Kugel mit dem Radius ro. Diese Kugel wird als uniform positv geladen betrachtet (Hintergrundsladung).
Ausserhalb verschwindet die Ladung, da sich Hintergrundsladung und die Ladung der andern Elektronen dort
kompensieren. Dies ist eine etwas grobe Annahme, aber ergibt ein niitzliches Bild. Wir berechnen nun die poten-
tielle Energie des Elektrons (pro Volumen), wenn es sich um 7 vom Kugelzentrum verschiebt (| 7| < rg):

3 70 dS / T dS / 3 2
V(7) U r +e/0 i’"]—i_% (14.86)
r 0

= g |7 — 7 7 — 7]~ 2ro

3

Damit hat der Hamilton-Operator, der die Bewegung des ”eingeschlossenen” Elektrons beschreibt, die Form

=2 2752 2

~ 3e

gr=r ;¢ 2 14.87
om * 2r3 2r¢ (14.87)

was einem harmonischen Oszillator und einer Konstante entspricht. Die Frequenz und die Grundzustandsenergie
sind gegeben durch
2 2
3 I
W= =  p=-2 % (14.88)

mrg 210 2

In dimensionslosen Einheiten fiihrt dies auf

E 3 3
R7y _ _E + 77,2/2 (14.89)

wobei der zweite Term den Beitrag der Nullpunktsbewegungen des lokalisierten Elektrons einschliesst. Dies kann
verglichen werden mit dem Resultat von R.A. Coldwell-Horsfall and A.A. Maradudin (J. Math. Phys. 1, 395
(1960)), welches aufgrund eines wesentlich verfeinerten Modells auf die Entwicklung (14.90) kommen.
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Phasendiagramm Wigner—Kristall von Elektronen auf He-Film

3F 1y T T T T ]
¥ Kristall |
%
Metall
R e

T(K)
weisse Flecken: Eindellungen der Oberflche

C.C. Grimes et al., Phys. Rev. Lett. 42, 795 (1979) durch Elekironen (Dreiecksgitter)
P. Leiderer et al., Surf. Sci. 113, 42 (1982)

14.6 Korrelationsfunktionen fiir Bosonen

Wir betrachten einen Zustand von N freien spinlosen Bosonen der Form

e o — (ot R AT g
@) =lng, ng,..) =@k )"Fi (@l y"wolo) (14.91)
wobei np =0,1,2,.... Der Erwartungswert der Teilchendichte ist dann
J
o ) Y PN 1
(@ U H(7) U (7)|®) = Ze DT (@)at a g —VZHE:n, (14.92)
E
ngog g

konstant iiberall.
Charakteristisch ist auch der Paarkorrelationsfunktion

(14.93)

aga

\ -
a
|
®
~
>
|
o
<
=
|
o
~
<y
|
<y
N
il
]
Q)
ETia
Q)
ST

' a 5| @)

Bei der Berechnung des Erwartungswertes miissen wir wiederum darauf achten, dass Teilchen,
die wir vernichten, wieder erzeugt werden miissen. Damit kommen nur folgende Kombinationen
von Wellenvektoren in Frage: (kK = k', ¢ = ¢’) und (k = ¢’, ¢ = k'), was nicht ausschliesst,
dass alle Wellenvektoren gleich sind. Daher finden wir

(®la'.alagza

i ®)

>
Q

7
=ngng (14.94)

woraus folgt, dass
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(14.95)

Nun betrachten wir zwei Fille: (I) ny = N , d.h. alle Bosonen belegen den gleichen Zustand

mit & 0. Daher finden wir sofort

Eko

N(N -1)
vz

so dass keine Korrelation vorliegt. Die Wahrscheinlichkeit das erste Teilchen bei # zu finden ist

N/V, so dass die Wahrscheinlichkeit fiir das zweite Teilchen noch (N — 1)/V betrigt.

(IT) Gauss’sche Verteilung:

L. 1
n?g(7 — ') = 2n? — WN(N+ 1) = (14.96)

3 N
no = BOT —(F-Fo/a?, (14.97)

bo(AVT)?

Daraus folgt

d3]€ - 1
2 (= =2 — 2 —ik(7F—7T R
n°g(7 — 7') n° + /(2@36 ng +(’)<V>

ne—A2(7F—7N2/4g—iko(F—7')

—n? (1 + e—AZ(F—f’)2/2) ! <‘1/> ‘

, 9

(14.98)

Wir sehen, dass die Wahrscheinlichkeit zwei Bosonen am selben Ort zu finden zweimal so gross ist
als die beiden sehr weit voneinander anzutreffen. Damit ist klar, dass im Gegensatz zu Fermionen
Bosonen die Tendenz haben, sich zusammenzuballen.

Hanbury-Brown and Twiss-Experiment: Photonen sind Bosonen, so dass man das Konzept der
Paarkorrelation mit ihnen testen kann. Betrachte eine Anlage der folgenden Form:
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Halbspiegel

Quelle > > @

\ Detektor

(2)
Detektor

wo ein Lichtstrahl aus einer inkohérenten Quelle an einem halbreflektierenden Spiegel in zwei
Strahlen aufgespaltet wird, die dann in zwei verschiedenen Detektoren 1 und 2 nachgewiesen
werden. Man betrachtet nun die zeitliche Korrelation der detektierten Photonen in den beiden
Detektoren:

LWLt + 1) = g(er) (14.99)

wobei iiber die Zeit ¢ gemittelt wird und ¢7 die rdumliche Distanz der Photonen vor dem Spiegel
angibt (¢: Lichtgeschwindigkeit). Das Resultat dieser Messung kann innerhalb der klassischen
Elektrodynamik diskutigrt werden. Betrachten wir zwei Moden gleicher Polarisation, die aus
der Quelle kommen: ae’* ™ und Be'*" 7. An den beiden Detektoren wird eine Superposition der
beiden beobachtet, deren Intensitit gegeben ist durch

I; = e 4 Be'Ti|2 = |a|? + |8]* + 2Re{a* Be!k=F)mi) , (14.100)

=0 fir inkohgi;ente Strahlung

wobei j = 1,2 mit 7; der Position des jeweiligen Detektors. Die Korrelation der beiden Signale
ist jedoch

— L "y 2
NIy = |a*+|B* +|ap)? [ehritikra 4 gikirithr2\ = — [ [ 4 9]0 B|? cos{(k— k) (r1 —12)}, (14.101)

woraus klar wird, dass die Korrelation maximal wird, wenn 7 = ry (¢7 = |r1—r2|, i.e. Distanz der
Photonen, die im Zeitabstand 7 aus der Quelle emittiert werden). Wenn wir wiederum annehmen,
dass die Verteilungsfunktion der Wellenvektoren Gauss’sche Form hat, dann ergibt sich die
gleiche Korrelationsfunktion wie in (14.98). Damit wird gezeigt, dass die Photonen tatsdchlich
Bosonisches Verhalten zeigen. Andererseits wird auch klar, dass diese Bosonischen Eigenschaften
im klassischen Superpositionsverhalten der elektromagnetischen Strahlung enthalten sind.

14.7 Bewegungsgleichungen fiir die Feldoperatoren

Als Operatoren konnen die Feldoperatoren natiirlich auch in der Heisenberg-Darstellung disku-
tiert werden, d.h. wir konnen ihre Zeitabhingigkeit betrachten:

~

U (7,t) = AN (7)e i Ht/N (14.102)

Damit kénnen wir nun auch die Bewegungsgleichung des Feldoperators herleiten:

mgt (7, t)=—[H, T (7 1) = - A/ H T (7)e HH/n (14.103)

Fiir die kinetische Energie ergibt dies
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(14.104)

1 N . . . .
_ 2/d3r’d3r” (GBI, @ ()] VG~ )8 () ()

- ;/d?’r’d?’rﬂ{ié(F” = YU = BHEA(F = P J V(= 7 () ()

(14.105)
Daraus ergibt sich die Bewegungsgleichung;:
. 8/\ - h2 2/\ hnd 3/AT —/ — N —/ = —
zha\ll(r,t) = —Q—V U(r,t)+ [ &r (7, O)V(Fr— 7))V (r, ) (r,t). (14.106)
m
Diese Gleichung kann auch im Impulsraum geschrieben werden:
0 R k2 1 _ s
ihsag(t) == —az()+5 Z an%,w(t) a g (ag, b) (14.107)
kl?qﬂ

Beachte, dass wir in der ganzen Formulierung die Spinindizes unterdriickt haben.

Es ist im allgemeinen nicht einfach, diese Gleichungen zu l6sen. Es gibt jedoch einige Ndaherungsmethoden,
die wir zum Teil im néchsten Kapitel betrachten werden, oder die zum Repertoire der Quanten-
feldtheorie gehoren und iiber diese Vorlesung hinausgehen.
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Kapitel 15

Die Atome und das Periodensystem

Die stationdren Zustdnde des Wasserstoffs und wasserstoff-dhnlicher Atome kénnen exakt be-
stimmt werden. Dies ist nicht mehr moglich, wenn wir Atome mit mehr als einem Elektron
betrachten. Wir werden in diesem Kapitel die Struktur dieser komplizierteren Atome betrachten
und einige Ndherungen zu deren Beschreibung einfiihren.

Der grundlegende Hamilton-Operator fiir die Atome hat die folgende Form

goy 2t oyze ¢ 15.1
=2 o 2 m T (15-1)

wobei Ze die Ladung des Kerns sein soll. Fiir neutrale Atome ist N = Z. Die Hauptschwierigkeit,
eine Losung des stationéren Problems zu finden, liegt in der Elektron-Elektron-Wechselwirkung,
d.h. im letzten Term. Sonst wiirden einfach Produktzustinde des wasserstoff-dhnlichen Atoms,
die wir dann geméss dem Pauli-Prinzip mit Elektronen besetzen kénnen, das Spektrum und die
Struktur des Atoms ergeben.

Schon der einfachste nicht-triviale Fall, das neutrale Helium-Atom mit Z = 2, bereitet Schwie-
rigkeiten. Wir haben im Kap. 10 eine variationelle Losung betrachtet, indem wir als Ansatz
einen Produktzustand zweier Wasserstoff-Grundzustandswellenfunktionen eingefiihrt hatten.

3 .
Po(1,2) = ¢15(71)P1s(72) Xo,0(51,52) mit  $15(7) =4/ B g=nl (15.2)
N—_———— s
VoAURSIANY

Das Pauli-Prinzip fiir Fermionen verlangt, dass die beiden Elektronen (beide sollen im nied-
rigsten Zustand (1s) sein), eine Spin-Singulett-Konfiguration (S = 0) einnehmen miissen. Die
Minimierung des Energieerwartungswertes beziiglich x ergibt £ ~ —5.7Ry, was verglichen mit
der tatséichlichen Energie ¥ = —5.807 Ry eine nicht so gute Naherung darstellt. Die Korrelation
der Elektronen untereinander fehlt vollig, d.h. die Coulomb-Abstossung zwischen den Elektronen
sollte zu einer Unterdriickung der Wellenfunktion fithren, wenn 71 &~ 7. Wir werden hier zwei
Verfahren vorstellen, die eine verniinftige Naherung liefern und einige interessante Diskussionen
fiir komplexere Atome erlauben.

15.1 Thomas-Fermi-Niherung

Wir betrachten die Dichte der Elektronen n(7) als charakteristische Funktion des Atoms.
Wir nehmen an, dass n( ) langsam variiere (Léngenskala R), verglichen mit der de Broglie-
Wellenlédnge der Elektronen. Damit kénnen wir die Elektronen lokal als Fermigas betrachten
mit einer lokalen Fermi-Energie, die durch
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W2k (7)?

EF(F) - 2m

, kp(7)% = 3n%n(7) (15.3)

definiert ist. In dieser Betrachtungsweise ist die Langenskala der Elektronen k;l. Dies fithrt auf
eine kinetische Energie

T= /d% T(7) = /d?’r gEF(F)n(F), (15.4)

wobei T'(7) die lokale kinetische Energiedichte darstellt. Analog lisst sich die potentielle Energie
schreiben als

3 > g Ze? 1 5. 8. € N
P= [ drP(7)=— dr—n(r)—i—i d°r d°r Wn(r)n(r) (15.5)

Dabei erscheint der Faktor 1/2 beim zweiten Term, um Doppelzihlungen zu kompensieren. Die
totale Energie En(7)] =T + P wird jetzt variationell beziiglich n(r) minimiert. d.h.

0 n(7") = Ep(7)+ V(7),

(15.6)
wobei V() das skalare Potential darstellt. Diese Gleichung kann nach n(7) aufgelést werden:

LB SN APF) o 2R [, &
G G +/d |

— —»/‘

r—r

[—2mV ()]

() = 5 53 (15.7)
Mit V2| 7|71 = —47d(7) folgt, dass V(7) fiir | 7| > 0 die Poisson-Gleichung erfiillt
V2V (7) = —4me’n(7). (15.8)
Diese Gleichung soll die Randbedingungen erfiillen, dass
V() = —Z5 fir -0
(15.9)

V(rF)—0 fir 7 — oo,

d.h. fiir kleine r sehen wir nur das Kernpotential und fiir grosse r verschwindet das Potential,
weil das Gesamtatom neutral sein soll. Wir kénnen davon ausgehen, dass im Grundzustand die
Ladungsdichte rotationssymmetrisch um den Kern herum verteilt ist. Daher erhalten wir durch
die Kombination von (15.7) und (15.8)

10 (450 4e? 3
—— (= = _— {2 /2 15.1
r2 Or <T 87"V(r)> 37rh{ mV(r)} (15.10)
Wir reskalieren die Variablen
ZY3y rV(r) ag (3w 2/3
= d(r)=——rt, b=—2(22) 15.11
=5 e =-15 0= () (15.1)
Damit lautet die reskalierte Differentialgleichung
d*®
1/2 _ 3/2
zY/ 5 = 0() / (15.12)

mit der ersten Randbedingung ®(0) = 1. Die numerische Losung ergibt
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1-16z z—0
O(x) ~ (15.13)

144 273 >

Die Grundzustandsenergie ergibt sich numerisch: E ~ 20.8Z7/3 ¢V. Das Potenzverhalten bei
grossen Distanzen ist natiirlich inkorrekt, denn daraus folgt, dass n(r) oc =% und nicht, wie es
korrekter wire, exponentiell zerfiallt. Die Grenzen der Nidherung werden einerseits fiir r — oo
erreicht, da die kinetische Energie verschwindet (kr(r) — 0), und andererseits fiir » — 0, wo
V(r) oc =1 zu schnell variiert. In beiden Grenzbereichen kann die Bedingung R > k;l nicht
mehr aufrecht erhalten werden.

Nichtsdestoweniger erlaubt die Thomas-Fermi-Ndherung einige interessante Diskussionen. Der
Radius des Atoms skaliert mit Z~'/3, wihrend ®(z) fiir alle Atome identisch ist. Daraus folgt,
dass mit ansteigendem Z der Grossteil der Elektronen immer néher am Kern liegt. Wir kénnen
daraus auch eine grobe Abschétzung fiir die Giiltigkeit der Thomas-Fermi-Néherung ableiten.
Die typische Wellenlinge der Elektronen skaliert mit kp ~ V12 ~ (Z/Z71/3)1/2 ~ Z2/3 5o
dass kpR ~ Z%/3271/3 = Z1/3_ Das bedeutet, dass die Niherung mit steigender Ladungszahl Z
immer besser wird.

Drehimpulsschalen: Es ist auch instruktiv, den Drehimpuls in unsere Betrachtungen miteinzube-
ziehen. Wie wir frither gesehen haben, kénnen wir ein effektives radialsymmetrisches Potential
der Form (fir [ # 0)

f(r) =V (r)+ RU1/2)7 <4Z>2/3 12 [—22/3(1)(36) 4 127 ( . )2/3] (15.14)

2mr? 3r ag x x2 3

schreiben, wobei wir hier fiir die quasiklassische Niaherung [(I41) durch (I4+1/2)? ersetzt haben.!
Ein gebundener Zustand ist nur moglich, wenn Vg einen attraktiven Teil hat. Wir kénnen nun
untersuchen, wie sich dieses Potential als Funktion von [ und Z verhélt. Um ein attraktives
Potential zu erhalten, ist fiir gegebenen Wert von [ die Grenzbedingung an Z dann erfiillt, wenn
das Potential in den eckigen Klammern von (15.14) als Funktion von Z bei einem endlichen
Wert von z verschwindet und dort auch eine verschwindende Ableitung hat (siehe Figur).

A

v X

[ klein genug

[ zu gross

Diese Bedingung kann aus Gleichung (15.14) bestimmt werden. Das numerische Resultat ergibt

Z =~ 0.155(21 4+ 1)3. (15.15)

Wenn wir jeweils zur néchsten ganzen Zahl abrunden, ergeben sich fiir Z(I) Grenzwerte, oberhalb
derer die Thomas-Fermi-Atome mit Elektronen hoherer Drehimpulse stabil sind. Dies ergibt die
folgende Sequenz stabiler Atome:

Drehimpuls =0 <1 1 <2 1 <3
TF-Atom 7 <4 5< 7 20< 7 54 < Z
l S s&p s,p&d s,p,d & f
wirkliche Atome | sfir Z>1 | pfir Z>5 | dfir Z>21 | ffir Z > 58

'Fiir Details sieche Landau & Lifschitz, Quantenmechanik Band III, §49, 70 und 73.
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Dies ergibt eine verbliiffend gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Natur. Ferner findet
man aus dieser einfachen Beziehung, dass fiir [ = 4 Z > 113 sein miisste. Dies liegt gerade
um die Grenze der heute erreichbaren Ladungszahlen der kiinstlich erzeugbaren Elemente. Das
hochste erreichte Z ist 118 und heisst zur Zeit ” Ununoctium”, was der Zahl 1-1-8 entspricht.

einer Ladungszahl oberhalb der Grenze der bekannten natiirlichen und kiinstlich erzeugten
Elemente (Zq; = 106 fiir Unh, Unnilhexium).

15.2 Hartree-Nadherung

Eine weitere Niherung, im wesentlichen basierend auf der Renormierung des Potentials V' (r)
durch die Elektronen, ist die Hartree-Ndherung. Diese erlaubt eine bessere Behandlung der
kinetischen Energie, da man ein effektives Einteilchen-Problem 16st. Wir fithren die Einteilchen-
Wellenfunktionen ;( ) mit den Einteilchen-Energien ¢; ein. Die Elektronendichte, die wir vor-
her betrachtet hatten, ist

besetzt

> ()P (15.16)
J

Diese Wellenfunktion ist eine Losung der Schrédinger-Gleichung

272
(- + 7)) i) = i) (15.17)

wobei das effektive Potential gegeben ist durch

. 72 5 o2 besetzt
Vi(7) ===~ +/d Z i (712 (15.18)
J#

Dieses System von Differentialgleichungen (15.17) muss nun gelost werden und die Losungen
wieder in (15.18) eingesetzt werden, bis iterativ eine selbstkonsistente Losung gefunden wird,
d.h. das effektive Potential wird durch Wellenfunktionen erzeugt, die Losungen der Gleichungen
(15.17) sind. Die Gesamtenergie ist dann

besetzt 2 besetzt

= 2 s / Pradv = 30 (= 0)lei(PPles (7P, (15.19)

U
In der Hartree-Néherung hat die Gesamtwellenfunktion daher die einfache Produktform

U(L,...,N)=¢1(1) - on(N), (15.20)

wobei alle Einteilchenwellenfunktion orthogonal zueinander sind und den N tiefsten Energie-
werten entsprechen, inklusive der Entartung fiir die beiden Spins (ohne Spin-Bahn-Kopplung).
Damit haben wir zum Teil das Pauli-Prinzip beriicksichtigt, dass keine zwei Elektronen im
gleichen Zustand sein kénnen. Wir haben jedoch hier nicht die total antisymmetrische Gesamt-
wellenfunktion benutzt, wie es fiir Elektronen eigentlich verlangt wird. Damit fehlt natiirlich
hier die Korrelation durch den Fermionen-Austausch.

15.3 Hartree-Fock-Nidherung

Im néchsten Schritt wollen wir nun die Fermionen-Austausch-Eigenschaften in unsere Rechnung
einschliessen. Das bedeutet, dass wir nicht nur eine einfache Produktform der Vielelektronen-
Wellenfunktion betrachten, sondern eine Slater-Determinante wie in Kapitel 13 eingefiihrt,
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pr(l) - @r(N)
v(1,2,...,N)= — : : (15.21)
en(1) .. en(N)
wobei ;(7) eine Einteilchenwellenfunktion bezeichnet fiir den Zustand mit Index ¢ und den Koor-
dinaten j (— (7, sj)). Wiederum sind fiir den Grundzustand die Einteilchenzusténde mit nied-
rigster Energie sukzessive mit je einem Teilchen besetzt. Um die Einteilchen-Wellenfunktionen
zu bestimmen, kénnen wir wieder ein Differentialgleichungssystem aufstellen im gleichen Sinne
wie bei der Hartree-Ndherung. Es gibt verschiedene Methoden, diese herzuleiten. Wir wéhlen
hier einen variationellen Zugang, indem wir die Energie mit der Wellenfunktion ¥(1,2,..., N)
als Funktional aufschreiben:

~ V (7)) e
Elpil = (H) Z/d3 {_’hv;}i )l ‘Zﬂ| |901,(77)|2} > e </d37" |<Pi(77)|2—1)

7

1 . N N -
4y 3 [ VT = a7y (7
.3

1 — — *x [ = — * [ = —
5 DGy [ [ V(= )P 7 (),
0,

(15.22)
wobei die Summen iiber die besetzten Zustidnde fithren und ¢; als Lagrange-Multiplikator ein-
gefiihrt wird, um die Normierung der Wellenfunktion zu garantieren. Das Minimum dieses Funk-
tionals soll nun variationell bestimmt werden, was auf folgende Gleichungen fiihrt,

. h2V2 Ze? R
i) = | ==, == | ¢i7)
besetzt
+ / ErV(E =) S LG F)s(7) = bsp st (7 )i 7)oy (7

' Hartree F(;,ck

(15.23)
Die resultierende Gleichung ist eine nichtlineare Integro-Differentialgleichung und kann nur
numerisch gelost werden. Dabei muss diese Gleichung auch wieder selbstkonsistent fiir alle
Einteilchen-Wellenfunktionen gelost werden wie bei der Hartree-Néherung. Der Eigenwert ¢;
entspricht ndherungsweise der Energie des Teilchens j, um es aus dem Atom zu entfernen. Dies
wird Koopmans Theorem genannt. Offensichtlich erhélt der Lagrange-Multiplikator hier die Be-
deutung der Einteilchenenergie. Beachte, dass wir die Hartree-Ndherung genau gleich herleiten
konnen, indem wir den Austauschterm (Fock) weglassen.
Die Gleichung (15.23) beinhaltet zwar die fermionische Korrelation zwischen Elektronen mit
gleichem Spin, aber nicht zwischen Elektronen mit verschiedenem Spin. Das bedeutet, dass hier
die gegenseitige Coulomb-Abstossung der Elektronen nicht zu einer zuséitzlichen Korrelation
(Elektronen stossen sich gegenseitig ab) in der Vielteilchen-Wellenfunktion fiihrt. Korrelati-
onskorrekturen miissen durch andere Ndherungsmethoden, z.B. stérungstheoretisch, gefunden
werden.

E= EO + Ee—e—Coul + EAustausch + EKorrelation (1524)
~— —_——— —_— —_——
Einteilchen Hartree Fock andere Methoden

Mit der Hartree-Fock-Niéherung konnen wir nun die Energien eines leichten Atoms mit der
Genauigkeit von der Grossenordnung 0.1Ry ~ leV berechnen. Fiir viele Eigenschaften ist dies
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jedoch nicht ausreichend. Hier einige Beispiele fiir die Energie (in Ry) in der Hartree-Fock-
N&ahrung:

Atom | Epp Egrp | Eoxakt

He —7.7 —5.724 | —5.808

Be —39.8 | —29.146 | —29.334

Ne | —329.5 | —257.1 | —257.86

Wiéhrend die Thomas-Fermi-Ndherung nicht akzeptable Energiewerte liefert, ist immerhin die
Skalierung der Energien mit Z 7/3 nicht so schlecht, wie man leicht sehen kann.

15.4 Das Periodensystem

Die Energien ¢; kénnen wegen der Rotationssymmetrie des Atoms, wie im Falle des Wasserstoff-
Atoms, durch die Quantenzahlen n, [ und m ausgedriickt werden. Die Priasenz anderer Elektronen
fiihrt natiirlich zur Deformation des Kern-Coulomb-Potentials, so dass die grosse Entartung der
Energieniveaus des Wasserstoffspektrums teilweise aufgehoben wird. Die verbleibende Entartung
(in der nicht-relativistischen Ndherung) ist durch den Drehimpuls und die beiden Spinzustéinde
des Elektrons gegeben: 2 x (21 + 1) fiir die Energie €; = ¢,,;. Somit ergibt sich fiir jedes ¢, eine
sogenannte Schale, die mit Elektronen (je einem pro Zustand |n,l,m,s)) gefiillt werden kann:

s-Schale (I =0) | 2 Elektronen
p-Schale (I =1) | 6 Elektronen
d-Schale (I = 2) | 10 Elektronen

f-Schale (I = 3) | 14 Elektronen

Das Erhohen der Kernladung Ze bewirkt die sukzessive Fiillung dieser Schalen. Wie die Sequenz
der Quantenzahlen n und [ geordnet nach ihren Energien ¢,,; aussieht, kann nicht durch einfache
Argumention, sondern nur durch komplizierte Rechnung oder Experimente bestimmt werden.
Es gilt ndherungweise

€1s < €25 < €2p < €35 T €3p < €45 < €3¢ < E4p < E5s
(15.25)

< €ygq < E5p < €6s < Eqf < €Exd < Epp < E7s < E5f < E6d < ETp

Damit lésst sich das Periodensystem der Elemente beinahe zusammenstellen. Die Auffiillung der
Energieschalen gestaltet sich folgendermassen:
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Elemente Ladungszahl Z | zu fiillende Schalen: n,!
H - He 1-2 1s
Li - Be 3-4 2s
B - Ne 5-10 2p
Na - Mg 11-12 3s
Al - Ar 13- 18 3p
K- Ca 19-20 4s
Sc - Zn 21 - 30 3d
Ga - Kr 31-36 4p
Rb - Sr 37 - 38 5s
Y - Cd 39 - 48 4d
In - Xe 49 - 54 5p
Cs - Ba 55 - 56 6s
La - Lu 57 - 71 5d 4f
Hf - Hg 72 - 80 5d
T1 - Rn 81 - 86 6 p
Fr - Ra 87 -88 7s
Ac- Lr 89 - 103 6d 5f
Rf- Rg 104 - 111 6d 7s

Uun,Uuu,Uub 110 - 112 6d 7s ?
Uuq,Uuh,Uuo 114,116,118 7

Wir nennen Elemente mit teilweise gefiillten s-Schalen Alkali-Metalle, mit teilweise gefiillten 3d-
, 4d- oder 5d-Schalen Ubergangsmetalle und mit teilweise gefiillten 4f- oder 5f-Schalen Seltene
Erden.

Periodensystem der Elemente
Gruppe 1 2 3 4 5 L] 7 B 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
I I I Iv v VI VID VI
Periode Schale
1 K
2 L
3 M
4 N
5 L]

Lanthanoide

Actinoide

[AGHmERIEY| rootiaimetstle  Lanthanoice [ AGHRGie] ] Ubergangsmetlle
 vewle  [IHEbmEGIET]  roogene  Edelgese  [SERGSIGH
Periodensystem: Wikipedia hitp://de.wikipedia.org/wiki/Periodensystem

Chemische Eigenschaften: Die chemischen Eigenschaften werden von den &ussersten Elektronen
bestimmt. Elemente mit denselben Konfigurationen der dussersten Schale sitzen in der gleichen
Spalte der Periodentabelle und haben dieselben chemischen Eigenschaften.

o teilweise gefiillte s- und p-Schalen sind dusserst wichtig fiir chemische Bindungen, da sich
diese Orbitale weit ausdehnen. Insbesondere sind Elemente die nur ein s-Elektron besitzen

170



besonders reaktiv (H und die Alkali-Metalle Li - Fr). Grosse Reaktivitét finden wir auch
fiir Elemente, die ihre p-Schale bis auf ein Elektron aufgefiillt haben (Halogene F - At).

e vollstindig gefiillte s- und p-Schale finden wir fiir die Edelgase He, Ne, A, Kr, Xe und Rn.
Diese gehen keine chemischen Bindungen ein.

o teilweise gefiillte d-Schalen der Ubergangsmetalle sind chemisch nicht so relevant, da sie
nahe beim Kern liegen. Sie fithren jedoch zu magnetischen Eigenschaften, wie etwa dem
Ferromagnetismus von Fe, Ni und Co oder zu Antiferromagnetismus in Cr.

e teilweise gefiillte f-Schalen werden bei den seltenen Erden realisiert (Lanthanide und Ac-
tinide). Diese sind so nahe am Kern gebunden, dass sie chemisch eine sehr untergeordnete
Rolle spielen. Sie kénnen jedoch lokalisierte magnetische Momente erzeugen und sind ver-
antwortlich fiir Magnetismus in vielen Festkorpern.

15.5 Hund’sche Regeln

Fiir Elektronen mit teilweise gefiillten p-, d- oder f-Schalen stellt sich die Frage, wie sich die
FElektronen dieser Schalen im Grundzustand anordnen. Diese Frage kann am einfachsten am
Beispiel des Kohlenstoff-Atoms (1s? 2s? 2p?) mit zwei 2p-Elektronen illustriert werden. Die
Elektronen in der p-Schale haben 6 Zustédnde zur Verfiigung:

|pa)
| T)
lvp) = | |py) (15.26)
P} °(15)

Die beiden Elektronen kénnen unter 15 verschiedenen Konfigurationen “auswéhlen” (5-6/2!).
Die Energie der Zustdnde wird durch den Hamilton-Operator

~

H=Ho+H.+ H, (15.27)

mit

ﬁl)

mo-x{Tam

)

)} (15.28)

bestimmt, wobei V(7;) das effektive Potential in der Hartree-N&herung beschreibt, mit entarte-
ten Einteilchenzustédnden in der p-Schale. Die weiteren Terme spalten diese Entartung auf. Der
Korrelationsterm ist gegeben durch

- Z Z < +V( ?i)> (15.29)

#J
und die (relativistische) Spin-Bahn-Kopplung durch

_ = = 1 1dv -
H,=A L;,-S;,=—= Li-Si. 15.30
zi: 2m202rd7“zl: ( )

Die beiden Terme H ¢ und H so sind klein fiir kleine Z. Man kann sie grob abschétzen: Die
Korrektur zur Energie pro Elektron fiir den Korrelationsterm wird variationell durch die Varianz
abgeschétzt

= SN
E.~\/(H2) ~0.1 i leV VZ, (15.31)
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da der variationelle Erwartungswert der Hartree-Néherung (ﬁ ¢) = 0 ergibt. Der Spin-Bahn-
Kopplungsanteil hingegen folgt aus

<Hso>zm <;%> (L;- S))~a 527~ 1070V 25, (15.32)
v K2 ’

Ze2/a=Z2e2/a}

wobei das Thomas-Fermi-Resultat a = Z~/3ay verwendet wurde. Damit ist klar, dass fiir kleine
Z der Korrelationsterm dominiert, wihrend die Spin-Bahn-Kopplung mit steigendem Z rasch
zunimmt und fiir grosse Z den fithrenden Beitrag gibt. Die Grenze liegt ungefihr bei Z = 80 Pb
(Blei).

Wir kehren zuriick zum Kohlenstoff-Atom (1s% 252 2p?), um den Fall kleiner Z zu illustrieren.
Wir konzentrieren uns zunichst auf den Effekt des Korrelationsterms H ¢~ Um die Multipletts
zu beschreiben, die sich nach der Aufspaltung der Entartung ergeben, kombinieren wir den
orbitalen Drehimpuls und den Spin der beiden p-Elektronen durch Addition. Im ersten Schritt
finden wir fiir den Drehimpuls

Dy ® Dy =Dy @ D1 @ Da, (15.33)
d.h. Drehimpulse L von 0 bis 2. Fiir den Spin erhalten wir

D1 ® Di1 :Do@pl, (15.34)
2 2

was natiirlich der Spin-Singulett- und Spin-Triplett-Konfiguration entspricht. Ferner lassen sich
nun Drehimpuls L und Spin S wiederum in einen Gesamtdrehimpuls J zusammenziehen. Unter
Verwendung der Tatsache, dass die Wellenfunktion der beiden Elektronen unter Vertauschung
antisymmetrisch sein muss, kénnen wir nun die folgenden L-S-Multipletts erzeugen:

orbitaler Drehimpuls Spin Gesamtdrehimpuls 25+, Entartung
L = 2 symmetrisch S = 0 antisymmetrisch J=2 1D, 5
L =1 antisymmetrisch | S = 1 symmetrisch J=0,1,2 3Py, 3Py, 3Py 9
L = 0 symmetrisch S = 0 antisymmetrisch J=10 1S, 1

Beachte, dass die Vertauschungssymmetrie der orbitalen Wellenfunktionen von der Paritéit be-
stimmt wird (symmetrisch fiir gerade L und antisymmetrisch fiir ungerade L), und fiir den
Spin ist das Singulett (Triplett) die antisymmetrische (symmetrische) Konfiguration. Beachte,
dass die Gesamtzahl der in diese Multipletts aufgespaltenen Zustidnde wiederum 15 ist. Fiir die
L-S-Multipletts verwenden wir die Notation

Hp, (15.35)

d.h. die Multiplizitdt des Spin (25 + 1), den orbitalen und Gesamtdrehimpuls. Der orbitale
Drehimpuls wird durch die Grossbuchstaben S, P, D, F,G,H,I,... fir L = 0,1,2,3,4,5,6, ...
bezeichnet.

Fiir das C-Atom ergibt sich daraus die folgende Aufspaltung:
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[=0 S=0 'S, :

1s2 252 2p2 =2 S= ’

Is s P~ [=2 S=0 'D, 5
+

[=1 S=1 ‘°, °PR °R 0

LS-Multipletts 15

Es zeigt sich, dass das L = S = 1-Multiplett die niedrigste Energie hat. Eine weitere Aufspaltung
der Multipletts ergibt sich, wenn wir die Spin-Bahn-Kopplung einschalten. Dann verlieren L und
S ihre unabhingige Bedeutung, und nur J bleibt eine gute Quantenzahl. Wir fithren daher die
(J, M)-Basis ein

INLSMpMg) — |[NLSJM) (15.36)

mit M als Index fiir die Konfiguration (M = My + Mg). Wenn wir H so in der L-S-Multiplett-
Basis ausdriicken, kénnen wir ihn schreiben als

—

= = = = A
aLi-Si—»AL- 8§ =S +1) = L(L+1) = S(S+1)), (15.37)

7

wobei A von L und S abhingt. Man findet, dass A in unserem Fall positiv ist und daher J =0
dem tiefsten Energiezustand entspricht. Die Multiplett-Aufspaltung erfolgt daher in der Form:

[=0 S=0 'S,
s 1s?2s? 202 =2 s=0 'D,
~0.1TeV
3
[=] S=1 - }~o001ev 350
l
- sp

LS—Multipletts Feinstruktur

Die tiefste Konfiguration fiir das Kohlenstoff-Atom ist 3P,. Die Aufspaltung durch Spin-Bahn-
Kopplung nennt man Feinstruktur.

Fiir leichte Atome erhalten wir also die Multiplett-Konfiguration iiber die L-S-Multipletts des
totalen orbitalen Drehimpulses und Spins, die durch H . aufgespalten werden. Diese werden
dann durch die schwache Spin-Bahn-Kopplung in einen totalen Spin J kombiniert.

L= Z Ei, S = Z S, He L-S-Multipletts Heo  J=1 + S Feinstruktur
i i

(15.38)
Wenn wir zu schweren Atomen iibergehen (Z > 80), dann sind beide Korrekturen nicht mehr
klein und eine storungsméissige Betrachtungsweise ist nicht mehr angebracht. Die Spin-Bahn-
Kopplung ist nun dominierend, so dass wir als Ausgangspunkt die Einteilchenzustidnde in ihrer
Gesamtdrehimpuls-Basis betrachten miissen, J P = I_jz + S i- Der Korrelationsterm gibt dann
eine Kopplung fiir die J ; und definiert den Gesamtdrehimpuls J des Atoms (j7-Kopplung).
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Ei, 51 h jlz EZ+§1 i jIZjZ (15.39)

Hund’sche Regeln: Wir formulieren nun die Hund’schen Regeln fiir die Konfiguration der teil-

weise gefiillten Schalen, die empirisch hergeleitet wurden. Es lassen sich jedoch auch einige
Plausibilitatsargumente finden, um diese Regeln zu begriinden.

1.
2.
3.

Das L-S-Multiplett mit dem grossten Spin S hat die kleinste Energie.
Falls mehrere L mit dem gleichen S moglich sind, hat das grosste L die niedrigste Energie.

Die Spin-Bahn-Kopplung ergibt folgenden Gesamtdrehimpuls: J = |L — S| fiir halb und
weniger als halb gefiillte Schalen, und J = L + S fiir mehr als halb gefiillte Schalen.

Wir geben nun einige Argumente fiir diese Regeln:

1.

Der maximale Spin S fiihrt auf eine vollstindig symmetrische Spinwellenfunktion, so dass
die orbitale Wellenfunktion vollstdndig antisymmetrisch sein muss. Die Elektronen kom-
men sich wegen der Austauschkorrelation nicht so nahe. Der Effekt der abstossenden
Coulomb-Wechselwirkung wird auf diese Weise reduziert.

. Fiir maximalen Drehimpuls L sind die Elektronen weiter vom Kern entfernt und haben

folglich eine kleinere Dichte. Auch dies reduziert die Coulomb-Energie. Zudem ergibt sich
diese FEigenschaft auch direkt aus der Antisymmetrisierung der orbitalen Wellenfunktion.

. Fiir die Spin-Bahn-Kopplung betrachten wir zunéichst den Fall, dass die Schale halb oder

weniger als halbgefiillt ist. Dann sind alle Spins parallel, d.h. fiir diesen Hilbertunterraum
gilt

‘(Ql>

= = = a > = = =
aZLi-SiNaZLi~n%EL~S:AL-S, (15.40)

7 7
so dass A ~ a/n > 0 und J = |L — S| die Energie minimiert (25 = n = Anzahl
Elektronen in der Schale). Fiir mehr als halbgefiillte Schalen kénnen wir das folgende
Mangver durchfithren. Wir addieren den Beitrag fiir die nicht besetzten Spins (ergibt ganz
gefiillte Schale) und subtrahieren ihn wieder. Da die gefiillte Schale verschwindende Spin-

Bahn-Kopplung hat (Spin-Singulett) verbleibt der subtrahierte Term —a ), L, S Nun
konnen die Spins und Drehimpulse als “Loch”-Spin und -Drehimpuls aufgefasst werden

mit § = — > S,ud L =— > L ;. Da diese wiederum ausgerichtet sind, erhalten
wir A ~ —a/n < 0 mit (25 = n = Anzahl fehlender Elektronen in der Schale). Damit wird
natiirlich J = L 4+ S der Gesamtdrehimpuls minimaler Energie.

Diese Argumente basieren auf der Betrachtungsweise fiir leichte Atome. Die Hund’schen Regeln
gelten aber fiir alle Atome. Wir wenden sie hier fiir zwei einfache Beispiele an:

e Stickstoff (N) mit der Elektronkonfiguration 1s%2s?2p3 (Z=7): Dies ist eine halbgefiillte

p-Schale. (1) der maximale Spin ist S = 3/2 und (2) der maximale mégliche Drehimpuls ist
L =0(=1+40-1). Daraus ergibt sich mit der Spin-Bahn-Kopplung (3) J = |L— S| = 3/2.
Die resultierende Konfiguration ist 4Ss /2-

e Samarium (Sm) mit der Elektronkonfiguration [Xe]6s24f% (Z=62): Dies ist eine weniger

als halbgefiillte Schale. (1) der maximale Spin ist S = 6 x 1/2 = 3 und (2) der maximal
mogliche Drehimpuls ist L = 3(= 342+ 1+0—1-2). (3) die Spin-Bahn-Kopplung ergibt
J =|L — S| = 0. Die Konfiguration ist daher 7Fy.

174



Grundzustandskonfigurationen fiir d-Schale nach der Hund’schen Regel:

n =21 0 -1 —2| § |L=|L J:{’LLJ:S*?' Zig Symbol

1 ! 1/2 2 3/2 D3 o

2 ! ! 1 3 2 3Fy

3 ! ol 3/2 3 3/2 1F3

4 | [ 2 2 0 ®Dy

5 1 Lol L] 5/2 0 5/2 0552

6 [ A A A A 2 4 Dy

7 [ A A A A = 7 3 9/2 *Fy

8 [ R P A 3 4 °Fy

9 [ P A I A A S /0 2 5/2 Do

LU N R A A A e 0 0 'So

Grundzustandskonfigurationen fiir f-Schale nach der Hund’schen Regel:
L-5 n<7

n |l,b=3 2 1 0 -1 -2 =3| S |L=|>1] J_{|L+S‘ 07 Symbol
1 ! 1/2 3 5/2 *F5)9
2 | ! 1 5 4 SHy
3 I | 3/2 6 9/2 Ty
4 ! Lol 2 6 4 °L
2 T A A A 5/2 5 5/2 SHy )
6 1 ol 3 3 0 "Fy
r A A A A A A A B 77 0 7/2 857/
8 w4+ 4+ L L 13 3 6 "Fe
o | 1L 1oL L L L 1|82 5 15/2 Hyso
L R T 6 8 oIy
L e e - 7 6 15/2 Ii5/2
S A ! 5 6 °H
L R A Y 3 7/2 2Fr /o
L I S B A A P P F R 0 0 "So

15.6 Zeeman-Effekt und magnetisches Moment

Atome mit teilweise gefiillten Elektron-Schalen haben ein magnetisches Moment, an das das
Magnetfeld koppeln kann. Dies wird durch den Hamilton-Operator

~ e ~ ~ (&
HZ:%(LZ+2SZ)BZ:2

mc

(J.+ S.)B.

(15.41)

beschrieben. Die Multiplett-Zustéinde des Atoms sind Eigenzustéinde des Gesamtdrehimpulses

J : INLSJM). Daher kénnen wir den Erwartungswert (5.) nicht so einfach wie (J.) = M
ausdriicken. Es zeigt sich jedoch, dass (S ,) o« (J ) ist. Dies ergibt sich aus folgenden Bezie-
hungen:

S(L-S)

—(L-8)8 =—in§ x L (15.42)

—~

wobei wir verwendet haben, dass S x § =ih S . Durch das Vektorprodukt mit J erhalten
wir

o~
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—_ —_—~ ~ — — o~

Sx J(L- 8§

n
»y
X
N
Il
|
~.
=t
Uy
X
N
X
o

(15.43)

=—in{L(S-J)= S(L-J)}y=in{—J (8- -J)+ § J2.

Da |[NLSJM) ein Eigenzustand von L - S ist, muss der Erwartungswert von (15.43) ver-
schwinden, so dass folgt

2o (7 (ST (15.44)

<

(S
Daraus konnen wir herleiten, dass

JJ+1)+8(S+1)— L(L+1)

Sy =(J. , 15.45
(8.)=(J2) ST 1) (15.45)
denn
= =~ 1 ~, =, =
S-Jzi(JQJr S2- L?). (15.46)
Somit ist die Zeeman-Energie
EZ = ,U,Bg]MBz y (15.47)
mit dem Landé-Faktor
—L(L+1
gJ:1+J(J+1)+S(S+1) L(L+ ). (15.48)

2J(J +1)

Damit folgt auch, dass das magnetische Moment eines Atoms mit Gesamtdrehimpuls J ausge-
driickt wird als

= _ BB
="y

Zum Beispiel hat Stickstoff ein magnetisches Moment der Grosse p = 3 p und Samarium g = 0.

gr J . (15.49)

Beachte, dass fiir leichte Atome und starke Felder die Zeeman—Energle die Feinstruktur-Aufspal-

tung iiberschreiten kann. Dann kénnen wir L und S wieder als unabhéngig betrachten. In
diesem Grenzfall sind S,5,, L, L, und .J, Konstanten der Bewegung, nicht jedoch der Gesamt-
drehimpuls J:

Ez = pupB, (M + 2Mg) + AM Mg. (15.50)
Dies wird auch Paschen-Back-Effekt genannt.
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Kapitel 16

Molekiile und chemische Bindungen

Molekiile, bestehend aus mehreren Atomen, sind Konglomerate von Kernen und Elektronen. Die
Stabilitdt dieser Gebilde fiihrt unweigerlich auf die Diskussion der chemischen Bindungen, die
auf quantenmechanischen Prinzipien aufbauen. Wir unterscheiden zwei wesentliche Typen von
solchen Bindungen, heteropolare und die homdopolare Bindungen.

Heteropolare Bindungen kommen zustande, wenn zwei verschiedene Atome zusammenkommen,
wobei das eine dem anderen ein oder mehrere Elektronen iibertriagt. Damit besitzen wir ein
positiv und ein negativ geladenes Ion, die sich gegenseitig elektrostatisch anziehen. Man spricht
dann auch von ionischen Bindungen oder, im Falle von Festkorpern, von einem Ionengitter.
Kochsalz NaCl ist ein typischer Fall einer Ionenverbindung, wobei Na ein Elektron an Cl abgibt,
so dass Na®™ und Cl~ sich anziehen. Dieser Vorgang kann nur innerhalb der quantenmecha-
nischen Beschreibung der Atome verstanden werden. Na hat ein 3s-Elektron in der dussersten
Schale, wiahrend Cl 5 3p-Elektronen besitzt. Dadurch, dass ein Elektron von Na and Cl {ibergeht,
besitzen beide Atome nur komplett gefiillte Schalen. Im Endeffekt kénnen wir diese Ionen
ndherungsweise als wechselwirkende geladene Teilchen ansehen, die einen gebundenen Zustand
annehmen.

Homdopolare Bindungen basieren auf dem Prinizip der geteilten Elektronen. Dazu gehoren alle
diatomischen Verbindungen aus gleichen Atomen, wie etwa das Wasserstoff-Molekiil Ho, das uns
im Folgenden beschéftigen wird. Die Beschreibung der homoopolaren Molekiile ist um einiges
komplexer als die der Atome, da sie die Dynamik der Kerne und der Elektronen beinhaltet,
wobei sehr viel weniger Symmetrien als bei Atomen vorliegen. Wihrend wir bei der Diskussion
der Atome uns auf die Elektronen konzentriert und den Kern nur als Potentialquelle betrachtet
haben, ist das Problem der Molekiile ein echtes Vielteilchenproblem mit verschiedenen Teil-
chensorten. Es zeigt sich jedoch, dass wir die Dynamik der Kerne und der Elektronen separieren
diirfen, da diese sehr unterschiedliche Massen haben.

16.1 Separation der Energieskalen

Wir wollen einige einfache Abschiatzungen machen, um die Separierung der beiden Energieskalen
fiir Kerne und Elektronen aufzuzeigen. Der ausschlaggebende Punkt liegt im grossen Unterschied
der Masse von Elektronen und Kernen, m bzw. M:

% ~ 1073 — 1075, (16.1)

Damit lassen sich die Bewegung der Elektronen und Kerne unabhéngig voneinander betrachten.
Die Elektronen bewegen sich so schnell, dass die sich langsam verédndernden Kernkonfigurationen
von ihnen als quasistatisch empfunden werden. Andererseits wird die Wechselwirkung der Kerne
und ihre Dynamik durch stationére Elektronenzustinde bestimmt (adiabatische Anpassung der
Elektronen).
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Vergleichen wir einige Energien fiir ein diatomisches Molekiil aus zwei identischen Atomen.
Das Molekiil hat die charakteristische Ausdehnung R (~ Abstand der Kerne). Die typische
Elektronenenergie

p2 h2

T om " 2mR2
ergibt sich aus der Unschérferelation. Die Kernbewegungen des Molekiils beinhalten Translatio-
nen, Vibrationen und Rotationen. Relevant sind fiir den Vergleich nur die letzten beiden. Die
Vibration kann als Bewegung in einem harmonischen Potential aufgefasst werden (Federmodell
des Molekiils). Die potentielle Energie Mw?r?/2 (r: Auslenkung vom Gleichgewichtsabstand R)
hingt mit F, zusammen. Eine Auslenkung des Molekiils um R wiirde einer Energie vergleichbar
mit E. entsprechen. Daher kénnen wir w abschétzen durch:

MR~ B e J2E (16.3)
mR2 vib — ﬁMmR? M e - .

Die Energie der Vibration fithrt auf

E.

(16.2)

— = Vg =-—~
M

2

(16.4)

die Kerngeschwindigkeit, die viel kleiner ist als die Elektronengeschwindigkeit. Auch die charak-
teristische Auslenkung der Molekiilschwingungen,

ho\ 1?2 m1/4
5R:<Mw> N(M) R, (16.5)

ist viel kleiner als die Molekiildimension R.
Die Rotationsenergie wird vom Trigheitsmoment I = M R? bestimmt,
ﬁQZ(l +1) K2 m
E, ot = ~ ~—F 16.
rot 27 M R2 M e ( 6 6)

und ist auch viel kleiner als E.. Wir finden die Hierarchie

Ee > Evib > Erot ) (167)

die wir im letzten Abschnitt noch einmal etwas detailierter betrachten werden.

16.2 Born-Oppenheimer-Niherung

Wir wollen nun die adiabatische Formulierung von Born und Oppenheimer betrachten. Die
Schrodinger-Gleichung fiir unser Vielteilchenproblem hat die Form

h? n . N hQ . . 5
——> VI, =) V% 4V (i, R) = By(F, R). (16.8)

Dabei bezeichnet V = V. + Vo + Vi g die Coulombpotentiale zwischen Elektronen, zwischen
Elektronen und Kernen, und zwischen Kernen. Zur Vereinfachung der Notation verwenden wir
7 fur (71, 72,..., 7p) und R fiir (ﬁl, Ro...., EN), die Elektron- bzw. Kernkoordinaten. Nun
fithren wir den Ansatz

W(7, R) =ug(F)w(R) (16.9)

ein, wobei u ;5 (7) die Losung der Gleichung
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2 n
{—hz ﬁiﬁv}uﬁ(F):U(ﬁ)uﬁ(F) (16.10)

fiir gegebene Kernkonfiguration R ist. Dies ist das elektronische Problem, wobei U(E) den
Eigenwert der Losungen darstellt. Wir nehmen an, dass sowohl u 5 () als auch U( R ) eine stetige

Abhéngigkeit von R haben. Dann kénnen wir die Schrodingergleichung (16.8) neu schreiben als

N
Yo Vi TUR) — B p (7 R) =0 (16.11)

oder

=1 M
(16.12)
N 2 L. R N -
S (BT g (7) 2% () (F (7))
j=1""

Wir multiplizieren die Gleichung mit u 5 (7)* und integrieren iiber alle Elektronenkoordinaten
7. Der resultierende Term auf der rechten Seite der Gleichung ist sehr viel kleiner als die linke
Seite. Zunéchst gilt

S I e "
/d?’rué(r) Vﬁjuﬁ(r):2vﬁj/d3r |uﬁ(r)|2:0, (16.13)

da die Wellenfunktion des gebundenen Zustandes reell gew#hlt werden kann und unabhéngig

—

von R normiert ist. Ferner findet man

) - K2 m
3 * — 2 — 3 -\ (2
_ ~ LU = ~ — S =——F E.. 16.14
5 d?“uR(r>§7RjuR(T) ZMRQ/dr”U,R(TN ” e K Le (6 )

Damit diirfen wir die Terme der rechten Seite vernachldssigen und erhalten die Gleichung fiir
die Kerndynamik:

<L

N
_212MJ ﬁj—i—U(R) w(R)=FEw(R). (16.15)
]:
Beachte, dass der Born-Oppenheimer-Ansatz (16.9) nicht beriicksichtigt, dass durch die Kern-
bewegung Matrixelemente zu anderen elektronischen Zustéinden auftauchen. Diese kénnen auch

abgeschiitzt werden und sind um einen Faktor (m/M)Y? unterdriickt, so dass wir auch diese
vernachléssigen kénnen.

16.3 Das Hj-Ion

Wir wollen nun das wohl einfachste Beispiel betrachten: zwei Protonen und ein Elektron, d.h.
das H2+ -Ion. Es gibt als Symmetrie den Spiegelungspunkt in der Mitte der Verbindungsachse der
beiden Protonen an den Positionen R A und R B.
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Der Hamilton-Operator ohne die kinetische Energie der Protonen hat die Form

~ n? - e? e? e?
H=-——V2- — = —— =t = —— .
2m |T—RA‘ ’T‘—RB| |RA—RB|
Wir gehen nun das Problem variationell an, indem wir fiir die Elektronenwellenfunktion die
Superposition zweier 1s Wasserstoff-Zustdnde annehmen:

(16.16)

1 I
ug(F)=ada(F)+bpp(F)  mit  gap(F) = —=e |7~ Hanl/o, (16.17)
mag
wobei R = R4 — Rp. Wegen der Spiegelsymmetrie konnen wir Zustdnde mit gerader oder
ungerader Paritét beziiglich der Spiegelung unterscheiden:
up (7)) = Cie{da(7) £ ¢p(7)} (16.18)
Die Normierung liefert
1 R R2
Cy=——— mit SR:/d3T 7)* F={1++}6_R/“0,
NSy (R) oa(F) on(7) et 3
(16.19)
wobei R = | R 4 — R g|. Wir berechnen nun die variationelle Energie
71wy (AL A) + (B H|B) £2(A| H|B) _ (A|H|4) £ (A|H|B)
ex(R) = (=] |+) Siis) g (16.20)
Die Matixelemente sind gegeben durch
R ) R o2 o2
WAL = [ @roa(ry Boa7) =EBot+ G- [drloa(mP ———
R ‘7’ — RB’
(16.21)
2
— EO + i <1 + R) 6—23/00
R ag
und
R . R 2 ; o2
AEIB) = [Eroary Bontr) = (Bt G) s [ @ oaiyon(r) =
R |7 — R p|
2 2
= <E0+€>S—e <1+R> e~/
R a a
(16.22)
wobei Fy = —1Ry die Bindungsenergie des Elektrons im isolierten Wasserstoff-Atom ist.

Die Variationsenergie verhilt sich korrekt fiir den Grenzfall R — oo, denn €1 — Ej. Hingegen
ergibt sich fiir R — 0 ¢, — e?/R — —3Ry und nicht —4Ry, wie fiir das HeT-Ion nétig wiire.
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(NN g . ;+ — o
€_
ungerade SN
E Is ; E Is
0 \
R . g
_______ €,
-0.13Ry ° + ¢
gerade

Der Zustand gerader Paritiit hat ein Minimum bei Ry, = 1.3 A mit e+ = —1.13Ry. Der kor-
rekte Wert ist Ry = 1.06 A und e+ = —1.21Ry. Fiir den Zustand ungerader Paritat existiert
kein Minimum. Am stabilsten ist daher ein gebundener Zustand mit den beiden Kernen auf
der Distanz R,,.;n, die von einem Elektron umkreist und zusammengehalten werden. Worin liegt
der Energiegewinn fiir das Elektron? Es wird von zwei Kernen angezogen und kann kinetische
Energie gewinnen, indem es einen weiteren Bereich der Bewegung hat. Um jedoch davon zu pro-
fitieren, diirfen die Kerne nicht zu weit von einander entfernt sein. Dieser Energiegewinn muss
mit der abstossenden Coulombwechselwirkung aufgewogen werden.

16.4 Das Wasserstoff-Molekiil H,

Nun betrachten wir 2 Protonen und 2 Elektronen. Der Hamilton-Operator hat die Form

~ R - 2 2 2 2
= Z _7V22_ = : = N ‘ = +€*+_,€7_, (16.23)
=12 2m |[7i— R4l |7 — Rp| R |7y — 79

Die Elektronen-Wellenfunktion muss antisymmetrisch sein. Es gibt zwei wichtige Ansétze fiir
diese Wellenfunktion:

Hund-Mullikan-Molekiilorbital-Ansatz: Dieser Ansatz entspricht im wesentlichen zwei Elektro-
nen im wu-Zustand des H;—Ions. Dies erfordert, dass die Spinkonfiguration ein Singulett ist.

unnm(1,2) =ug, (F)ug, (F2)xo(s, s2) = 2(11+S){¢A(Fl) + ¢B(71)Hoa(72) + 0B(72) }x0(s1, 52)

- M {84(7)04(72) +6n(71)8n(72)} + {8a(F)95(72) + 0a(72)on(71)}
Term 1 Term 2

(16.24)
Dabei entspricht der Term 1 der Situation, in der beide Elektronen mit demselben Atom asso-
zilert sind, wahrend im Term 2 die Elektronen je einem Atom zugehoren. Eigentlich sollte fiir
R — oo nur Term 2 vorhanden sein, da H + H energetisch giinstiger ist als HT + H™. Dies ist
also ein Nachteil dieses Ansatzes. Auch fiir R — 0 hat der Ansatz kein optimales Verhalten, die
Wellenfunktionen entsprechen zwei 1s-Wasserstoft- anstelle von 1s-Helium-Wellenfunktionen.

Heitler-London-Ansatz: Ein Ansatz, der wenigstens den Limes R — oo verbessert, hat folgende
Form:

us(1,2) = 2(1:_52) [pa(71)oB(72) + ¢p(7'1)Pa(72)] Xs(s1, 52) (16.25)

fiir die Singulett- und
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u(1,2) = 2(1152) [pa(T1)0B(72) — ¢B(7'1)Pa(T2)] Xxt(51, 52) (16.26)

fiir die Triplett-Konfiguration. Im ersten Fall ist der orbitale Teil gerade und im zweiten unge-
rade. Wir berechnen nun fiir diesen Ansatz die variationelle Energie:

(AB|H |AB) + (BA| H |AB)

= 16.2
Die Matrixelemente sind gegeben durch
(AB|H |AB) = /d3r1 @Pra $a(71) b5(72)* B da(71)d5(72)
o2
= 2Ey+ 3 + VelR), (16.28)
(BA|H|AB) = /d37"1 d*ry ¢p(71)"a(72)* H a(71)dp(72)
o2
= §2 <2E0 + R) + Vez(R), (16.29)
wobei die direkte Wechselwirkung durch
3. 13 2 2 e? e? e?
Vi) = [ @ @raoa(rlon(rl § - S - S b (1630)
’TI_T2| |172—RA’ |Fl—RB|
und die Austauschwechselwirkung durch
ValB) = [ @0ry vy 6571 002 0a(F1)0(2) | - i
ex = T1a"T2 ¢B(7T1) Q@A(T2) @A(T1)PB(T2 = S - —
|7”1_7"2‘ |F2—RA| |T1—RB|
(16.31)
definiert wird. Die Energie ist folglich
e V.(R)+V.(R)
=2F)+ — 16.32
et 0t 5+ T 52 (16.32)
Es gibt ein Minimum fiir e, bei Ryin = 0.78A mit e, = —2.2Ry. Verglichen mit den exakten
Werten Rpmin = 0.74A und ¢ = —2.35Ry, also nicht so schlecht, allerdings entspricht die

Energiedifferenz von 0.15 Ry in Temperatur ausgedriickt ca. 20000 K.

Symmetrie der Molekiil-Zustinde: Obwohl die Molekiilorbital-Néherung in den Grenzbereichen
versagt, ist sie nicht so schlecht fiir R & 1.5a9, also im relevanten Bereich des Kernabstandes.
Sie hat zudem den Vorteil, dass sie mehrere Varianten fiir elektronische Orbitale zuléasst. Wir
untersuchen hier die méglichen Kombinationen, wobei wir eine Klassifizierung der Zustdnde nach
ihren Symmetrien vornehmen. Analog zu den Atomen fiithren wir fiir die Zustédnde diatomischer
Molekiile die folgende Notation ein:

25H1p (16.33)

2541 entspricht der Entartung des Spins. Die orbitale Symmetrie wird durch A definiert, d.h. die
Rotationssymmetrie um die Verbindungsachse zwischen den beiden Kernen. Die Verbindungs-
achse wird als Rotationsachse verwendet und fiihrt auf Quantenzahlen m = 0, £1,£2,.... Diese

182



werden durch die Symbole A = XTI, A, ... analog zu s, p, d, .. . fiir die Kugelsymmetrie bezeich-
net. Die Paritéit p beziiglich des Spiegelungspunktes zwischen den beiden Kernen ist entweder
gerade (g) oder ungerade (u).

Damit kénnen wir nun fiir die atomare 1s-Schale die verschiedenen Molekiil-Zustéande fiir zwei
Elektronen katalogisieren:

Symmetrie | Zustand

g4 Ut (71)uR+ (72)Xs

15y up—(71)ur—(72)Xs

3% {urs (T1)ur—(72) — up—(T1)ur+(72) bxe
', {ur+ (F1)ur—(72) + ur—(T1)urs(72)}Xs

Wir kénnen nun unter diesen 6 Zustdnden nach dem energetisch giinstigsten suchen, wobei wir
wieder das Variationsprinzip anwenden. Zusténde gleicher Symmetrie diirfen dabei iiberlagert
werden. Daher betrachten wir auch die Kombination der Zustéinde |+) von 1%, :

[¥) = atl+) +a-|-), (16.34)

wobei die Koeffizienten a4 einen weiteren Variationsfreiheitsgrad bedeuten. Tatséchlich ergibt
diese Kombination den energetisch giinstigsten Zustand (129), der im Vergleich zum Heitler-
London-Zustand (Eg; = —2.226Ry) eine leicht tiefere Energie hat, By, = —2.229Ry mit
a— = 0.12a. Die Verbesserung ist klein verglichen mit der exakten Energie £ = —2.35Ry.

Die hier beschriebene chemische Bindung fiir homoopolare Molekiile ist eine sogenannte kova-
lente Bindung und ist moglich zwischen Atomen mit teilweise gefiillten Schalen. Fiir He ist die
1s-Schale komplett. Wenn wir die Molekiilorbitale sukzessive auffiillen, kénnen wir wegen des
Pauli-Prinzips nur zwei Elektronen im energetisch giinstigsten Orbital unterbringen. Die anderen
beiden miissten das niichst hohere Orbital besetzen, was 3%, in unserer Liste entspricht. Dies
fithrt jedoch zu einem Energieverlust, so dass das Heo-Molekiil nicht existiert. Beachte jedoch,
dass wenn wir ein Elektron entfernen, das resultierende Molekiil He2+ stabil ist, da sich nur ein
Elektron im ungiinstigen Molekiilorbital befindet. Die Symmetrie des Molekiils entspricht 23,,,
da das dritte Elektron einen Spin S = 1/2 mitbringt und ein Orbital ungerader Paritiit besetzt.!

A

E . H, He!

2 1 2 1
(- _J

instabiles

stabile Molekule Molekdil

'Es bleibt noch zu erwihnen, dass wir hier immer die Van der Waals-Wechselwirkung ignoriert haben, die
wir in Kapitel 10 betrachtet hatten. Diese ist relevant fiir Abstédnde, die wesentlich grdsser sind als diejenigen
der kovalenten Bindungen. Es bleibt zu erwdhnen, dass die Van der Waals-Wechselwirkung fiir die He-Atome
eine gewisse Rolle spielt, ohne jedoch zu Molekiilen zu fiithren. Diese Wechselwirkung ist jedoch mitverantwortlich
dafiir, dass sich die fermionischen 3He-Atome zu sogenannte Cooperpaaren binden und unterhalb von T = 2mK
eine Suprafliissigkeit bilden.
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16.5 Strukturen kovalenter Molekiilbindungen

Wir haben uns bisher mit den einfachsten der Molekiile beschéftigt, den diatomischen mit einer
einfach besetzten 1s-Schale. Fiir teilweise gefiillte p- oder d-Schalen gibt es eine grossere Vielfalt
der Molekiilorbitale. Damit wird es auch wichtig, die Einelektron-Zustdnde des Molekiils analog
zu den Zusténden im Atom nach ihren Symmetrien (Quantenzahlen) zu charakterisieren.

Zur Verallgemeinerung der kovalenten Bindung betrachten wir hier den Fall teilweise gefiillter p-
Schalen. Die p-Zustinde der beiden Atome werden nach den Ausrichtungen ihrer Wellenfunktion
bezeichnet (]I, m)):

L0} =lps) (LD = () £ ilpy) (1635

VA V4 Z
A

: 951 WQLVX

A

X

Wir klassifizieren die Molekiilorbitale wieder beziiglich ihrer Rotationssymmetrie um die Ver-
bindungsachse des diatomischen Molekiils und beziiglich der Paritét unter Inversion am Schwer-
punkt des Molekiils. Die Rotationssymmetrie ergibt sich aus der Quantenzahl des Drehimpulses
my; — A um die Verbindungsachse. Analog zu den Atomen mit s-, p-, d- und f-Orbitalen un-
terscheiden wir hier A\ = o-, -, §-Bindungen fiir m; = 0,+1,4+2,.... Wir verwenden nun die
Notation nl, (nl: Index fiir das beteiligte Atomorbital, z.B. 1s, 2p ,... ; p: Paritét beziiglich des
Spiegelungspunktes auf der Verbindungsachse.
o-Bindungen: Bereits im H; - und Hs-Molekiil finden wir o-Bindungen, beschrieben durch die
Einteilchenwellenfunktion u z_ (7). Diese werden bezeichnet als

ug, (7)) — lsog bzw. up (1) — lsoy . (16.36)

Auch die Bindungen aus atomaren p-Orbitalen kénnen o-Charakter haben, wenn die beiden
p-Wellenfunktionen aufeinander zuzeigen.

A B
+ I

Aos
-DO-@C- \ ’

0]

u
Diese Bindung ist auch vollsténdig rotationssymmetrisch um die Bindungsachse (m; =0 — o).

w-Bindungen: Dieser Typ von Bindung l&sst sich nicht aus atomaren s-Orbitalen erhalten. Im
Falle von p-Orbitalen liegen diese parallel und zeigen nicht aufeinander zu.
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Diese Bindung entspricht der Rotationssymmetrie m; = 1 um die Bindungsachse (m; =1 — 7).
p-Orbitale, die senkrecht aufeinander stehen, kénnen keine kovalente Bindung erzeugen, da ihre
Wellenfunktionen orthogonal sind (keine Matrixelemente).

Der Molekiilzustand ergibt sich nun aus der Besetzung dieser Orbitale. Ahnlich wie bei Ato-
men finden wir bei diatomischen Molekiilen das Bild von Schalen wieder, die durch Elektronen
sukzessive aufgefiillt werden konnen. In welcher Sequenz die Molekiilorbitale gefiillt werden,
ist nicht so einfach ersichtlich, da auch die Coulombabstossung der Elektronen beriicksichtigt
werden muss.

Hybridisierung: Betrachten wir als Beispiel die Situation, dass die |2s) und |2p) im Atom nur
einen geringen Energieunterschied haben. Beide kénnen eine o-Bindung bilden. Daher ist es aus
Symmetriegriinden méglich, die beiden zu iiberlagern, um eine stérkere (gerichtete) Bindung zu
erhalten. Eine solche Uberlagerung entspricht zum Beispiel:

25) + 20) : @+®@ —» @@

125) - 120 @-% — @Q

Damit kann sich in einer o-Bindung ein grosserer Uberlapp zwischen den Elektronenwellenfunk-
tionen beider Atome ergeben.

Elektronenzustinde in _den diatomischen Molekiilen: Wir verwenden nun dies fiir die Analyse der
relevanten Molekiilorbitale des Ca-Molekiils. Kohlenstoff hat die atomare Schalenkonfiguration
152 2s? 2p?. Dabei liegt die gefiillte 1s-Schale energetisch tief genug, um irrelevant fiir die
Bindung zu sein. Nichtsdestoweniger lassen sich diese als gerade und ungerade o-Bindungen
1soy bzw. 1so, klassifizieren, die je mit zwei Elektronen belegt sind. Wir charakterisieren nun
die Zustdnde der verbleibenden 8 Elektronen in Cq (Verbindungsachse || z):

Elektronzahl | Molekiilorbital Elektronenzustand
2 2504 {|A,2s) + c|A,2p,)} + {| B, 2s) — ¢|B, 2p,)}
2 250y, {|A,2s) 4+ c|A,2p,)} — {|B,2s) — ¢|B,2p,)}
4 2pmy |A, 2ps) + | B, 2pa), |4, 2py> + 1B, 2py>
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wobei im Symbol 250, 2s als der dominante Charakter des atomaren Orbitals gekennzeichnet
wird, obwohl eine Hybridisierung mit 2p stattfindet. Die oy ,-Orbitale werden durch die 2s-
Atomzustinde dominiert mit einer Hybridisierung der 2p.-Atomorbitale zur Verstarkung der
o-Bindung. Keine Hybridisierung findet fiir das m,-Orbital statt.? Interessant ist, dass fiir die
2p-Atomorbitale das m,-Molekiilorbital energetisch tiefer liegt als das o,-Molekiilorbital. In der
Gesamtsymmetrie ist das Ca-Molekiil vom Typ 1%,.

Fiir Ny (1s? 2s? 2p3) ergibt sich analog folgende Sequenz der insgesamt 10 Elektronen in der
zweiten Atomschale:

Elektronzahl | Bindungstyp | Bemerkung
2 250, mehr |2s)- als |2p,)-Anteil
2 2s0y, mehr |2s)- als |2p,)-Anteil
4 2pmy, 12pz), |2py>
2 2pog mehr |2p)- als |2s)-Anteil

Hier wurde nun auch das o,-Orbital der 2p-Atomorbitale gefiillt. Dieses Molekiilorbital basiert
auf dem 2p.-Orbital, das mit dem 2s-Orbital hybridisiert. Auch Ny hat die Symmetrie 129.

Alle Molekiilorbitale in Co und N» sind komplett gefiillt. Die m-Bindungen kénnen 4 Elektronen
aufnehmen, da wir zwei p-Orbitale senkrecht zur Verbindungsachse haben.

Das O2-Molekiil hat iiber die Konfigurationen von Ny hinaus auch noch zwei Elektronen im 74-
Molekiilorbital, das einem Antibonding-Zustand entspricht. Mit 2 Elektronen ist dieser Zustand
aber nur halb gefiillt. Wie bei Atomen kénnen wir nun die Hund’sche Regel anwenden. Wir
finden, dass die Spins der beiden Elektronen in die Triplett-Konfiguration gehen, so dass die
zwei p-Orbitale je einmal besetzt sind. Daher ist das Oa-Molekiil vom Typ 3%,. Mit S = 1
hat O2 ein magnetisches Moment und ist daher paramagnetisch. Beachte, dass auch By mit
(15)%(2s)?(2p)! eine halbgefiillte m,-Schale der Molekiilorbitale besitzt und sich daher analog im
Triplett-Zustand befindet, d.h. 329.

N, O,
2p o, 2p o,
QPT[g 2D7Tg

2p EHE?E 2o = 2DEHEEE 200 553535& 2p

23 g, 23 o,
T e
2sTgH‘ 2sTgH‘
1s Oy % s O, ?
s—H—_ | —H-s s —H—  —H-s
Is og # Is og4 %
Hier geben wir die Liste der stabilen diatomischen Molekiile mit ihrer Molekiilorbitalbesetzung
und der Symmetrie des Grundzustandes.

2Im Prinzip wire eine Hybridisierung mit einem 3d-Orbital méglich. Diese liegen jedoch energetisch so hoch,
dass sie vernachléssigbar sind.
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Molekiil | 1s oy | 1soy | 250, | 250y | 2pm, | 204 | 2p 7, | 2p 0y | Symmetrie 25F1A,
Hy 1 2
H, Tl 15,
Hef | 11 | 7 25
Lip (I O WA 1%,
By (1 N I WA O O B o 3
Cy (O O A A I WA Ay A} R
N, (1 A I W O R B WA A '
0y (1 I O R A A WA B 3
Fy (1 I A R A O A W w N ’3

Beachte, dass das letzte Molekiilorbital 2po, bei Ney zum Zuge kommen wiirde. Analog zu He
ist dies jedoch ein Edelgas, das keine chemische Bindung eingeht. Der Energiegewinn ist zu
gering, um die gefiillte Atomorbitalschale aufzugeben. Analog gibt es auch kein Besy, bei dem
die 2s-Schale gefiillt ist. Beryllium kommt zwar nicht als diatomisches Molekiil vor, kann aber
durchaus in komplexere chemische Verbindungen integriert werden.

Vielfalt der Kohlenstoff- Verbindungen: Kohlenstoff eignet sich aufgrund seiner Elektron-Konfi-
guration nicht nur fiir das diatomische Molekiil, sondern kann sehr stabile Bindungsstrukturen
im dreidimensionalen Raum (tetrahedral) und in der Ebene erzeugen. Die tetrahedrale Bindung
wird erméglicht durch folgende Hybridisierung:

1
Ix1) = —4{]23) + |2ps) + [2py) + |2p.)}  ausgerichtet nach [111]

1 ,,
Ix2) = ﬁ{|2s> + 2p2) — 12py) — 2p2)} ausgerichtet nach [111]

1 -
Ix3) = ﬁ{|28> — 12p2) + |2py) — 12p2)} ausgerichtet nach [111]

1 -
Ixa) = —=1{125) — [2p2) — 12py) + |2p2) } ausgerichtet nach [111]

Mit diesen Orbitalen ldsst sich die Struktur des Diamanten aufbauen, indem C-Atom entlang
dieser vier Achsen miteinander verbunden werden. Aber auch Methan CH,4 hat die tetrahedrale
Struktur, wobei je ein Wasserstoff-Atom an jedes ”Bein” des Kohlenstoffs bindet. Diese sind vom

o4-Typ.
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Diaman-

H

Der andere wichtige Typ ergibt drei hybridisierte Bindungsrichtungen in einer Ebene:

W}l> = ‘2pz

)
1 2
|2) = \/§|25>+\/;|2px>

1 1 1
W)S> = ﬁ|25> - %‘2px> + E‘2py>

1 1 1

‘w4> = \/§|25> \/6‘2p33> \/§‘pr>

Die drei Orbitale |23 4) liegen in der Ebene und kénnen o-Bindungen eingehen, wahrend [i1)
(unhybridisiert) aus der Ebene hinauszeigt und fiir 7-Bindung verantwortlich ist. Aus diesen
Orbital-Konfigurationen lésst sich Graphit aufbauen, ein Kohlenstoffgitter mit Bienenwaben-
Struktur. Die m-Orbitale ergeben dabei ein semimetallisches Band anstelle einer kovalenten Bin-
dung. Graphit ist auch die Grundlage fiir die Fullerene, d.h. der Buckyball Cgo (Fussball) und
seine Verwandten oder die Nanorshren (nanotubes). Die niederenergetischen elektronischen Ei-
genschaften werden in diesen Systemen durch die w-Elektronen dominiert.

Fullerene

Graphit Nanoréhrchen

~_ 7
Tt

Diese ebenen Bindungsformen sind aber auch wichtig fiir heteroatomare Molekiile wie Ethylen
CoH,4 oder Benzol CgHg, in denen die m-Bindungen auch eine wichtige Rolle spielen. Im Falle
des Benzols ist der Grundzustand eine Uberlagerung von zwei Konfigurationen der kovalenten
m-Bindungen, ein sogenannter resonating valence bond (RVB) Zustand.
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16.6 Anregungsspektrum des diatomischen Molekiils

Wir betrachten nun zwei Arten von Molekiilanregungen. Die eine bezieht sich auf elektroni-
sche Anregungen analog zu den Atomen. Die andere Form der Anregung ergibt sich aus der
Kerndynamik. Beide werden hier fiir das Ho-Molekiil diskutiert.

Elektronische Anregungen: Im Grundzustand des Ho-Molekiils befindet sich beide Elektronen im
1s 04-Zustand und bilden ein Spin-Singulett. Unter Einbezug der atomaren 2s- und 2p-Orbitale
erhalten wir folgendes Spektrum fiir die niedrigsten Anregungen:

’ Zustand ‘ Symmetrie H 1s oy ‘ 1s oy ‘ 2s 04 ‘ 2p Ty, ‘
Grundzustand 129 T
1. angeregter Zustand Iy, T l
2. angeregter Zustand 311, T T
3. angeregter Zustand 329 T T
4. angeregter Zustand 11, T l
5. angeregter Zustand 129 T 1

Beachte, dass der angeregte Zustand 3%, (1s a4 T;1s 0y, T) auf kein stabiles Molekiil fiihrt, da
die Energie als Funktion von R kein Minimum hat (die dissoziierten Wasserstoff-Atome haben
niedrigere Energie). Die Energien dieser Anregungen liegen ca. 1 - 1.5 Ry iiber der Grund-
zustandsenergie. Natiirlich hat jeder angeregte Zustand eine andere Bindungsldnge. Optische
Ubergiinge zwischen verschiedenen Zustinden sind analog zu denjenigen in Atomen dominiert
durch den elektrischen Dipoliibergang. Die Auswahlregel fiir Atome basiert auf den Drehimpuls-
quantenzahlen. Die analogen Auswahlregeln sind

0N =0,+1 und Wechsel der Paritdt <« g . (16.37)
Erlaubt sind also zum Beispiel: ¥, < ¥, ¥4 < II, und X, < Il,.

Dynamik der Kerne: Die wichtigen Komponenten der Kernbewegung sind die Vibration und die
Rotation. Der Hamilton-Operator der beiden Kerne hat analog zu (16.15) die Form

. 4 q 4
o= V% FUn(R) | won(R) = Buwa( R) (16.38)

wobei U, (R) die Kern-Kern-Coulomb-Abstossung und die Energie des n-ten elektronischen Mo-
lekiilzustandes enthélt und 7 die Quantenzahlen der stationfdren Quantenzustinde der Kern-
konfiguration bezeichnet. er haben die Translatlonsbewegung weggelassen und betrachten nur
die Relativbewegung mit R = R,— Rp. Dabeiist M = M /2 die reduzierte Kernmasse. Der
Hamilton-Operator ist symmetrisch unter Vertauschung der beiden Kerne, die Fermionen sind,
und hat Rotationssymmetrie. Wir machen daher folgenden Ansatz:

5 x(R)
w(R) = Yim(0,9) == (16.39)
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Durch Einsetzen ergibt sich folgende Schrédinger-Gleichung fiir die Radialfunktion y(R):

K2 d? hQZ(l +1) _
)+ {U(R) i QMR} W(R) = Bx(R).  (16.40)
~ U(R) + PUL+1) | Mep (R— Ry)?

2M R? 2

Wir kénnen das effektive Potential um sein Minimum bei R = R; (l-abhéngig) entwickeln und
erhalten in niedrigster Ordnung ein harmonisches Potential, was eine gute Ndherung fiir niedrige
Vibrationsenergien ist. Die Eigenenergien sind dann

R+ 1)
2M R}
Zunéchst untersuchen wir die Symmetrie der Zusténde. Die Drehimpuls-Quantenzahl [ bestimmt
die Paritit (—1). Damit folgt die Beziehung zwischen Drehimpuls und Kern-Spinquantenzahl S

1
E=U(R) + + fiwy <n’+2> n' =0,1,2,3,... (16.41)

1=0,2,4,... gerade = Spin-Singulett S =0 Para-Wasserstoff
[=1,3,5,... ungerade = Spin-Triplett S =1  Ortho-Wasserstoff

Die Rotationsenergie entspricht fiir | = 1 ungefihr E,.,; ~ h?/M R12 ~ 8 meV ~ 85K (Epo ~
E.(m/M)). Das heisst bei Temperaturen 7" < 85K ist fast ausschliesslich Para-Wasserstoff
realisiert, wihrend fiir 7' > 85K eine Mischung von % Para + % Ortho vorhanden ist.

Die Energie der Vibrationen liegt einiges hoher, w ~ E./m/M ~ (0.1 — 0.3)eV ~ 1000 —
3000K. Man muss daher beachten, dass die molekularen Freiheitsgrade, 3 der Translation, 2
der Rotation und 2 der Vibration, die nach dem Aquipartitionsgesetz fiir die spezifische Wiarme
7Tkp/2 ergeben, nur bei sehr hohen Temperaturen komplett zur Verfiigung stehen. Unterhalb
der Temperatur entsprechend Aw sind die Vibrationsbeitrige “ausgefroren” und unterhalb von
85K verlieren wir auch die Rotationen. 3 Vibrations- und Rotationsmoden lassen sich durch
Ramanspektroskopie untersuchen (Kap.12).

Abschliessend zeigen wir hier das Spektrum der einfachsten Molekiilanregungen. Offensichtlich
sind die Anregungen, die aus der Kerndynamik resultieren viel niedriger in der Energie, als die
rein elektronischen Anregungen. Es gilt eben E, > E;p ~ Een/m/M > E.op ~ Ecm/M.

Singulett Triplett
EeV) N ——
1
20 T 2 1
0 —g ! > M u s 2 g 3 M n=
\ u u

10 1

Vibrationen n=1

O —1

3Vibrationen kénnen in grésseren Molekiilen und in Kristallgittern auch viel kleinere Energieskalen annehmen
(Phononen) und die spezifische Wirme bis zu sehr tiefen Temperaturen beeinflussen (N.B.: Debyes T3-Gesetz
fiir die spezifische Wéarme der Phononen in einem Kristall, d.h. Gitterschwingungen, die beliebig kleine Energien
annehmen koénnen).
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Kapitel 17

Relativistische Quantenmechanik -
Klein-Gordon Gleichung

Die Quantenmechanik, wie wir sie bisher behandelt haben, basiert auf der nicht-relativistischen
Mechanik und wurde mit Hilfe des Korrespondenzprinzips hergeleitet. Damit waren wir in der
Lage, einen wichtigen Teil der Quantenphysik erfolgreich zu erkldren. Interessante und funda-
mental neue Gesichtspunkte ertffnen sich, wenn wir die Spezielle Relativititstheorie in unsere
Formulierung der Quantenmechanik miteinbeziehen. Die relativistische Erweiterung der Quan-
tenmechanik ist die Grundlage der Hochenergiephysik.

17.1 Korrespondenzprinzip und die Klein-Gordon-Gleichung

Galilei-Invarianz und nicht-relativistische Quantenmechanik: Die nicht-relativistische Mechanik
und Quantenmechanik sind invariant unter Galilei-Transformationen zwischen Inertialsystemen:

T—-7'=2-0t ud t—-t =t (17.1)

wobei U die Relativgeschwindigkeit ist. Energie und Impuls sind durch die Beziehung F =
P2 /2m verkniipft, so dass die Galilei-Transformation auf

1, (p)?
— = 17.2
2mv o (17.2)

p—p =p—-mv und E—-E=E—-yp- -7+

fithrt d.h. die Energie ist forminvariant unter Galilei-Transformationen.
Das Korrespondenzprinzip besagt, dass

h

Eoihl  und 7= ;ﬁ . (17.3)

ot
Die Galilei-invariante Beziehung zwischen Impuls und Energie ergibt die Schrédinger-Gleichung

n? -

0 )
gt = —5— V™. (17.4)

Wenn ein elektromagnetisches Feld ins Spiel kommt, werden Skalar- und Vektorpotential ein-
gefiihrt:

2m

E—-E—e®d ud p—op—-4, (17.5)

ol

was die Schrodingergleichungen eichinvariant lésst.
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Lorentz-Invarianz und relativistische Quantenmechanik: Die Lorentz-Transformation in Raum-
Zeit hat die Form

’ xl—vlt ’ /
Tl —T] = —F————, Ty — Ty =Tz, I3 T3=1T3
V1—v2/c?
(17.6)
t — vy /c?
t—t = 1/

V1—2v2/c?

wobei die rdumliche Achse 1 parallel zur Relativgeschwindigkeit ¢ gewéahlt wurde. Damit wird
z* = (ct, T) ein kontravarianter Vierer-Vektor. Daher gilt ztz, = c** — #? = konst., was
einer invarianten Lange entspricht (x, als kovarianter Vierer-Vektor). Auch Energie und Impuls
verbinden sich zu einem kontravarianten Vierer-Vektor

E E?
ph = <c’ ﬁ) mit  php, = = 72 = m?c® = konst. (17.7)

Dies fithrt auf eine invariante Energie-Impuls-Beziehung, die wir verwenden kénnen, um via dem
Korrespondenz-Prinzip die relativistische Quantenmechanik herzuleiten. Fiihren wir p* in einen
Operator iiber, der in der Ortsraumdarstellung die kontravariante Form hat:

0
o pH = ih— 17.8
pt— pt =i o, (17.8)

Damit kénnen wir einen ersten Versuch starten. Aus (17.7) ergibt sich der folgende Hamilton-
Operator

H =1/ 522+ m2c, (17.9)
was dann auf die Wellengleichung

97 1/2

L1172
h— \/ R2c2V 2 + m2ct o = mc? 1+<hv> w=m02[1—x%,v2} ¥ (17.10)

ot ime

fithrt. Dieser Ansatz wirft jedoch schwerwiegende Probleme auf. Zunéchst werden Raum und
Zeit verschieden behandelt, und beide treten nicht offensichtlich als kovarianter Vierer-Vektor
auf. Ein weiteres Problem stellt die Wurzel dar, die wir in der Ableitung V bis zu unendli-
cher Ordnung entwickeln miissen. Dies bedeutet, dass die Gleichung eine nicht-lokale Theorie
beschreibt, mit einer charakteristischen Lingenskala Ao = h/mc = aag ~ 3.8 x 10~ 3m, der
Comptonwellenlénge. Damit wiirde auch die Kausalitéit verletzt, da die rechte Seite der Glei-
chung den Punkt # durch die Ableitung mit Punkten (instantan) verkniipft, die sich ausserhalb
des kausalen Lichtkegels befinden. Aus diesen Griinden muss der obige Ansatz verworfen werden.
Das Problem der Kovarianz und Nichtlokalitit wird auf einen Schlag geltst, wenn wir vom
Quadrat der Energie ausgehen, d.h.

H? = p22 +m?c*, (17.11)

welches als Wellengleichung die Form hat

0? -
Wt = (—h2c2 V2 m204) b (17.12)
Diese Gleichung lésst sich dann in der kovarianten Form schreiben
2
[D+ (%) ]wz [0+ A2 ¢ =0 (17.13)
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mit dem d’Alembert-Operator

o 0 19 =
- - -2 _yZ, 17.14
dx,, Ozt 2 Ot? ( )
Diese Wellengleichung ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in der Zeitableitung. Dies
bedeutet, dass wir als Anfangsbedingung nicht nur die Wellenfunktion, sondern auch ihre erste

Ableitung nach ¢ festlegen miissen. Dies wird zu einem griosseren Set von Losungen fiihren.

Ebene Wellen: Wie schon bei der Schrédingergleichung, betrachten wir hier als einfachstes Bei-
spiel das freie Teilchen, das durch eine ebene Welle beschrieben wird:

W(F, ) = ek Tt (17.15)

(ohne Normierung). Man sieht leicht, dass

E=hw= i\/h2c2 k2 +m2ct (17.16)

beide Vorzeichen haben kann. Fiir denselben Wellenvektor resultieren zwei Wellenfunktionen
mit positiver bzw. negativer Energie:

ik —in/R2c2 k2 4m2ch ik i R2e2 B2 m2ct
1 :ezk 7—iV h2c? k24+m2ct t/h und o :ezk 7+iV h2c? k24+m2c t/h‘ (1717)

Dies ist eine Konsequenz der erweiterten Anfangsbedingungen.

Es gibt also negative Energiezustéinde mit nach unten unbeschréinkten Energien. Ferner ist es
offensichtlich, dass mit v und 1 auch ihre Komplexkonjugierten, 17 und 3, Lésungen von
(17.13) sind. Daher gilt die Beziehung

N me 2 meN2| .
W [D+(ﬁ)]w—w[m+(h)]w =0, (17.18)
was sich zusammenziehen lasst zu
o (o0 9t
ox, < Dk wax#> =0. (17.19)

Dies entspricht der Kontinuitétsgleichung % + V- j = 0, wobei

_ih L0 o™ .
P =53 (w e Y o ) die Dichte und (17.20)
j = i (Wk Vi — ﬁzﬂ*) die Stromdichte (17.21)
2mi
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und j* = (cp, j) ein Vierer-Vektor ist mit g; Z = 0. Die Dichte hat eine andere Form als in der

nicht-relativistischen Formulierung:

’Eﬁ‘ 2 p 1502
= d = — = 17.22
— 3 un e ol (17.22)
mit Ey = 4++/c2p? + m2c* und
— ‘Eﬁ ‘ - =P ]302
— d = = 17.23
= un e T [ (17.23)
mit £y = —/c? p? + m2ct. Offenbar ist die Dichte p negativ fiir Wellenfunktionen mit negativer

Energie. Daraus ergibt sich, dass in dieser Formulierung die Erhaltung der Teilchenzahl nicht
gewihrleistet ist.

Man kann diesen Sachverhalt so interpretieren, dass die Dichte einer Ladungsdichte ep ent-
spricht, und daher Teilchen positiver und negativer Energie unterschiedliche Ladung haben.
Damit gilt die Kontinuitétsgleichung fiir die Ladungs-, aber nicht fiir die Teilchendichte. Wie
wir gleich sehen werden, fithrt die Klein-Gordon-Gleichung einen ganz neuen Aspekt in die
Quantenmechanik ein, der sich zuerst einmal durch den Zusammenbruch der Einteilchentheorie
manifestiert. In quantenmechanischen Prozessen kann die Teilchenzahl sich veréindern, wihrend
die Gesamtladung erhalten bleibt. Da kiindigt sich das Konzept an, dass fiir jedes Teilchen ein
entsprechendes Antiteilchen existiert, das die Ladung und die Energie mit umgekehrtem Vor-
zeichen besitzt. Tatséichlich eignet sich die Klein-Gordon-Gleichung dafiir, bosonische Teilchen,
wie etwa die m-Mesonen, zu beschreiben.

17.2 Kleinsches Paradox

Das Bild des Teilchens und Antiteilchens ldsst sich mit Hilfe der Streuung eines Teilchens an
einer Potentialstufe illustrieren. Das Potential sei

V(z) =ed(x) = ePyO(x) , (17.24)

wobei e die Ladung und ®g ein konstantes Skalarpotential ist. Potentiale werden wie bei der
Kopplung an elektromagnetische Felder in die Theorie integriert:

h

i

.0 L0 . h =
zhaﬁzha—eé(r) und ;V—>

Daher ergibt sich fiir die Klein-Gordon-Gleichung des Potentialstufenproblems

v - SA’(F) (17.25)

e P20 O 2 4
<zhat — eéb(ac)) + hfc 92 me Y(z) =0, (17.26)

welche wir mit dem stationidren Ansatz losen wollen

i (z,t) = AelPr=EO/h . pe—ilpe+Et)/h (17.27)
Po(x,t) = CelPz=EO/Mh (17.28)

Dabei gilt ¢, fiir x < 0 und o fiir x > 0 und

E2 —m2c4 Dy — EN2 — m2cd
p= ve—me und  p' = V(e ) - mie . (17.29)
c c

Der Ansatz beschreibt ein Teilchen der Energie E, das von links auf die Potentialstufe einféllt.
Fiir die stationdre Losung sind die Anfangsbedingungen nicht wesentlich (dies ist anders bei
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einem Wellenpaket), sondern wir werden nun wieder die Wellenfunktionen t; und v bei x = 0
zusammensetzen miissen, d.h. Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer Ableitung nach z. Daraus
folgt

A+B=C und (A-B)p=Cp = pIp (17.30)

Wir betrachten nun verschiedene Falle:

E — e®q > mc?: Damit ist p’ reell. Die ebene Welle kann sowohl auf der linken wie auch auf der
rechten Seite propagieren. Wir haben daher einen einfallenden, reflektierten und transmittierten
Anteil, deren Strome wir vergleichen kénnen.

_— 2P _— o P . 2]7/ . .
je=|AF=, jr=—IBI*—, 4=I|CI"= = jet+ir=j (17.31)
m m m
Daraus ergibt sich der Reflektions- und der Transmissionskoeflizient
. /12 . /
— 4
R=| _‘p Pl wd 7= |2 = 2 (17.32)
jel |p+p jel  (p+p)

so dass offensichtlich R + T =1, d.h. die Teilchenzahl ist erhalten.

mc? > E — e®q > —mc?: Damit wird p rein imaginir (p’ = iq), d.h. auf der rechten Seite er-
halten wir eine exponentiell zerfallende Welle (verbotene Region). Dies bedeutet Totalreflexion
wie wir es in Kapitel 4 gesehen haben. Wir kénnen nun die Dichte der Wellenfunktion auf der
rechten Seite betrachten:

E—eCIJO

— |C|2e24® (17.33)

p(z) =

Wir sehen, dass diese abklingende Welle eine positive oder negative Dichte (Ladungsdichte) hat,
je nachdem ob (E — e®q) grosser oder kleiner als Null ist. Dies héngt damit zusammen, dass
die Wellenfunktion fiir x > 0 den Charakter eines virtuellen Teilchens (F — e®q > 0) oder eines
virtuellen Antiteilchens (E — e®¢ < 0) hat.
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E — e®y < —mc?: Damit wird p’ wieder reell und die rechte Seite ist nicht mehr verboten. Im
Vergleich zum nicht-relativistischen Fall betreten wir hier Neuland. Aus

E

9
’ op’ aE
(E—edg)? =p2+m?t 25 2B - e@o)a—p/ = 2p/¢? (17.34)
erhalten wir die Gruppengeschwindigkeit fiir z > 0
OF /.2
S (17.35)

YTy T E—edy

Da fiir die transmittierte Welle die Gruppenschwindigkeit positiv ist, miissen wir p’ < 0 wihlen.
Damit wird klar, dass die transmittierte Welle einem Antiteilchen entspricht. Man beachte auch,
dass die Region x > 0 zwar fiir Teilchen verboten ist, dass jedoch fiir Antiteilchen mit umge-
kehrter Ladung das Potential e®g negativ ist. Berechnen wir den Strom auf beiden Seiten, so
finden wir

. o 2
R= % = <§+§,) >1 (17.36)
und
Jt 4pp/

Die Gruppengeschwindigkeit fiir die reflektierte Welle ist negativ, so dass es sich tatséchlich
um zuriickfliegende Teilchen handelt. Hingegen ist die Gruppengeschwindigkeit positiv fiir die
transmittierte Welle, wihrend der Strom negativ ist. Das bedeutet, dass es sich dabei um ein
nach rechts fliegendes Antiteilchen mit umgekehrter Ladung handelt. Es ist einfach zu sehen,
dass die Ladungsstrom-Erhaltung gilt, d.h.:

Je = Jr + Jt (17.38)

Andererseits ist die Teilchenzahl nicht erhalten, es wird mehr reflektiert als eingefallen ist. Damit
zeigt sich, dass bei der Streuung an der Stufe ein Teilchen-Antiteilchen-Paar erzeugt werden
konnte. Dieser Prozess lduft ab, ohne dass diese Erzeugung Energie kostet. Man wiirde aus
der Relativititstheorie erwarten, dass die Energie 2mc? aufgebracht werden miisste. Man muss
sich natiirlich hier auch die Frage stellen, ob das einfallende Teilchen wirklich nétig ist, oder
ob es moglich ist, bei geniigend grosser Potentialstufe scheinbar “aus dem Nichts” Teilchen-
Antiteilchen-Paare zu generieren. Diese Ungereimtheit wird Kleinsches Paradoxr genannt. Fin
wichtiger Schluss ist hier, dass innerhalb der relativistischen Quantenmechanik das Einteilchen-
Konzept zusammenbricht (siehe auch den Abschnitt 17.5).
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17.3 Klein-Gordon-Gleichung erster Ordnung

Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung kann in zwei Differentialgleichungen erster Ordnung
verwandelt werden. Wir werden dies hier fiir die Klein-Gordon-Gleichung durchfiihren. Die Dy-
namik, die dadurch beschrieben wird, ist formal wieder dhnlich zu unserer urspriinglichen nicht-
relativistischen Quantenmechanik und viele Techniken, die wir damals gebraucht hatten, konnen
iibernommen werden. Ferner ist es damit auch méglich, den Limes zum nicht-relativistischen Fall
zu erhalten. Die neuformulierte Gleichung soll also die Form haben

0 ~
h—® = Ho 17.39
iha (17.39)
wobei H einer 2 x 2-Matrix entspricht und ® einem Zweier-Vektor. Anstelle der iiblichen Wahl

¢ = (U, 0, V) verwenden wir eine symmetrische Form

e+ Y| 2 mc? ot
d = < o ) =1 i g . (17.40)
2 mc2 Ot
Der Hamilton-Operator besitzt die Form einer 2 x 2-Matrix
=2 =2
I A T
H=|2m _, ~2m . (17.41)
I S
2m 2m

Man kann H auch mit Hilfe der Pauli-Matrizen schreiben, wobei wir hier auch noch die Kopp-
lung an elektromagnetische Potentiale mit einbeziehen:

(5 ey 5 <Ay
H:{(p = )+mc2}7'3—|—(p TTCL )irg—l—eqSTo (17.42)

1 0 0 1 0 — 1 0
7'0:<01>, 7'1:(10), 7—2:<’i O), 7’3:<0_1>. (17.43)

Nun betrachten wir die Definition der Dichte p,

mit

ih oY o*
= v 17.44
P 2m02{¢ ot ¢8t}’ (17.44)
die wir ausdriicken konnen durch
Y= +p-
b0y = p=Pipr —pip = P (17.45)
me2 ot LT

Wir definieren die KG-adjungierte Form der Wellenfunktion (KG=Klein-Gordon) durch

&=t = (pL, —pL). (17.46)

Damit erhélt die Dichte die Standardform, und wir kdnnen auch allgemein das Skalarprodukt
zweier Zustéinde bilden:

Wilbahwe = [ dr Bi(7)2a(7) (17.47)
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Analog kénnen wir auch die KG-adjungierte Form von Operatoren definieren

1;4\ :Tg(A\T)*ngTgA\+73 (1748)
mit (11| ZW&)KG = (9] A\WQ*KG Wihrend H # H™ (nicht hermitesch), ist er jedoch KG-
hermitesch im Sinne, dass gilt H=H= T3 f[+7'3.

Ebene Wellen: Wir betrachten die stationdren Zustiande fiir freie Teilchen mit dem Ansatz

+ a (7.7
o' = < ) >e’(p TEEO/ (17.49)
der die Gleichung
=9 =9
+E—me - 2 b a
2m 2m
=0 (17.50)
ﬁZ ﬁZ b
— +F +mc? + —
2m 2m

erfilllt und auf das Spektrum E? = m?c* + p2¢? fiihrt. Die resultierenden Zusténde sind

1
2
+ _ Etme _9 9 i(§-7—Et)/h
o\ = = —p2c e (17.51)
p 2 —
2vVmcerEV (E + mc2)?2
E + mc? —pe i
) = (E+ma)? | e iFrEn/m (17.52)

P 2vVmc2EV 1

mit den KG-Normierungen <<I>(;)|<I>(;)>KG — +1.

Ladungskonjugation: Die Klein-Gordon-Gleichung hat die Eigenschaft, dass sie ein Spektrum
besitzt, das aus Zustdnden mit symmetrisch positiver und negativer Energie besteht. Es folgt
daher, dass hier eine spezielle Symmetrie vorhanden ist, die es im nicht-relativistischen Fall nicht
gibt. Diese Symmetrie, die Ladungskonjugation fithrt die beiden Spektren ineinander iiber.

Betrachten wir eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung, zum Beispiel, mit negativer Energie
und negativer Norm, (). Dann ist &, = 7 &()* eine Losung der ladungsinvertierten Gleichung

(e — —e) mit positiver Norm. Unter Benutzung von p* = — p’ finden wir aus (17.42)
oo - H* 7+ cA) p+eA)?
iha = H(e)® = —ih o { (7 277; ) +mc® | 73+ (pzni)im + egry p O

(17.53)

Wenn wir die zweite Gleichung mit —7; multiplizieren, finden wir

Die ladungskonjugierte Lésung ®. hat die umgekehrte (positive) Norm. Also gilt

L0 ., 0D,
zha = H(e)® < ih o

mit (®|P) ki = —(Pe|Pe) kG-

= H(—e)®, (17.55)
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17.4 Nicht-relativistischer Grenzfall

Wir betrachten nun den Grenzfall, dass die Geschwindigkeit der Teilchen viel kleiner ist als die
Lichtgeschwindigkeit ¢, d.h. p?c? < m2c*. Fiir die Verbindung zur nicht-relativistischen Quan-
tenmechanik eignet sich die Klein-Gordon-Gleichung erster Ordnung besser als die Originalform
zweiter Ordnung. Wir fithren die Energie ¢ = E — mc? ein. Die Wellenfunktion sei durch den
Ansatz

P = ( i* >eiEt/h (17.56)

gegeben, den wir nun in (17.42) einsetzen:

(17.57)
- eqb} o = (2mc +e)p_

Wenn wir die zweite Gleichung durch mc? dividieren, kénnen wir ¢_ in fithrender Ordnung
ausdriicken als

(7 — ¢ A) e )2
o=+ 0 () | (17.58)
Dies nun in der ersten Gleichung eingesetzt ergibt
(7 —2A) (F —2A)!
Ep4 A {272 tepror — W@Jr ; (17.59)

Schrodinger-Gleichung rel. Korrektur

wobei die relativistische Korrektur von der Ordnung (v/c)? ist. Mit B = V x A und der
Eichung V - A = 0 erhalten wir fiir ein konstantes Magnetfeld

—~

oy | B2 PY eB- L 72
h = | — — — 1— . 17.60
! Ot 2m  8m3c? 2me 2m2c? teg| et ( )

Wir finden den orbitalen Zeeman-Effekt mit einer relativistischen Korrektur, die sich aus der
Massenrenormierung ergibt, d.h.:

-2
* m p

" V1= (v/c)? m( +2m202> ( )
Ein Spin taucht im Zeeman-Term nicht auf, denn die Klein-Gordon-Gleichung beschreibt Bo-

sonen mit Spin 0. Beachte auch, dass das KG-Skalarprodukt in das Standardskalarprodukt
iibergeht:

(@B) e = / i B(7)(7) = / Er {pu(7F) o1 (7) — o (7)o (7))
SN (17.62)
— (ol <p> 04) = (pslos) + O/t

4m2c?

Damit haben wir aus der Klein-Gordon-Gleichung die nicht-relativistische Quantenmechanik
wiederhergestellt mit den relativistischen Korrekturen niedrigster Ordnung.
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17.5 Potentialstreuung

Als ein abschliessendes Beispiel der Klein-Gordon-Formulierung der relativistischen Quanten-
mechanik betrachten wir Potentialstreuung, die wir hier bis zur zweiten Born’schen Néherung
untersuchen werden. Es stellt sich heraus, dass das Einteilchen-Konzept unzureichend ist, um
den Streuprozess vollsténdig zu beschreiben. Der Einfachheit halber beschrénken wir uns auf ein
Potential, das nur s-Wellenstreuung zulésst: V() = ugd( 7). Das einfallende Teilchen werde be-

schrieben durch die ebene Welle w(g). Der Endzustand ist dann natiirlich wieder ein Teilchen mit

¢(E+)' Wir betrachten nun die zeitliche Evolution des einfallenden Teilchens und berechnen den
f

Ubergang in den Endzustand. Als Kurznotation fiihren wir ein |i) = |¢(E+)> als Anfangszustand
zur Zeit to und |f) = |1jj(g)>. In erster Ordnung in g erhalten wir
s

<f|¢(t)>g(1'G 171 dt —zEf(t—t1)/h<f| ‘7 ’Z'>KG e—iEi(tl—tg)/h (17.63)

wie wir durch die Verallgememerung der in Kapitel 11 eingefithrten Storungstheorie herleiten
kénnen. Es ist nicht schwierig, das Matrixelement auszurechnen und die Zeitintegration durch-
zufithren. Wir setzen fiir 1/15;)(77 ) und @b(g)(f' ) die ebenen Wellen von (17.50) ein und finden

i f

UV liwe = [ drop (Fmuwd(7) v, (7)
_ o (B + mE) B+ me?) <1 i )( i ) (17.6)
( pic .

v 4me2\/E;E; Ej +mc?)? Eitme?)?

Uo Ef—l—EZ

" V2 /EE;

wobei wir verwendet haben, dass

(Ef +mc?)?(E; +mc?)? — ﬁ?ﬁQC = 2mc*(Ef + mc?)(E; + mc®)(Ey + E;) . (17.65)

Wir kénnen damit nun die Ubergangsrate von |i) nach |f) bestimmen, indem wir die Goldene
Regel anwenden:

Loy = SAREOYOP = 2710717 1) Pocy - B3 (17.66)

Daraus koénnen wir nun den differentiellen Streuquerschnitt bestimmen,

do V dky k]% u(Q)E2

a0~ 5. @ e T e (17.67)

wobei wir verwendet haben, dass der einfallende Strom j. = v/V mit v = dE/dp = pc*/E und

kidky = hgpzdp— ghngf (17.68)

N.B.: fiir den nicht-relativistischen Grenzfall von kleinen Geschwindigkeiten geht der Wirkungs-
querschnitt (17.67) tatsichlich in die erste Born’sche Ndherung do/dQ = uim?/(2m)?h* aus
Kapitel 9 iiber.

Das Matrixelement <1/J(]{)| 1% ]1/1(;)) k¢ kann auch wie oben berechnet werden,
! i
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@Ef—El

(T 1o, (D)
SR VAT = ——— 17.69
<Q'Z)"ff| W}ki )G V 2,/EfE; ( )
und ergibt eingesetzt in die Goldene Regel
Lien g ’W(,;_f)\ 4 ’1/}(];;)>KG|25(Ef - Ei)=0 (17.70)

Offensichtlich gibt es keine Streuung von einem Teilchen in ein Antiteilchen, denn dies wiirde
die Ladungserhaltung verletzen.

Nun wenden wir uns der zweiten Ordnung zu:

1 t t1 » B R i B ~ B B
O = Gz [ [t 3D e DM ) g B T i) e 0
0 0 v

(17.71)
Es kommen also virtuelle Zwischenzustéinde |v) ins Spiel. Beachte, dass die Zusténde fiir ebene
Wellen eine Eins ergeben nach

> { ket - ke w1} =

k

(17.72)
- Z{ (P () = (B | = Ta(r - 7).
Unter Verwendung dieser Relation kénnen wir nun (17.71) berechnen:
1 . .
= s [ [ty ot -1 3
= = i (t— 17.73
(17 W) ka1 7 i) et/ (7.73)
—(fIV I ke @V iy e Fr Bt/

Beachte, dass Zusténde |¢(Ig)> negative Energie —E; = —(h? k2c2+m2c*)Y/? besitzen. Es treten

also auch Antiteilchenzustédnde in den Zwischenzustdnden auf, die in der Zeit propagieren mit
ePrt/P Wir fithren nun die Zeitparametrisierung ¢ = (t; + t2)/2 und ¥ = t; — to ein, mit
to — —oo und ¢ — +oo. Damit folgt

1 +oo +o00 R R » ,
U0 = —g5 [ i [ a000) (U171 a1V e R £

-

7<f‘ ‘/} |¢(I-;)>K < |V| >KG6 h{E +(Ei +Ef)/2}:| i(Ep—E;)t/h

=22 [ o) Y[ e T iy Er B0
= 72 o s KG s KG

k

—(f|V W(E_)Mc(w(]g)] Vi) kel Er +Ei)t/h]
(17.74)
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27 [° - o e e
- _hz/_oo dt Z: [(f’ 4 |@Z)(,;+)>KG<1/)(E+)| V i) kcO(t) e {Ex—Eat/h
(17.75)
AV ) k@D V i) ke (1) P +Ei)t/ﬁ] 7
wobei die letzte Gleichung dadurch zustande kommt, dass
+o0o ]
/ dee’ i Bt =0, (17.76)

da E; + E; # 0. Daraus ergeben sich konsistente Interpretationen fiir die beiden Zwischenpro-
zesse, die in den beiden Termen enthalten sind.

Betrachten wir die Propagation der einzelnen Zustédnde und tragen sie in einem (Feynman)
Diagramm auf.

Erster Term: e*iEf (tftl)/he—’iEE (t1—t2)/hef’iEi (tgfto)/h
X E,f
\ E, g
\ 3“
\‘ 3 \
| \
EI “ ; \\
- X
f, f t
Zweiter Term: e~ 1B (t=t1)/heiB g (t1—t2) /R —iE;(t2—to) /R
E f
‘ -
1 S X
f t f

1 2

Der erste Term entspricht einem Teilchen im Zwischenzustand, das in der Zeit vorwérts propa-
giert, also nur ein Zwischenzustand des gestreuten Teilchens selber. Andererseits finden wir im
zweiten Term einen Zwischenzustand, den wir als riickwirts propagierendes Antiteilchen auffas-
sen (ta > t1). Damit entpuppt sich die Prozess-Sequenz als eine Paarerzeugung bei t; und eine
Paarvernichtung bei to. In dieser Weise wird die Ladung erhalten, nicht aber die Energie, was
wegen des virtuellen Charakters des Zwischenzustandes keine Probleme macht.

Wir fithren nun noch die Zeitintegrale aus:
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+o00 . +oo . —ih
/ dt ©(t)e " Fr—Et/h - — / dt e " Eg=Et/he=t/h - (17.77)
0

. E; — B —in
e (= —Ey)t/h 0 (B = +E;)t/h nt/h —th

dt O(—t)e "\FE i = dt e"\FETH = 17.78

/_oo ( )6 ' /_OO et € EE + E; — ( )

mit 7 — 04, und setzten das Resultat in (17.75) ein:

S IV k6 @V i) ko LY W ke @V i) ko
hov L Ey—Ei—in E + Ei—in

k

(flv)ka

(17.79)
Damit erhalten wir eine Form der zweiten Ordnung Rayleigh-Schrédinger-Storungstheorie. Die
Energienenner entsprechen auch den oben diskutierten Zwischenprozessen:

erster Term: EE —F; = EE - Ef Teilchen

zweiter Term: FEp + E; = (E; + Ep + Ey) — E; = B + By Teilchen + Teilchen/Antiteilchen-Paar
(17.80)
Damit wird unser urspriinglich als Einteilchenproblem konzipiertes Beispiel zum Dreiteilchen-
problem. Eine systematischere und bequemere Formulierung finden wir jedoch erst in der Quan-
tenfeldtheorie.
Der Beitrag zum differentiellen Wirkungsquerschnitt ist schliesslich

ao|® B 5 IV k6 @V i) ko N IV k6 @SV i) ko
Q| 2c¢tht(2m)? E; —E—in Ez +E—in

-

(17.81)
Die Summe iiber die Zwischenzustinde ist kompliziert genug, dass wir die Diskussion bei diesem
Ausdruck abschliessen wollen.
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Kapitel 18

Relativistische Quantenmechanik -
Dirac-Gleichung

Wir betrachten nun eine alternative Formulierung der relativistischen Quantenmechanik, die die
Theorie fiir Spin-1/2 Fermionen liefert, insbesondere fiir das Elektron.! Diese Theorie geht auf
Dirac zuriick und wurde 1928 kurz nach der Klein-Gordon-Formulierung entwickelt.

18.1 Dirac-Gleichung

Die neue Formulierung soll folgende Forderungen erfiillen: Zuné&chst soll sie wie die Klein-Gordon-
Gleichung kovariant unter Lorentz-Transformationen sein. Im Gegensatz zur Klein-Gordon-
Gleichung suchen wir eine Differentialgleichung erster Ordnung in Raum und Zeit, und die
Norm soll positiv und der Hamilton-Operator hermitesch sein. Wir erlauben hingegen, dass die
Wellenfunktion mehr-komponentig sein darf.

Der allgemeine Ansatz sei

0 ~ I - -~
ih s = Ay="CG Vy+mPb=(cp-a+pmE), (18.1)
i
wobei wir von Anfang an nicht annehmen wollen, dass «; und 3 nur Zahlen sind, da sonst diese
Gleichung nicht invariant wére unter rdumlichen Rotationen, und sicherlich auch nicht unter

allgemeinen Lorentz-Transformationen. Die Wellenfunktion ¢ habe N Komponenten,
b1
v=1 : |, (18.2)
N
so dass a;, und 3 N x N-Matrizen sind. Nun soll dieser Ansatz kompatibel mit der relativistischen

Energie-Impuls-Beziehung E? = p?c? + m2c* sein, d.h. jede Komponente von 1 erfiillt gemiiss
Korrespondenzprinzip die Gleichung

0%,

ot?
die der Klein-Gordon-Gleichung entspricht. Diese Gleichung soll sich aus (18.1) durch einmalige
Iteration ergeben. Also findet man

—h?

= {—h202 V24 m204} bj (18.3)

0% o 4 aio; 0% hmc? oY

32 _ 322 J % i , , 2.2 4

h 52 hc N E 5 83:’6:63'—1_ i E (alﬁ+ﬁal)axi+ﬂmc¢.
ij={z,y,2} i={z,y,2}

(18.4)

!Sehr instruktives Lehrbuch: J.D. Bjorken und S.D. Drell: Relativistische Quantenmechanik B.I.-
Hochschultaschenbiicher.
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Durch Vergleich zwischen (18.3) und (18.4) kénnen wir folgende Bedingungen aufstellen:
oo + ooy = 251']'

Die Matrizen miissen hermitesch sein, da H hermitesch ist. Daher kénnen sie wegen o = 32 =1
nur die Eigenwerte +1 oder —1 haben. Weiter finden wir a; = —Ba;3, so dass fiir die Spur gilt

Spa; = Spf*aj = SpfBa;f=—Spa; = Spa;=0 (18.6)

und analog Sp 8 = 0. Dies bedingt, dass mit obigen Eigenwerten +1 die Dimension der Matrizen
N gerade sein muss. Es ist nicht moglich fir N = 2 vier antikommutierende Matrizen mit
veschwindender Spur zu finden, denn es gibt nur drei Pauli-Matrizen und die Einheitsmatrix als
unabhéngige Basismatrizen. Daher muss N mindestens 4 sein.

Eine konkrete Darstellung dieser vier Matrizen fiir N = 4 ist

s(55) ~(38) e

wobei o; die Pauli-Matrizen und o die 2 x 2-Einheitsmatrix ist. Mit diesen Matrizen wird
(18.1) Dirac-Gleichung genannt. Wir werden jedoch bald eine leicht modifizierte Formulierung
einfithren.

Kontinuititsgleichung: Wir betrachten die zeitliche Ableitung des Skalars 1,

o .. oyl
alv = ar

Durch Einsetzen der Dirac-Gleichung (18.1) und ihrer komplex konjugierten erhalten wir dann
die Beziehung

0
T2
Yo (18.8)

B . . e
Sty =—c{(Vol) alyp+uta. Vol + T @ishy - ulsy)
ot h (18.9)

=-V.-afay,

wobei verwendet wurde, dass die Matrizen hermitesch sind. Diese Gleichung hat nun die Struktur
der Kontinuitétsgleichung und wir konnen sofort die Dichte und die Stromdichte definieren als

p=¢viy wd j=ctav, (18.10)

oder als Viererstromdichte j* = (%, ) = (cp, j ). Beachte, dass ¢@ dem Geschwindigkeitsope-
rator entspricht, den wir etwas spéter noch herleiten werden. Dann hat die Kontinuitétsgleichung
die kovariante Form
i =0,
oxH
wobei wir die Konvention verwenden, dass iiber gleiche Indizes summiert wird. In dieser For-
mulierung ist die Einteilchendichte positiv definit und kann vorderhand als Wahrscheinlichkeits-
dichte interpretiert werden. Man beachte den Unterschied zur Klein-Gordon-Formulierung, in
der die Dichte auch negative Werte annehmen konnte und daher als Folge des intrinsischen Viel-
teilchenaspektes (Teilchen-Antiteilchen-Erzeugung / -Vernichtung) nicht so interpretiert werden
konnte. Wir werden jedoch im Folgenden sehen, dass wir auch hier die Interpretation anpassen
miissen.

(18.11)
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Kovariante Form der Dirac-Gleichung: Wir multiplizieren die Dirac-Gleichung (18.1) mit /¢
und erhalten die Form

0 =
ihﬁa—wo +ihB& - V1 —me =0 (18.12)
i
wobei 2 = ct. Wir fithren die neuen Matrizen ein
g 0O wd  y=pai=( 0 7 (18.13)
== 0 —oY " TEPEEL e o )
und schreiben
0 me
(- + ) v =0 (18.14)
Die v#-Matrizen besitzen folgende Eigenschaften:
A% =A% hermitesch, ~* = —~*' antihermitesch (18.15)
/ylu‘lyy + ,}/l/,y,u g 29‘“‘”1 (1816)
wobei
10 0 O
0 -1 0 O
Hy = =
9" = g 0 0 -1 0 (18.17)

0 0 0 -1
Ferner gilt (7°)2 = 1 und (7)? = 1. Die Dichte und die Stromdichte erhalten nun die Form

(p.§) =W, eptay) — i =cyp, (18.18)
wobei 9 = 1140,

Relativistische Kovarianz der Dirac-Gleichung: Wir betrachten das Verhalten der Dirac-Gleichung
unter den allgemeinen Lorentz-Transformationen:

Iy . - L0 =
(Ypu—me)yp =0 mit dem Vierervektor p, = (po,— p) = (zhat,zhv> . (18.19)

Zunichst untersuchen wir die einfachen Rotationen im dreidimensionalen Raum (Drehung um

Winkel 6 fiir die Achse 7, d.h. § =07 ):

20— 2% =20 7 = 7 =R(A)7 und p° SV =p0 P = R(6)F . (18.20)
Die Wellenfunktion erfahrt dann die Transformation
w’(f’,t) = SryY(Z,t), (18.21)

—

wobei wir verlangen, dass (v p}, —mc)y'(Z',t) = 0. Damit gilt

Sp°Spt =4° und SgpYSR'-F =90, (18.22)

was nach etwas Algebra auf

01 0/2 0
Sk = ( 0 i5.9/2 (18.23)



fiilhrt. Es folgt, dass S;! = SE, d.h. Sg ist unitédr. Daher folgt auch

VIR O (F ) = 0N (F 00(E 1) . (18.24)

Nun wenden wir uns der allgemeinen Lorentz-Transformation (auch Lorentz-Boost genannt) zu,
fiir die wir die folgende Notation einfiihren:

) v 7 3 ) v o __ O
2" =ad", x und 2"z, =2tr, = d',a,7 =6, (18.25)

wobei 6/, = 1 und 6, = 0 fiir u # v. Analog gilt fiir den Vierer-Impuls

pL=a."Dy. (18.26)

Wie vorher suchen wir nun eine Matrix mit der Eigenschaft, dass

V(@) =Spd(z) = (P -meY(@) =0 & (YPu-me)y(z) =0  (18.27)
erfiillt ist. Dies bedeutet, dass

SL’y“SL_l =~"a, " und SL_lfy”SL =a” . (18.28)

Beachte, dass S LSL_l = 1. Die Struktur eines Lorentz-Boosts ist formal &hnlich zu einer Rotation,
denn fiir ¥ || ! finden wir

2" coshw sinhw 0 0 20
11 . 1
T sinhw coshw 0 0 T
o2 | 0 0 10 22 (18.29)
3 0 0 0 1 3

wobei tanhw = v/c. Entsprechend hat Sy, die Form
0 w 1 w
_ alw/2 _ <g> 1. <g) _ [ ocoshy o sinh%
Sp=e 1 cosh 5 ) To sinh 5 olsinh® o%cosh? ) (18.30)

so dass

SL*yOSZl =~%coshw — 4! sinhw , Sm/lSZl = —%sinhw 4+ 4! coshw . (18.31)

Die allgemeine Form fiir beliebige Relativgeschwindigkeiten ist

a-vw
S, — i 18.32
s=en (557 (532)
Damit ist die Dirac-Gleichung kovariant unter allen Lorentz-Transformationen, d.h. Boosts, die
Kombinationen von Rotation und Lorentz-Transformation sind.
Fiir eine beliebige Transformation bestehend aus Sk und Sy, folgt aus (18.32), dass

Sl = 408150 (18.33)

= @) =y @ = ¢ (2)81° = ¢l (@) = d(a)s! (18.34)
Damit ist 1 (z)(x) = ¢'(2')1'(z') ein Skalar, und die Stromdichte j# transformiert wie ein
Vierervektor

7M@) = ! (@) (2') = ey (2)STINSP(x) = ca Ly (2)y Y (x) = a¥j"(z) . (18.35)

Diese Eigenschaften lassen sich auf allgemeinere Tensoren erweitern.
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18.2 Freie Teilchen

Freie Teilchen werden auch in der Dirac-Theorie durch ebene Wellen beschrieben:

W(T 1) = ue WP D)/ (18.36)

wobei u ein Vierkomponenten-Vektor ist und (p®)2 = 52 + m?2c2. Zunschst betrachten wir das
Beispiel eines Teilchens in seinem Ruhesystem, das die Gleichung,

oY

iha = Bmc*y (18.37)
erfiillt. Es gibt vier Losungen: zwei mit positiver Energie,
1 0
WP = 8 emimet/h ) (1) e—ime*t/h (18.38)
0 0
und zwei mit negativer Energie,
0 0
%_) _ (1) eHimet/h ¢é—) _ 8 Hime?t/h (18.39)
0 1

Spin, Helizitét, Drehimpuls und Spin-Bahn-Kopplung: Die Losungen (18.38) und (18.39)
sind auch Eigenvektoren des Operators

3
3 o 0
) _< ] U3> (18.40)
mit
23 = 4 und w3 =~y (18.41)

im Ruhesystem des Teilchens. Wir kénnen

h = h lod
I
5=

als Spin-Operator interpretieren und aus

) (18.42)

Qo

W ay 3,

TEi=0n (18.43)
schliessen wir, dass die obigen Losungen Spin-1/2 Spinoren beschreiben. Offensichtlich kommu-
tiert dieser Spinoperator mit dem Hamilton-Operator des Ruhesystems H » = pmc?.

Fiir endliche Geschwindigkeit, p° # 0, vertauscht der Spin-Operator nicht mehr mit dem Dirac-

Hamilton-Operator und der Spin ist im allgemeinen keine Erhaltungsgrosse (Quantenzahl) mehr.

[Hp, S$]#0 mit Hp=cda- p + Bmc? (18.44)

Die Helizitét, d.h. die Spinkomponente parallel zu Impuls (i || 7) bleibt erhalten. Der entspre-
chende Operator ist definiert als
A Eo L
h(p) = 7] = [Hp,h(p)]=0 (18.45)
0

G-

|7
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Wir suchen eine weitere Erhaltungsgrosse, die mit dem Spin zusammenhéngt. Betrachte den
Kommutator

[H p,%a)] = 2ic(oy B> — . By) (18.46)
den wir mit dem Kommutator des Drehimpulses vergleichen wollen ( L = I xp ):
[Hp, Lo =[cd [ +pBmc®, 5P — 2Py = ihc(ozpy — oy p) - (18.47)

Wenn wir daher (18.46) mit h/2 multiplizieren und zu (18.47) addieren finden wir einen kom-
mutierenden Operator:

[Hp, L +=%]=0 = J =L+ S =1L+:% Gesamtdrehimpuls. (18.48)

| S
| =

Das bedeutet, dass der Gesamtdrehimpuls J eine Erhaltungsgrosse ist, wihrend sowohl Spin als
auch Drehimpuls unabhéngig nicht mehr erhalten sind, ausser im Grenzfall p° — 0. Dies ist der
Effekt der Spin-Bahn-Kopplung, die wir frither als relativistische Korrektur von Hand in unsere
Theorien eingebaut haben. Die Spin-Bahn-Kopplung ist jetzt natiirlich in der Dirac-Theorie
enthalten.

Nun wenden wir uns den ebenen Wellen bei endlichem Impuls zu. Wir spalten den Vektor ¢ in
zwel Unterspinoren auf, so dass die Dirac-Gleichung die Form

o ¢ . mc 0_!5 ¢
m(2)-( 55 ) () o

annimmt. Diese Gleichung kann einfach durch Eliminierung einer der beiden Spinoren gelost
werden:

o~ ~
— —

. O_'"p ~0 . (U'p)Q
X_iﬁoqtmcé = pgf)—{mc—i—ﬁoerC ) (18.50)

Zusammen mit den Beziehungen

2 und  (p9)2= 524+ m3P? (1851)

(6-9) =70 PP’ +me)=me(p® +me)+ p
ergeben sich dann die Losungen:

Positive Energie:

| 2 0 2
(1) _ JBrtme | eitma-mpom [T ) g)eia-Bp/n
1p 2mc? E z4+mc? EﬁV

(pz+ipy)c
E z4+mc?

S
8]
|

(18.52)

: 2)( =\ i(F-F—Ezt)/h
o5 = 5 (pz—ipy)c u( )(p)el(p z 7t)/
p 2me EytmeZ EzV
—b=zC
E z+mc?

209



Negative Energie:

T
P 'mc
(o) _ JEptme [ Gt i E-Egt)/h_ | T3y o (5 E—Ept)/h
by = —5 Ep-;m@ e~ PE—Egzt)/h _ EﬁVU( )(p)e {7 F-Ezt)/
0
(18.53)
(pz—ipy)Qc
Ez4+mc
W) = | Ey +mc? Ez}_f‘j,fcg o5 E—Ept)/h _ mc? u® (p)e—ilFE-Ept)/n
2p 2mc? "0 Ez;V
1
mit Ey =/ p?c? + m2ct.
Diese Zusténde sind orthogonal und ihre Norm
&t & _ Ep
Uiy W = i E;>0 (18.54)

ist abhéngig vom Bezugssystem, da cp die 0-Komponente eines Vierer-Vektors ist.

Zitterbewegung: Obwohl wir eine positiv-definite Dichte finden, haben wir analog zur Klein-
Gordon-Formulierung wieder unvermeidbar Loésungen negativer Energie. Zwar kénnen wir im
Falle freier Teilchen genau zwischen Zustéinden positiver und negativer Energie unterscheiden.
Sobald wir jedoch einen lokalisierten Zustand betrachten, etwa einen gebundenen Zustand, dann
ist eine einfache Separierung nicht mehr moglich. Eine allgemeine Wellenfunktion kann némlich
durch Uberlagerung ebener Wellen erzeugt werden.

2 Lo
Z mc Z Cplu i(p-Z—FEy t/h+ Z c lu ﬁ) W(p-Z—Ezt)/h

1=1,2 1=3,4
(18.55)
Betrachten wir nun einen Zustand, der zur Zeit ¢ = 0 durch die Wellenfunktion
P(7)
sz 0= (18.56)
0

gegeben sei. Durch die Fouriertransformation finden wir die Koeffizienten in der Entwicklung
(18.55) mit der Bedingung,

C_p3= _Epfiicmﬁcm und  c_pz4 = m Cp1 - (18.57)
Wegen der Heisenberg-Unschérferelation AzAp, ~ h gilt, dass die Koeffizienten c_ 53 und c_ ;4
vergleichbar mit cz; werden, wenn das Teilchen auf einer Léngenskala Az < h/mc = Ao
(Compton-Wellenlidnge) lokalisiert ist. Der Zustand eines Elektrons, das auf engem Raum ein-
geschlossen wird, enthélt sowohl Komponenten positiver als auch negativer Energie, analog zum
Problem des Klein’schen Paradoxes.
Betrachten wir nun den Operator der Geschwindigkeit. Dieser ergibt sich aus der Bewegungs-
gleichung des Ortsoperators:

[H p, 7] = ca (18.58)



Interessanterweise ist die Geschwindigkeit keine Erhaltungsgrosse, auch wenn der Impuls erhal-
ten ist, denn [ H p,ay] # 0. Unter Verwendung von (18.55) berechnen wir den Erwartungswert
der Geschwindigkeit:

W) = / Brp(E,1) 599( 7, 1)

> el =D leql

1=1,2 =34

e
=y 5
P (18.59)

/

)(ﬁ)’[caju(r)(ﬁ)e—QiEﬁt/h

DIDIDIE-

|: /Cpr'U/(
p r=12r'=34 p

+Cpr/cﬁTu(T)(ﬁ)Tcaju(r/)(ﬁ)eZiEﬁt/h] .

Die ersten beiden Terme zeigen an, dass die Komponenten positiver und negativer Energie entge-
gengesetzte Geschwindigkeit haben. Die nachfolgenden Mischterme weisen schnelle Oszillationen
mit der Frequenz ~ 2mc?/h auf. Dies wird Zitterbewegung genannt und findet sich natiirlich auch
im Erwartungswert der Ortskoordinate, die sich durch Integration von (v,(t)) nach der Zeit ¢
ergibt:

(18.60)

ih (me®\? N Y , C%E
+Z 2<E ) [cﬁr/cﬁru( () eayu™ (e 2Est/R

_Cp’r'/cﬁr (T)(ﬁ)TcaMu(W)(ﬁ)eﬂEﬁt/h

Die Zitterbewegung des Teilchens fiir ein Wellenpaket ist von der Grossenordnung Compton-
Wellenlinge A\c = h/mc = 3.9 x 107! cm. Diese zusétzlich schnelle Bewegung entspricht einer
Art Verschmierung des Elektrons. Damit fiihlt das Elektron am Punkt & nicht einfach das
Potential V' (&), sondern eigentlich V(Z + §&). Da 0 Z klein ist konnen wir entwickeln und
erhalten

V(T +67) = V(T)+67 - SV(E) + o000 -2 4 (18.61)

x Z)=V(x z - x —0x, 00, ———— + - .
2 0,0z,

Wenn wir dies zeitlich mitteln (die Zitterbewegung geschieht auf einer Zeitskala ¢ > h/ 2me? ~
1072Ls) und fiir [0z,,| = A/mc annehmen (aber dz, = 0), erhalten wir

2
V(Z) = V(F) + - <h> V2V(7) (18.62)

6 \ mc

Diesen Korrekturterm werden wir spéter im nicht-relativistischen Grenzfall wieder als Darwin-
Term antreffen, wenn auch mit einem leicht unterschiedlichen Vorfaktor.

18.3 Der Dirac-See

Wie in der Klein-Gordon-Formulierung (spinlose Bosonen) haben wir hier Elektronenzusténde
negativer Energie. Dies ergibt insofern ein Problem, als Atome dadurch nicht mehr stabil wéren.
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Der nicht-relativistische Grundzustand des Elektrons im Wasserstoff-Atom koénnte geméss der
Dirac-Gleichungen durch Strahlungsemission in einen Zustand negativer Energie zerfallen und
schliesslich bis zu unendlich tiefen Energien kollabieren. Dirac hat einen eleganten Ausweg aus
diesem Dilemma gefunden. Im Dirac-Bild entspricht das Vakuum der Situation, in der alle
stationédren Zustédnde der Dirac-Gleichung mit negativer Energie durch Elektronen besetzt sind.
Da wegen des Pauli-Prinzip keine weiteren Elektronen in diese negativen Zustdnde hineinpassen,
kann der urspriingliche Grundzustand des Atom auch nicht in Richtung negativer Energieniveaus
zerfallen. Diese Vakuum wird auch Dirac-See genannt, in Analogie zum Fermi-See des nicht-

relativistischen Elektronengases.
E E
\A Aen = Elekfron
T s VAYAYAYAYAVAVAVAN

| y
l K

k /
\ / Loch = Positron
voll

Dieses Bild hat sehr grosse Ahnlichkeit mit dem Spektrum eines Halbleiters, wo das Valenzband
und Leitungsband mit den Zustdnden negativer bzw. positiver Energie identifiziert wird. Diese
Beschreibung hat weitreichende Folgen, indem n&mlich die Moglichkeit besteht, durch Photo-
nabsorption ein Elektron von einem negativen Energiezustand in einen positiven anzuregen.
Damit hinterldsst man ein ”Loch” im Dirac-See und gewinnt ein Elektron mit positiver Energie.
Das Loch entspricht einem Teilchen mit positiver Ladung, da im Dirac-See eine Ladung fehlt.
Falls ein Elektron des Impulses p und Spins A(X3) entfernt wurde, hat der Dirac-See Impuls
—p und —R(X3).

Wir identifizieren dieses Loch als das Antiteilchen zum Elektron, ein sogenanntes Positron. Man
beachte, dass historisch Dirac das Antiteilchen aus seiner Theorie vorhersagte. Es wurde erst
einige Jahre danach tatséchlich im Experiment nachgewiesen (Anderson, 1932). Im Vergleich
der beiden Theorien (Klein-Gordon und Dirac) ergeben sich klare Unterschiede. Die Dichte
kann in der Klein-Gordon-Formulierung (fiir spinlose Bosonen) beide Vorzeichen annehmen, so
dass die Teilchenzahl verénderlich ist, wihrend die Ladung erhalten bleibt. Damit kann es nicht
geschehen, dass aus einem Teilchen ein Antiteilchen entsteht. Dagegen ist die Dichte immer
positiv fiir die Elektronen in der Dirac-Formulierung. Es ist das Pauli-Prinzip, das verhindert,
dass sich Elektronen in Positronen verwandeln und umgekehrt.

Vakuum-Polarisation: Die Prisenz des Dirac-Sees bringt neue Aspekte ins Spiel. Betrachten wir
zum Beispiel eine statische Punktladung (Elektron, Proton, ... mit po(Z) = ¢o6®(Z)), dann
fithrt die Ladung zu einer elektrostatischen Polarisation des Dirac-Sees, d.h. des Vakuums. Da
der gefiillte Dirac-See inert ist, bedeutet diese Polarisation, dass Elektron-Loch-Paare virtuell
erzeugt werden (wie in zweiter Ordnung Storungstheorie).

Elekfron
: : Positron

pO pp pD + pp

virtuelle Elektron—Positron

nackte Ladung Abschirmladung Summe
Anregung
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Das Resultat der Vakuum-Polarisation ist die effektive Abschirmung der Punktladung, d.h.
um die Ladung formiert sich eine Wolke umgekehrter Polarisationsladung (pp(r)), so dass auf
Distanzen grosser als rg eine reduzierte Ladung beobachtet wird:

0= [ (@) + py() (18.63)

Diese reduzierte Ladung entspricht der von uns gemessenen Ladung. Deshalb ist die Ladung +e
des Elektrons oder Protons nur eine effektive Ladung. Die wahre (oder nackte) Ladung gy kommt
erst zum Vorschein, wenn wir uns sehr nahe bei der Ladung befinden. Obwohl die Lange rg sehr
kurz ist (~ Compton-Wellenldnge), kann man den Abschirmeffekt experimentell beobachten.
Die Energieniveaus der s-Elektronenzustinde in einem Atom sind etwas niedriger als erwartet,
da diese Elektronen beliebig nahe an den Kern herankommen und so von der positiveren Ladung
noch mehr angezogen werden. Zustdnde hoheren Drehimpulses sind wegen der Zentrifugalkraft
weiter entfernt vom Kern und sehen nur die abgeschirmte Ladung. Man beachte, dass dhnliche
Abschirmphénomene fiir Ladungen durch Elektron-Loch-Polarisation des Fermi-Sees auch in
Metallen vorkommen.

18.4 Symmetrien und Erhaltungssitze

Wir haben uns im Zusammenhang mit Symmetrien schon frither mit der allgemeinen Lorentz-
Kovarianz des Dirac-Hamilton-Operators beschéftigt. Ferner haben wir gesehen, dass der Ge-
samtdrehimpuls,

—
=

J =1L+

| St

5, (18.64)

eine Erhaltungsgrosse ist und daher mit H p kommutiert. Rotationen miissen deshalb sowohl
orbitalen Drehimpuls als auch Spin einschliessen, um die Dirac-Gleichungen forminvariant zu

lassen. Der erzeugende Operator der Rotation ist also J mit

U(0)=ef7 (18.65)

Nun diskutieren noch wir eine Reihe weiterer Transformationen.
Paritit: Die Paritéit, definiert durch ¢ = ¢t und 7’ = — 7, entspricht

1 0 0 O
a’ = 8 _01 _01 8 =g" mit 2’ =a" 2" . (18.66)

0 0 0 -1

Zunichst betrachten wir die Invarianz der Kontinuitétsgleichung

Dies bedeutet, dass Ay = Ay und A’ = — A, denn das Vierer-Vektorpotential geht als Produkt
pAo+j - A (=p'Ay+ '+ A') in den Hamilton-Operator ein. Die entsprechende Transformation
der Wellenfunktion ¢'(Z',t') = Spy(&,t) ergibt sich durch Vergleich der Dirac-Gleichungen,
i.e.

m% ~H(zZ, AN | w(Z,0)=0 & Sp m% - ﬁ(f’,A“’)] Sl Spip(Z,1) =0 (18.68)
(&4
Y2

so dass
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0 h= e -
h——eAp| —a - (-V —-A)— = 18.
{(zhat e 0> a (iV - > mcﬁ}i/)(:n,t) 0 (18.69)
in
0 / o~ h = / e =1 00 =1 4
Sp 171%—6140 +a - ;V _EA —mefp SprY' (2, t) =0 (18.70)
transformiert wird, woraus die Bedingung fiir die Forminvarianz folgt:
ia——da; B—p (18.71)
Damit ist
Sp =1y und S;l =/n, (18.72)

wobei 79 =  und (18.5) verwendet wird. Wenn wir zusitzlich verlangen, dass die Dichte 1T
invariant bleibt, muss gelten |[n|> = 1 oder = €'®,wobei wir ¢ = 0 wiihlen diirfen. Als ein
Beispiel betrachten wir die Wirkung der Paritdt auf den Geschwindigkeitsoperator ¢ @ :

Sp(c@)Sp! =cypdo =cfaf = —cd , (18.73)
d.h. die Geschwindigkeit wird umgedreht. Fiir das Skalar- und Vektor-Potential folgt aus (18.70)
natiirlich A = Ap und A’ = —A.
Zeitumkehr: Die Zeitumkehr entspricht ¢ = —t und ¥’ = Z. Aus der Invarianz der Konti-

nuitéitsgleichung schliessen wir analog zur Paritéitstransformation, dass A, = Ap und A =_4.
Die zeitumgekehrte Form der Dirac-Gleichung (18.69) ist

ST{<_ihaat/ —eA6> —a - (?ﬁ’—i— iff’) —mcﬁ} Syl =0, (18.74)

woraus man schliesst, dass

i——1; a——a; [B—p8 (18.75)

Damit kénnen wir in gleicher Art wie vorhin die Transformation ¢'( #’,t') = Spy(Z,t) bestim-
men:

~ ~ 2 ~
Sr =" K = —iala® K = — ( % ;)2 ) K, (18.76)

wobei K wie in Kapitel 6 der “Konjugiert-komplex”-Operator ist: KiK' =—i.
Zunichst wollen wir die Wirkung von St an einem Beispielzustand testen:

SN (7 H) = Sp () = —i e e (18.77)

(&

<

I
coc o~
co~=o

Das Teilchen bleibt ein Teilchen, aber sein Spin wird umgedreht. Als weiteres Beispiel betrachten
wir die Stromdichte j = cipf @:

J'=eptSpta s = —cptay = —j (18.78)

Ladungskonjugation: Fiir die Dirac-Gleichung gibt es noch eine weitere Symmetrie, ndmlich die-
jenige, die zwischen Zustinden positiver und negativer Energie besteht. Einerseits konnen wir

214



die Dirac-Gleichung fiir Elektronen aufstellen, die eine negative Ladung haben und deren Anti-
teilchen (Positronen) negative Energie haben (siehe (18.69)). Wir kénnen aber genauso gut die
Gleichungen vom Gesichtspunkt des Positrons aufstellen mit postiver Ladung und Antiteilchen
(Elektronen) mit negativer Energie. Diese zueinander konjugierten Gleichungen lauten

L, 0 e L 0 e 1
{(Zhaxﬂ_cA”> 7“—mc}1/1—0 = SC{<Zhal"“,+CAH) fy“—mc}Sc e =0.
(18.79)
Dabei stellt die Wellenfunktion . den zu v ladungskonjugierten Zustand dar. Fiir die Formin-

varianz ist erforderlich, dass
i — —i;yt— =t (18.80)

Damit finden wir, dass . = Sc¢ mit

Se =iV’ K . (18.81)
Wir wenden diese Transformation wiederum auf den Zustand an
emImEUR oy (F) = S, (T, ) =i eimet/h. (18.82)
0 1

Dies fiihrt auf ein Antiteilchen mit umgekehrtem Spin. Wir kénnen die Ladungskonjugation auch
auf den Viererstrom anwenden: j# — —j#, was der Umkehrung des Vorzeichens der Ladung

entspricht (j* = cipy*)).

o O =
o O O

18.5 Nicht-relativistischer Grenzfall

Wir betrachten nun den Grenzfall von v < ¢. Zu diesem Zweck schreiben wir die Dirac-Gleichung
in einer modifizierten Spinorform, indem wir den Vierer-Spinor in zwei Zweier-Spinoren aufspal-
ten:

_ [ ¥
¢_(X>
L0 v\ h=o e - 0 & ol 0 @
= (1) 4G9 =2a)- (5 D)+ (0 5 ) meeen (1)

(18.83)
und in Komponenten
o .
iha—@ = ¢ ( v - < A> G X+ (me® +edo)p (18.84)
ot i c
) aX . h - e - = 2
zha = ¢ <2 VvV — cA> - 0o — (me” —edp)x (18.85)

Wir gehen von (18.85) aus mit dem Ruhesystemansatz y ~ e—ime*t/h aus, woraus in erster

Ordnung folgt
9 h=o e - o 9 e - o v
meéy & ¢ ;V—EA - 0@ —mey = Y~ -— —_V—EA T~ (18.86)

Dies nun eingesetzt in (18.84) liefert
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d 1 [(h= - 2
maf o [(iv —iA) : 6} ¢+ (mc® + eAg)yp (18.87)

@l
Ql
~
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o
o
QO
n
»n

Wir verwenden nun die Identitét (

ho e - _,2 he e =\2 eh , = - - -
-V—--4)-¢ = fV—EA -0 (VxA+ Ax V), (18.88)

1 C

T

wobei H = V x A das Magnetfeld ist. Damit erhalten wir in erster Ordnung von v/c,

2L (g i o g +(me® + eAp) (18.89)
ot 2m \i c 7 ome? prime T edo)y - '

gup S A
Hier finden wir direkt die Kopplung des Magnetfeldes an das magnetische Moment des Spins,
so dass unsere Interpretation des Spinors als Spinkomponenten nachtréiglich gerechtfertigt wird.

Es ist ein Triumph der Dirac-Theorie, den gyromagnetischen Faktor g = 2 richtig zu finden.
Nun gehen wir eine Ordnung héher in (18.86):

1 h =
X _2mc<iv
1 [(h= ~ 1 0 h= e - v3
~— (1 A) 6o — 2 _eto) (29 -CA) .5 v
2mc<7jv > 7v 4m2c3<h8t me —e 0> (iv c > U(P+O<c3>’
(18.90)

wobei die zweite Zeile durch iteratives Einsetzen erhalten wird. Wir bearbeiten nun die zweite
Korrektur, indem wir diese in (18.84) einsetzen:

1 h= e » 0 ho e -
(29 _fa) s (inl —mP—ea ) (29 —CA) .
4m?2c3 <iv c > U(Z ot ¢ © 0> (iv c > 7

1 h—» e - 2 0 9 ieh h—» e - -

(‘3\@

S\ L 1 0 9
A) -5 <zhat—mc —6A0>

Q\Cb

(18.91)

wobei wir das elektrische Feld £ = —V Ay — %8/1 /Ot eingefithrt haben. Aus der Niherung

0 5’ 2 v
B e —edy ) o= 2 (7) 18.92
< 5 me? —e 0) 2m90+(') - (18.92)
erhalten wir schliesslich den Korrekturterm

o, ch (Exp)y+ 5B (18.93)

8m3c? 4771202 b 4m22 P . '

Spin-Bahn-Kopplung nicht-Hermitesch

der die Spin-Bahn-Kopplung einschliesst, die wir schon frither als relativistische Korrektur ge-
sehen hatten, und einen nicht-hermiteschen Term erzeugt, den wir jedoch bald wieder los sein
werden.

In dieser Ordnung der Entwicklung wird auch die Korrektur fiir die Normierung der Wellen-
funktion wichtig, d.h.:
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1=/d3r¢f¢=/d3r (Pl +x! ):/d‘?’wT

p
1 _
+ Am?2c?

o+0 (Zi) . (18.94)

Daher sollten wir mit der Wellenfunktion

W(T, 1) = (1 + 732) o(7,1) (18.95)

2m 8m?2c?
(18.96)
:_{inhc& 2] 4:;&5 (E x )+ edo 4:55& i E}@
mit 1+ ;3' 2 /8m?2c? von links her multiplizieren, erhalten wir unter Verwendung von
[ 72, edo] —2ieh p - E = h2eV 24, (18.97)

die nicht-relativistische Ndherung zweiter Ordnung (alle Terme von hoherer Ordnung werden
vernachléssigt):

(18.98)
Diese Ndherung beinhaltet in der zweiten Klammer auf der rechten Seite die Kopplung des Spins
an das Magnetfeld sowie die Spin-Bahn-Kopplung. Die dritte Klammer schliesst den Darwin-
Term als Korrektur zum Potential ein, eine Korrektur der Zitterbewegung, wie wir ihn schon
nihrungsweise in (18.62) gesehen haben. Der Darwin-Term kann auch als eine Konsequenz der
Vakuumpolarisation, die wir oben kurz diskutiert haben, verstanden werden. Offensichtlich ist
die Léngenskala, die sich aus dem Vorfaktor ablesen lisst, die Compton-Wellenldnge Ao = h/mec.

18.6 Wasserstoff-Atom

In Atomen ist der Darwin-Term wichtig fiir die s-Zustédnde, denn wir sehen, dass fiir das Kern-
Coulomb-Potential gilt

V24 = V2IS = _4rZed(F), (18.99)

d.h. dieser Term ist nur aktiv genau auf dem Kern. Wir sprechen von einer ” Kontakt-Wechselwirkung”.
Andererseits sehen wir, dass der Spin-Bahn-Kopplungsterm, der im Atom die Form erhélt,

~ A 1d4y = =
>E-(:E’><ﬁ)—e 0§ . L, (18.100)

eh _ -~
7. (F 2y — _ - 440
(B> p) 2m2c2 r dr

he 1 dAO
Tam22’

4m2c2 r dr
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nur bei endlichem orbitalem Drehimpuls einen Beitrag gibt. Im Atom gilt Ay = Ze/| Z|. Wir
konnen die relativistischen Korrekturen als Stérung betrachten und fiir das Wasserstoff-Atom
die Korrektur zur Energie in erster Ordnung Rayleigh-Schrédinger-Theorie betrachten. Nach
einiger Rechnung findet man

9 a? at 1 3

6

E=mc 1_ﬁ_ﬁ m—@ + O(a”) (18.101)
mit a = e2/he und j die Quantenzahl des Gesamtimpulses.? Die Korrekturen entsprechen der
Feinstruktur des Atomspektrums. Wir finden, dass das Spektrum nicht mehr nur von der Haupt-
quantenzahl n abh&ngt, sondern auch vom Drehimpuls j. Damit werden gewisse Entartungen
des nicht-relativistischen Spektrums aufgehoben. Im nicht-relativistischen Fall sind die Zusténde
25 1 2P1 und 2P3 entartet (Notation: nL;). Die relativistische Korrektur der Dirac-Gleichung

spaltet d1e Entartung auf:

(25’;,2]3;) entartet , 2P% um ~ 10~%eV haher (18.102)

Auch die verbliebenen Entartung zwischen 2S5 1 und 2P1 wird noch aufgespalten durch soge-

nannte Strahlungskorrekturen wie dem Lamb- Shlft 3,
Fin einfaches Bild des Lamb-Shifts ergibt sich, wenn wir von der Konstruktion des Darwin-Terms
ausgehen, wie wir sie in (18.61) eingefiihrt haben.

2IZfl )= 2%«67")%\@(5 =0) (18.105)

AE = (((6r) (W] ¥
Nun betrachten wir eine weitere Ursache fiir die Fluktuation der Elektronposition neben der
Zitterbewegung oder Elektron-Loch-Polarisation. Diese kommt von der Nullpunktsfluktuation
des elektromagnetischen Feldes, ist also eine Strahlungskorrektur. Das Elektron wird durch das
fluktuierende Feld in eine ungerichtete Bewegung versetzt, so dass der Mittelwert ((dr)?) endlich
ist. Um ihn abzuschétzen, gehen wir zunéchst von der klassischen Bewegung des Elektrons aus,
welche durch die Gleichung

d*5 e = ¢E
——=—F 5Ty =——-— 18.1
o2 - = Zy p—_— (18.106)
beschrieben wird, wobei wir die zeitliche Fouriertransformation ausgefiihrt haben.
ST (t) = / dwd & e~ (18.107)

2Das Wasserstoff-Atom kann auch fiir die Dirac-Formulierung exakt gelést werden. Wir verweisen hier auf die
Literatur, z.B. Bjorken und Drell, Relativistische Quantenmechanik I.

3Die Entartung von 251 und 2P1 erscheint erstaunlich in Anbetracht der Tatsache, dass es die beiden Kor-
rekturen, den Darwin-Term und dle Spin-Bahn-Kopplung, gibt, wobei der erste fiir den Zustand 25 1 und der
zweite fiir den Zustand 2P% einen Beitrag liefert. Der Nachweis, dass die beiden Terme tatséchlich die gleichen
Korrekturen ergeben, bedarf einer lingeren Rechnung, die wir hier nicht nachvollziehen wollen (siehe z.B. C.
Cohen-Tannoudji, Bernard Diu et Franck Laloé, Mechanique Quantique). Eine einfache Abschétzung soll uns
aber etwas Vertrauen in das Resultat geben. Zunéchst der Darwin-Term fiir 25 1

wh?Ze?
2m2c2 a3

wh?Ze>
AEp = WWQS 0)]* ~

wobei wir verwendet haben, dass der Atomradius a wie a ~ apZ~*/® (Thomas-Fermi) skaliert.
Die Spin-Bahn-Kopplung fiir 2P% ergibt eine Energiekorrektur

me’Z%at | (18.103)

Z€2 1 2,52 4

wobei wir verwendet haben, dass ( S. L ) ~ h?. Offensichtlich sind beide Korrekturen “gleich”. Verglichen mit
der wesentlichen Energieskala des Atoms Ey ~ mc?Z%a? sind diese Korrekturen um a2 kleiner.
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Die Mittelung der quadratischen Amplitude ergibt dann

e2 . 2 7o\2
((6r,)?) = W((EW)Q) = {((6r)%) = mQ/dw <(b;j;)> . (18.108)

Beachte, dass (§ Z) = 0. Nun kénnen wir (( E,)2) durch die Feldenergie des Vakuums abschiitzen:

1 3 2 5 2 1/3 2 hw

— E B = — E<=2 — 18.1

87r/dr( + B%) = [dr E =3 (18.109)
k

wobei der Faktor 2 im letzten Ausdruck von den beiden Polarisationsrichtungen des elektrischen
Feldes stammt. Das mittlere quadratische Feld ergibt dann

- 1 - 8w hw 8 2 hw 2h - o,
2 _ 3 2 _ 3. [ 2lv 3 _ 2
<E)—/drE—E 2—(2ﬂ)3/dk2—wc3/dww /dw(Ew),

(18.110)

so dass (E2) = 2hw?/mc3. Dies setzen wir nun in (18.108) ein:

((0r)?) = 262h/dwl = m/dk}i. (18.111)

m2e3 w  mm?e3
Dies fiihrt auf ein Integral, das sowohl fiir grosse (ultraviolett) wie fiir kleine (infrarot) Wel-

lenvektoren divergiert. Wir miissen daher “verniinftige” Grenzen (cut-off) einfiithren. Natiirliche
Grenzen im Atom sind

1 1
—2>2k>—, (18.112)

)\C a
denn einerseits ist ap die maximalen Léngenskala des Elektrons, andererseits kann das Elektron
kleiner Langenskalen als Ao wegen der Zitterbewegung nicht mehr ”auflésen”. Daraus ergibt

sich

2a 1
((0r)?) ~ 7%111 <a) : (18.113)
(Ac/ap = a). Damit erhalten wir
dmZe? 1
ALt & ”36 AZaln <) 1w (0)[2, (18.114)
a
was mit der Wellenfunktion |¥,, ;-0(0)|*> = 1/(an37) = Za3/(A\¢n37) die Energieverschiebung
4ot 722 1 4a°me? Z? 1
AF =———In|l—)=—F—In{— 18.115
Lambn = 5008 Ao (a) 3tnd (a) ( )

bewirkt. Der Vergleich mit dem Beitrag des Darwin-Terms ergibt, dass fiir die | = 0-Zusténde

AELamb,n 200 < 1 >

18.116
. (18.116)

~ —In
AEDarwinn T

d.h. der Lamb-Shift ist kleiner. Fiir den n.S1-Zustand ist die Korrektur verglichen mit der Atom-
2

Energieskala (Eg = mc®>Z%a?) einfach abzuschitzen

ALaLamb,n
Eq

Die Niveau-Aufspaltung ist daher E251/2 - E2P1/2 ~5x 107 6eV.

o?
~ ﬁ\lnod , (18.117)
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Hyperfeinstruktur: Im Zuge der Verfeinerung des Wasserstoff-artigen Atom-Spektrums diskutie-
ren wir auch hier kurz die Hyperfeinaufspaltung die durch die Wechselwirkung des Elektron-
und Kernspins auftritt. Der Elektronspin koppelt an das magnetische Feld, das vom Protonspin
(1/2) verursacht wird. Dieses Feld wird gegeben durch

. S ~ L1

B(f):—%Vx(] < V)iz (18.118)
wobei wir das Proton am Ursprung platzieren mit dem Spin I (fp: Protonmagneton, g,: gyro-
magnetischer Faktor). Der Kopplungsterm fiir das Elektron lautet dann:

8

—_

~ 2 = 4 = >
Hyp=Zpp S CB(3)=-HBE § 4G« (T x Vgt (18.119)

8

Die Energiekorrektur ergibt sich aus dem Erwartungswert
1

|5’) : (18.120)

h2

den wir nun fiir ein s-Wellenorbital berechnen (I = 0), das den grossten Wert aufweisst:

(H pp) =“B“pgp/d3x W, (7)]2 {(s: Y x (T x ¥)}

~ WBHpg . = S o = - > - 1
(Fag) =120 [ o w,,a(@)P (5 T)92 - (8- 9)(T - 9|
1(§.T)92

:_MBMng/dS:B ’\If l—O(f)‘22<TS: . /I:‘> ﬁQi

h? e 3 Bl

~——

=—A4né(Z)

(18.121)

wobei die zweite Zeile wegen der Rotationssymmetrie der Zustédnde folgt. Damit gelangen wir
zur Abschétzung:

—

~ 8m > > 204 m (S - ?)
(Fop) = gsingy( S - T Wiso(O) = Sgmet g, = (18.122)
mit M als Protonmasse. Die beiden Spins formen entweder eine Singulett- oder eine Triplett-

Konfiguration.

=~ = —3 Singulett S+I =0
(S - TI) !
won_ e (18.123)
7 Triplett S+I =1

so dass sich eine Aufspaltung zwischen den beiden Konfiguration ergibt:

204 m
AEpin = %mczﬂgp : (18.124)

Auch diese Korrektur ist vornehmlich fiir s-Wellenzusténde, da hohere Drehimpulse eine deutlich
geringeres Matrixelement aufweisen. Daher wird die Hyperfein-Struktur oft auch als Kontakt-
wechselwirkung betrachtet. Der Vergleich mit Ey ergibt

N,
Shfn 2 (18.125)

Eo M3
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d.h. fir n = 1ist AEpp1 ~ 8 X 107 7eV 4

Von den drei Kontaktwechselwirkungen sind die Hyperfeinstruktur und der Lamb-Shift, nicht-
relativistischer Natur, wihrend der Darwin-Term, auf der Zitterbewegung beruhend, nur relati-
vistisch hergeleitet werden kann. Beachte, dass

A
E

3D,
3P,
35 " 3Dy
12 3'Du2
2P’»/z .
231/2 —_ Jﬂ Feinstruktur
2P, =—=

1S,, ————  Hyperfeinstruktur

18.7 Masselose Fermionen - Neutrinos

Schliesslich betrachten wir noch den Fall von Fermionen mit m = 0. Als Beispiel wird oft das
Neutrino angefiihrt. Es wurde jedoch vor ungefihr zwei Jahren im Kamiokande-Detektor in
Japan nachgewiesen, dass Neutrinos sehr wahrscheinlich eine (dusserst kleine) Masse besitzen.
Dies soll uns jedoch nicht daran hindern, hier von die Theorie der Neutrinos als masselose
Teilchen zu sprechen. Die Dirac-Gleichung liest sich dann als

AP pb=0. (18.127)
Wir fithren hier
) 0 of
VP = s = in0r 23 = < A > (18.128)

ein (mit der Eigenschaft {y°,v#} = 0) und multiplizieren (18.127) mit v*y" von links. Es zeigt
sich, dass

VA =8 fiir p=1,2,3. (18.129)
Damit erhélt (18.127) die Form

S g =p'y%y (18.130)

4Die Hyperfine-Aufspaltungen fiir die hoheren Niveaus sind

251/2 . AE = éAEth
(18.126)
2P1/2 . AFE = iAEhf,l .

Auch der Zustand mit dem orbitalen Drehimpuls | = 1 weisst eine Aufspaltung auf. Diese ist aber deutlich
schwécher als diejenige der s-Wellenzustinde.
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Wir kénnen hier eine ebene Welle fiir positive und negative Energie einsetzen:

Y(@) = (k)T = (k) Tk k- D) (18.131)

und erhalten

S k(k) = KOy (k) . (18.132)

Beachte, dass quadrieren der Operation auf beiden Seiten die Energie-Impulsbeziehung E =
ck® = c| k| liefert (d.h. die Geschwindigkeit des masselosen Teilchens ist die Lichtgeschwindigkeit,
unabhéingig von seinem Impuls), so dass

S Ed(k) = £150(k) (18.133)

mit k = k /| k|. Es gilt, dass [S - k,~5] = 0. Daher kénnen wir Losungen finden, die gleichzeitig
Eigenfunktionen des Helizitdtsoperators % - k und des Chiralititsoperators ~° sind. Mit (v°)% = 1
und Spy® = 0 folgt, dass die Eigenwerte von +° +1 und zweifach entartet sind.

Wir fithren nun Losungen der Form,

U (k)e—ikzr

v ={ (18.134)

ein, mit k% = | k| > 0. Dabei seien uy und vy (u_ und v_) Eigenzustinde positiver (negativer)
Chiralitét. Dies legt die Darstellung

1 ax(k) 1 ba(k)
ui(k)—ﬂ<iji(k)> und vi(k)_ﬁ(izl(k)) (18.135)

nahe. Andererseits ergibt die Dirac-Gleichung

ar(k)==+7 - kax(k), (18.136)

was auf

a+(k):< cos ) und  a_(k) = ( _Sin%m) (18.137)

in et (4
sin 5e COS 5

fithrt, wobei 6 und ¢ die Polarwinkel von k sind. Diese Losungen entsprechen auch den ebenen
Wellenlésungen (18.52) und (18.2) im Limes m — 0.

Chirale Darstellung: Wir konnen die Dirac-Gleichungen auch umschreiben in einer neuen Dar-
stellung. Dazu definieren wir eine unitédre Transformation im Vierer-Spinorraum:

U=-—(1+7% (18.138)

Sl

und erhalten damit

¢ ; ; 0 ol 0 —o°
¢ch=UTw:<¢h’l>, vﬁh=UWU=< O>’ ’th:UTVOU:< o 9 >

)

wch,2 —0
(18.139)
wobei 7 = 1,2, 3. Die neue Form der Dirac-Gleichung ist dann
.0 ., 0 mc _
<_Zf)a:0 +i0 - (‘)f) Ve — ?d’ch,l =0
(18.140)

.0 o me
(—Z&EO — 10 - ) wch,l - ?7/%11,2 =0

Q
R1‘®
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Diese Darstellung nennt man chiral. Wenn wir nun zum masselosen Fall iibergehen, entkoppeln
die beiden Gleichungen (sie werden dann Weyl-Gleichungen genannt). Sie sind separat nicht
mehr invariant unter Paritédtstransformation und haben Losungen unterschiedlicher Chiralitét:

Y= ( 1/}061’1 > positive Chiralitét P = ( ¢O ) negative Chiralitét. (18.141)
ch,2

Die Experimente von Wu und ihren Mitarbeitern (1957) haben gezeigt, dass die Neutrinos nur
mit negativer Chiralitdt vorkommen, d.h. die Paritét ist verletzt, und die Neutrinos werden
durch den Spinor 1), 2 und die entsprechende Weyl-Gleichung beschrieben. Die Losungen sind

QZJH) (z) = u(k)e~** fiir Neutrino und ¢((:]:)2(x) = v(k)e’™™ fiir Antineutrino.  (18.142)

u(k) und v(k) sind zweikomponentige Spinoren. Das Neutrino hat postiven Impuls k und nega-
tive Helizitdt. Dagegen hat das Antineutrino negativen Impuls — k und infolgedessen positive
Helizitdt (dasselbe gilt in der Lochinterpretation). Die Helizitéit bleibt erhalten, unabhéngig
vom Inertialsystem. Wenn die Teilchen jedoch endliche Masse haben, kann man sich nicht mehr
auf eine bestimmte Helizitdt beschrdnken. Fiir gegebenen Spin des Teilchens im Ruhesystem
kann man das Teilchen mit Impuls parallel oder antiparallel zur Spinrichtung beschleunigen und
erhélt so beide Helizitdten. Ein solcher Vorgang ist undenkbar mit masselosen Teilchen, da diese
sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen und somit kein Ruhesystem besitzen. Die Frage, ob Neu-
trinos eine Masse haben, ist in den letzten Jahren sehr wichtig geworden, denn es gibt Ideen,
um die sogenannte “fehlende Masse” in Galaxien (Rotation zu schnell, um stabil zu bleiben)
durch Neutrinos zu erklaren. Fiir das elektronische Neutrino wird heute eine obere Schranke
von mc? < 18¢V angenommen. Es gibt aber auch das p-Neutrino v, und das T-Neutrino v;, die
hohere obere Schranken haben.

Abschliessend bleibt zu bemerken, dass die Dirac-Formulierung die Grundlage fiir die Quante-
nelektrodynamik, die quantitativ wohl erfolgreichste Theorie der Physik, bildet. Aus der quan-
tenfeldtheoretischen Formulierung, zusammen mit der Klein-Gordon-Gleichung und einigen Er-
weiterungen der Eichfelder, ergibt sich die heutige phdnomenologische Beschreibung der Teil-
chenphysik. Dies gehort in die Vorlesung “Quantenfeldtheorie”.
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