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Aufgabe 3.1 Harmonisch gekoppelte Anyonen

Wir betrachten zwei harmonisch gekoppelte identische Teilchen in 2D. Die Schwerpunktbewe-
gung wird vernachlédssigt und die Relativbewegung wird durch die Schrédingergleichung
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beschrieben.

a) Man finde die irreduziblen Darstellungen der Gruppe SO(2) auf dem zu H gehérenden
Hilbertraum. Was veréindert sich, wenn wir die Wirkung der Drehgruppe SO(2) nur noch
bis auf ein Phase bestimmen wollen? Was war der entsprechende Effekt in drei Dimensionen
wo SO(3) die relevante Gruppe war?

b) Fiir die Eigenfunktionen des Drehoperators gilt offensichtlich, dass
Uy(r, ¢ +6) = "W (r, 9). (2)

Welche Werte von [ sind fiir Bosonen (Fermionen) méglich, wenn man annimmt, dass die
Spinwellenfunktion x gerade ist unter Vertauschung der Teilchen? Man gebe das Spektrum
von H an.

¢) Inder Aufgabe a) haben wir gelernt, dass der Spin in 2D nicht wie in 3D 2/41-dimensionalen
Darstellung entspricht und nur quantisierte Werte annehmen kann, sondern einer 1 di-
mensionalen Darstellung entspricht und dass er beliebige Werte v € R annehmen kann.
Fiir Bosonen wollten wir, dass die Wellenfunktion unter Austausch der Teilchen in sich
iibergeht. Fiir Fermionen war die Vorderung, dass die Wellenfunktion ein Minuszeichen
akquiriert. Es ist daher natiirlich fiir Anyonen (v ¢ Z) zu fordern

\IIV(r7 ¢+ 7'[') = eimr\llu(rv ¢) (3)

Erzeugt diese Funktion auch eine irreduzible Darstellung von SO(2)? Wie verhilt sich diese
Losung beziiglich der Gruppe Se.

d) Um die Randbedingung (3) zu vereinfachen, wollen wir folgende Eichtransformation aus-
fithren

U, (r, ¢) = e~ U, (r, p). (4)

Wie muss man die Schrodingergleichung (1) anpassen um die Eichtransformation zu kom-
pensieren? Wie sieht das Spektrum als Funktion von v aus?



Aufgabe 3.2 Elektronische Zustinde

Die totale Wellenfunktion eines Systems von drei e~ muss antisymmetrisch sein unter Ver-
tauschung der Teilchen. Die Antisymmetrie kann nun im Bahn- (¢) oder im Spinanteil (x) der
Wellenfunktion liegen. Richtig kompliziert wird es, wenn weder ¢ noch y sondern nur die Gesamt-
wellenfunktion eine definierte Symmetrie hat. Dies wollen wir am Beispiel der (2p)? Elektronen
von Stickstoff ausfiihren.

a) Klassifiziere alle erlaubten Zustéinde eines Systems, das aus drei p-Elektronen in einem
sphérisch-symmetrischen Potential besteht. Verwende dazu Young-Diagramme.

b*) Eine erlaubte Konfiguration mit gemischter Symmetrie ist durch
1
liot =2 und  spor = 3 (5)
gegeben. Finde nun die Gesamtwellenfunktion mit my,,, = 2, ms,,, = 1/2 und zeichne die

Winkelabhéngigkeit der Wahrscheinlichkeit ein Teilchen mit Spin T bzw. mit Spin | zu
finden. Wie sieht es aus, wenn wir keine Spinauflésung machen?
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