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7.1 Dielektrizitätskonstante und Leitfähigkeit . . . . . . . . . . . 162

7.2 Landau-Silin-Theorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

7.3 Transportanalyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

7.4 Mikroskopische Analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

7.5 Elektron-Plasmon-Hamiltonoperator . . . . . . . . . . . . . . 186

7.6 Elektronen in Metallen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

8 Gitterdynamik 193

8.1 Phononen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

8.2 Elektron-Phonon-Kopplung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

8.3 Gitterdefekte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

9 Quasiteilchen Zerfall und dissipativer Transport 207

9.1 Lebenszeiten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

9.2 Dissipativer Transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213



INHALTSVERZEICHNIS v

10 Abschirmung: Long. vs Trans. 219

10.1 Maxwell- und konstitutive Gleichungen . . . . . . . . . . . . . 219

10.2 Long. und transv. Antwortfunktionen . . . . . . . . . . . . . 224

11 Supraleitung 231

11.1 Elektron-Elektron-Wechselwirkung . . . . . . . . . . . . . . . 231

11.2 Eine kurze Geschichte der Supraleitung . . . . . . . . . . . . 237

11.3 Cooperinstabilität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

11.4 BCS-Grundzustand . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244

11.5 Bogoliubov-Valatin-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . 248

11.6 Meissner-Ochsenfeld-Effekt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

12 Ausblick 265



vi INHALTSVERZEICHNIS



Abbildungsverzeichnis

1.1 Kubische Gitter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Honigwabengitter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 Primitive bcc- und fcc-Einheitszelle . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.4 Wigner-Seitz-Zellen des bcc- und fcc-Gitters . . . . . . . . . . 4

1.5 Beziehungen zwischen den Kristallsystemen . . . . . . . . . . 5

1.6 7 Kristallsysteme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.7 5 kubische Punktgruppen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.8 27 nicht-kubische Punktgruppen . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.1 kubische oder oktahedrische Gruppe Oh . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Lokale Wellenfunktion und Blochwellen . . . . . . . . . . . . 36

2.3 Energieentartung mit Spin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.4 Symmetriereduktion im Ortsraum und im ~k-Raum . . . . . . 43

3.1 Symmetriepunkte des einfach kubischen Kristalls . . . . . . . 48

3.2 Bandstruktur im einfach kubischen Kristall . . . . . . . . . . 51

3.3 Elementarzelle und Brillouinzone des Diamantgitters . . . . . 52

3.4 Bandstruktur des Diamantgitters . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.5 Bandstrukturen von C, Si und Ge . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.6 ~L · ~S-Kopplung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.7 Bandstruktur von GaAs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.8 Photoemissionsspektrum von Na . . . . . . . . . . . . . . . . 69

vii



viii ABBILDUNGSVERZEICHNIS

3.9 Funktionf(y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.10 Hartree-Fock: Selbstenergie und Dispersion . . . . . . . . . . 71

3.11 Fast freie Elektronen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.12 Zustandsdichte von parabolischen und cos-Bändern . . . . . . 78

3.13 Wellenfunktionen von Core- und Valenz-Elektronen . . . . . . 84

3.14 Pseudopotentiale Si . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.15 Semi-Empirische Pseudopotentiale . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.16 Rotationssymmetrische Approximation von V (~r ) . . . . . . . 88

3.17 Wigner-Seitz-Lösung für φ0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.18 Muffin-Tin-Potential V MT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.1 Einteilchenanregungen der Fermikugel . . . . . . . . . . . . . 97

4.2 ε~p und
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Kapitel 1

Kristalle

Symmetrien sind in der Physik von fundamentaler Bedeutung (Erhal-
tungssätze, Eichsymmetrien, Symmetriebrechung, etc.); dies gilt auch für
die Festkörperphysik, wo Symmetrien zudem eine sehr praktische und nütz-
liche Bedeutung haben, z.B., im Kontext der Kristallstrukturen und Band-
strukturen (vgl. Kapitel 3) oder in der Berechnung von Matrixelementen
in der Beschreibung von (optischen, elektronischen, . . . ) Übergängen und
Streuprozessen. Ein anderes Beispiel zur Nutzung von Symmetrien in der
Festkörperphysik sind die Phasenübergänge und daraus resultierende neue
Phasen, z.B. supraleitende Phasen vom s, p, d . . . Typ (vgl. Kap. 11), die
sich mit Hilfe von Symmetrien klassifizeren lassen (vgl. Ginzburg-Landau-
Theorien in Kap. 11.2.2). Grundlegend für die effiziente Anwendung von
Symmetrien ist das Erlernen der Gruppentheorie; das vorliegende Kapitel
behandelt dieses Thema ausführlich, ausgehend von der Idee der Nutzung
von Symmetriegruppen und ihren Darstellungen, eher denn allgemeiner Be-
weise zum Thema.

1.1 Gitter

1.1.1 Bravaisgitter

Es gibt zwei äquivalente Definitionen eines Bravaisgitters:

1. Die diskreten Punkte ~R~n ∈ R3 bilden ein (dreidimensionales) Bravais-

1
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x

a1 a2

a1

y

z

a2
fccy

z

x

sc bcc

a

3

a

3a

3a
1

2

a

Abb. 1.1: Kubische Gitter mit primitiven Gittervektoren ~ai, i = 1, 2, 3 und
Gitterkonstante a (~ei kartesische Einheitsvektoren). Links: simple cubic (sc)
~ai = a~ei; Mitte: body centered cubic (bcc) ~ai=1,2 = a~ei, ~a3 = (a/2)

∑
i ~ei

(symmetrisierte Basis ~ai = (a/2)(
∑

j 6=i ~ej −~ei)); Rechts: face centered cubic
(fcc) ~ai = (a/2)

∑
j 6=i ~ej . (Abb. aus Ref. [Ash76])

gitter, wenn

~R~n =
3∑

i=1

ni~ai, ni ∈ Z, (1.1)

wobei die primitiven Gittervektoren ~ai nicht in einer Ebene sind,
~a1 · (~a2 ∧ ~a3) 6= 0.

2. das Punktgitter definiert durch die Punkte ~R~n ∈ R3 von jedem Git-
terpunkt aus gesehen die exakt gleiche Umgebung aufweist.

Beispiele für Bravais-Gitter sind die kubischen Gitter in Abb. 1.1, ein (zwei-
dimensionales) Gegenbeispiel ist das Honigwaben-Gitter in Abb. 1.2, bei
dem die Punkte P und Q äquivalent sind, P und R aber nicht, da ihre Nach-
barn in verschiedener Richtung liegen, was der Definition 2 widerspricht.

Q

RP

Abb. 1.2: Honigwabengitter: Die
Punkte P und Q haben die
gleiche Anordnung der Nachbar-
punkte und sind äquivalent, P
und R jedoch nicht. (Abb. aus
Ref. [Ash76])
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Die Koordinationszahl eines Gitters bezeichnet die Anzahl der nächsten
Nachbarn (kubische Gitter: sc: 6, bcc: 8, fcc: 12). Das fcc-Gitter ist ein
Beispiel für die dichtest mögliche Kugelpackung in 3 Dimensionen.

1.1.2 Einheitszelle

bcc

fcc

Abb. 1.3: Beispiele primitiver Einheitszellen: (links) bcc- und (rechts) fcc-
Gitter. (Abb. aus Ref. [Ash76])

Die primitive Einheitszelle eines Bravaisgitters enthält genau einen Gitter-
punkt und überdeckt durch Translation um alle Vektoren ~R~n aus Gl. (1.1)
den gesamten Raum R3 genau einmal, vgl. Abb. 1.3. Die primitive Einheits-
zelle ist nicht eindeutig bestimmt und muss nicht die Symmetrie des Gitters
besitzen. Nicht-primitive Einheitszellen sind grösser und überdecken den R3

bereits durch Translation um eine echte Teilmenge der Gittervektoren ~R~n.

Die Wigner-Seitz-Einheitszelle ist das Volumen im Raum, dessen Punkte
näher zu einem gegebenen Gitterpunkt als zu allen anderen ist, d.h., sie
wird durch die Mittel-Orthogonal-Ebenen der Verbindungsstrecken zu den
nächsten Nachbarn begrenzt, vgl. Abb. 1.4. Die Wigner-Seitz-Zelle ist eine
primitive Einheitszelle mit der vollen Symmetrie des Gitters.

Ein idealer Kristall ergibt sich durch die Anordnung von physikalischen Ob-
jekten (Atome, Ionen, Moleküle etc.) in der primitiven Einheitszelle eines
periodischen Gitters. Die mathematische Abstraktion davon ist ein Bra-
vaisgitter mit einer Basis aus Gitterpunkten bestimmter (i.a. reduzierter)
Symmetrie.
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bcc fcc

Abb. 1.4: Wigner-Seitz Einheitszellen des (links) bcc- und (rechts) fcc-
Gitters. (Abb. aus Ref. [Ash76])

1.2 Klassifikation durch Symmetrien

1.2.1 Punkt- und Raumgruppen

Alle Operationen, die ein Punktgitter (Bravaisgitter) invariant lassen, bilden
die Symmetrie- oder Raumgruppe des Gitters und lassen sich kombinieren
aus

1. den Translationen um einen Gittervektor ~R~n aus Gl. (1.1) und

2. der Punktgruppe, d.h. Symmetrieoperationen, die zusätzlich minde-
stens einen Gitterpunkt invariant lassen (diskrete Rotationen, Refle-
xionen, Inversion).

Beachte dabei, dass Symmetrien S (z.B. Rotationen), die keinen Punkt in-
variant lassen, zusammen mit einer geeigneten Translation eine Operation
vom Typ 2 ergeben können.

1.2.2 7 Kristallsysteme und 14 Bravaisgitter

Bei einer maximal symmetrischen (sphärischen) Basis (z.B. ein Punkt) gibt
es 7 Punktgruppen (Kristallsysteme) und 14 Raumgruppen (Bravaisgitter),
nämlich

– 3 kubische Gitter: sc (simple cubic), bcc (body centered cubic), fcc
(face centered cubic),
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Trigonal

Cubic

Tetragonal

Orthorhombic

Monoclinic

Triclinic

Hexagonal

Abb. 1.5: Die 7 Kristallsysteme ge-
hen durch sukzessive Einschränkun-
gen in der Symmetrie auseinander
hervor. (Abb. aus Ref. [Ash76])

– 2 tetragonale Gitter: st (simple tetragonal), ct (centered tetragonal),

– 4 orthorhombische Gitter: so (simple orthorhombic), bco (body cente-
red), fco (face centered), bco (base centered),

– 2 monokline Gitter: sm (simple monocline), cm (centered),

– 1 triklines Gitter

– 1 trigonales (= rhombohedrales) Gitter

– 1 hexagonales Gitter

Die schematische Beziehung zwischen diesen Kristallsystemen ist in Abb. 1.5
gezeigt, die Kristallsysteme selber sind in Abb. 1.6 durch Körper charakte-
risiert, die genau unter der entsprechenden Punktgruppe symmetrisch sind.

1.2.3 32 kristallographische Punktgruppen und 230 Raum-
gruppen

Bei einer Basis beliebiger Symmetrie gibt es 32 kristallographische Punkt-
gruppen und 230 Raumgruppen. Die 32 kristallographische Punktgruppen
entstehen aus den 7 Punktgruppen der Kristallsystems durch systematische
Reduktion der Symmetrie.

Kubische Punktgruppen

Die 5 kubischen Punktgruppen (vgl. Abb. 1.7) werden in der Schönflies-
Notation bezeichnet als:

– Oh: alle Symmetrien eines Würfels (bzw. Oktaeders),
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(g)

a

c

a
a

a

a

a

(a)

a b

c

(d)

a a

c

a b

c

(e)

a

(f)

a b

c

(b)

a
a

(c)

Abb. 1.6: 7 Kristallsysteme
bei maximal symmetrischer
Basis veranschaulicht durch
Körper, die unter der entspre-
chenden Punktgruppe invari-
ant sind: (a) kubisch, (b) te-
tragonal, (c) orthorhombisch,
(d) monoklin, (e) triklin, (f)
trigonal, (g) hexagonal. (Abb.
aus Ref. [Ash76])

– O: orientierungstreue Symmetrien eines Würfels (ohne Spiegelungen
und Inversion), vgl. die genauere Charakterisierung in Abschnitt 2.1.2,

– Td: alle Symmetrien des Tetraeders,

– T : Symmetrien des Tetraeders ohne Spiegelungen und Inversion,

– Th: Elemente aus T plus Inversion I.

m

m   m(    3    ) m (    3)

Oh Th Td

432 23

O T

3 24
m m

2
m 3 43

Abb. 1.7: 5 kubische kristallographische Punktgruppen bei beliebiger Basis
veranschaulicht durch invariante Körper. Schönflies-Notation links unten,
internationale Notation rechts unten. (Abb. aus Ref. [Ash76])
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Nicht-kubische Punktgruppen

Die 27 nicht-kubischen Punktgruppen (vgl. Abb. 1.8) werden in der
Schönflies-Notation bezeichnet via:

– Cn: nur eine n-zählige Drehachse, d.h. die Rotationen um m2π/n mit
m = 0, . . . , n− 1 um diese Achse sind Symmetrien,

– Cnv: eine n-zählige Drehachse und eine Spiegelung, die die Drehachse
enthält, und alle daraus erzeugten Elemente,

– Cnh: eine n-zählige Drehachse und eine Spiegelungsebene senkrecht zu
der Achse,

– Sn: nur eine n-zählige Drehachse und die Inversion I,

– Dn: eine n-zählige Drehachse, eine 2-zählige Achse senkrecht zur n-
zähligen Achse und alle daraus erzeugten Elemente,

– Dnh: alle Elemente aus Dn und eine Spiegelebene senkrecht zur n-
zähligen Achse (grösste Symmetriegruppe),

– Dnd: alle Elemente aus Dn und die Spiegelebenen, die die n-zählige
Achse enthalten und den Winkel zwischen den 2-zähligen Achsen hal-
bieren.

Raumgruppen

Man findet 61 der 230 Raumgruppen durch Platzieren von Basen mit der
Symmetrie der 32 Punktgruppen in die 14 Bravaisgitter des gleichen Kri-
stallsystems:

Kristallsystem # Punktgruppen # Bravaisgitter Produkt
Kubisch 5 3 15

Tetragonal 7 2 14
Orthorhombisch 3 4 12

Monoklin 3 2 6
Triklin 2 1 2

Hexagonal 7 1 7
Trigonal 5 1 5
Summe 32 14 61
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Abb. 1.8: 27 nicht-kubische kristallographische Punktgruppen bei beliebi-
ger Basis veranschaulicht durch invariante Körper. Links: Schönfliesnotation
(vgl. Text), rechts: internationale Notation. (Abb. aus Ref. [Ash76])
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Darüberhinaus lassen sich Basen mit 5 trigonalen Punktgruppen in ein he-
xagonales Bravaisgitter einbetten und 7 Objekte können mit alternativer
Orientierung in die Bravaisgitter eingefügt werden. Auf diese Weise erhält
man die 73 = 61+5+7 symmorphen Raumgruppen. Die übrigen 157 nicht-
symmorphen Raumgruppen enthalten zusätzliche Symmetrien (z.B. Schrau-
benachsen, Gleitebenen), die nur bei bestimmten Dimensionen der Basis und
des Bravaisgitters möglich sind.

Zusammenfassend die zentralen Begriffe im Überblick:

Bravaisgitter Kristallstruktur
(sphärische Basis) (beliebige Basis)

# Punktgruppen 7 32
Kristallsysteme kristallographische Punktgruppen

# Raumgruppen 14 230
Bravaisgitter Raumgruppen
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Kapitel 2

Gruppen und ihre
Darstellungen

2.1 Gruppen G

2.1.1 Definitionen

Wir erinnern zunächst an einige grundlegende Definitionen der Algebra. Eine
(nicht-leere) Menge G bildet bezüglich einer Verknüpfung · eine Gruppe,
wenn die folgenden Axiome erfüllt sind:

1. ∀R1, R2, R3 ∈ G gilt (R1 ·R2) ·R3 = R1 · (R2 ·R3) (Assoziativität),

2. ∀R1, R2 ∈ G gilt R1 ·R2 ∈ G (Abgeschlossenheit),

3. Es existiert ein Einselement E ∈ G, so dass ∀R ∈ G, R ·E = E ·R = R,

4. ∀R ∈ G existiert ein Inverses R−1, so dass R ·R−1 = R−1 ·R = E.

g bezeichne die Ordnung der Gruppe G, d.h. die (endliche oder unendliche)
Zahl der Elemente von G. Eine Gruppe S ⊂ G heißt Untergruppe von G. Die
Untergruppe S schliesst unter · auf sich selbst und definiert eine Gruppe.

Zwei Elemente R1 und R2 von G heissen äquivalent (konjugiert), R1=̂R2,
wenn R1 = X−1R2X mit einem Element X ∈ G.

C ⊂ G ist eine Klasse (Normalteiler), wenn mit R ∈ C auch R′=̂R Element
von C ist.

11
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x

z

C8 3

6C2
3

6C4

C 2
4

y

Abb. 2.1: Die Elemente der kubischen (oktahedrischen) Gruppe Oh (rechts,
Notation s. Text) sind gerade die Symmetrien sowohl des Würfels als auch
des Oktaeders. (Abb. links aus [Ash76]).

Beim inneren Produkt zweier Klassen Ci · Cj =
∑

k cijkCk wird die Klasse Ck

cijk-mal realisiert.

Gegeben seien zwei Gruppen G1 und G2 der Ordnungen g1 und g2 einer
Gruppe mit RS = SR für R ∈ G1, S ∈ G2 und G1 ∩ G2 = E. Dann ist
das direkte Produkt G = G1 × G2 aus den Elementen RS eine Gruppe der
Ordnung g = g1g2.

2.1.2 Kubische Gruppe O

Die kubische (oktahedrische) Gruppe O enthält die 24 orientierungstreuen
Symmetrieoperationen des Würfels (und des Oktaeders) in 5 Klassen (vgl.
Abb. 2.1 und die Tab. 2.1):

1. Das Einselement E,

2. Rotationen um π um die Achsen x, y, z (3C2
4 ),

3. Rotationen um ±π/2 um die Achsen x, y, z (6C4),

4. Rotationen um π um die Winkelhalbierenden von xy, yz, xz (6C2),

5. Rotationen um ±2π/3 um die vier Raumdiagonalen des Würfels (8C3).

Die Gruppe Oh = O×Ci = O×{E, I} enthält neben den obigen Elementen
alle ihre Kombinationen mit der Inversion (Punktspiegelung) I; sie umfasst
demnach 48 Elemente in 10 Klassen.
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Klasse Symmetrieoperation KOSY
E E x y z

C2
4 δ2z x̄ ȳ z

δ2x x ȳ z̄
δ2y x̄ y z̄

C4 δ−1
4z ȳ x z
δ4z y x̄ z

δ−1
4x x z̄ y
δ4x x z ȳ

δ−1
4y z y x̄

δ4y z̄ y x

C2 δ2xy y x z̄
δ2xz z ȳ x
δ2yz x̄ z y
δ2xȳ ȳ x̄ z̄
δ2x̄z z̄ ȳ x̄
δ2yz̄ x̄ z̄ ȳ

C3 δ−1
3xyz z x y

δ3xyz y z x

δ−1
3xȳz z x̄ ȳ

δ3xȳz ȳ z̄ x

δ−1
3xȳz̄ z̄ x̄ y

δ3xȳz̄ ȳ z x̄

δ−1
3xyz̄ z̄ x ȳ

δ3xyz̄ y z̄ x̄

Tabelle 2.1: Elemen-
te der kubischen Grup-
pe O geordnet nach
Klassen mit der je-
weiligen Transformati-
on des Koordinaten-
systems x, y, z (Spalte
“KOSY”): x̄ bezeich-
net die Abbildung x→
−x, δnx die Rotati-
on um 2π/n um die
x-Achse, δ2xy die Ro-
tation um 2π/2 um
die Winkelhalbierende
von x und y und
δ3xyz die Rotation um
2π/3 um die Raum-
diagonale des von x,
y, z aufgespannten Ok-
tanten (vgl. Skizze in
Abb. 2.1)

O und Oh zerfallen in Untergruppen:

– Ci = {E, I} ⊂ Oh = Ci ×O (I Inversion),

– C3v ⊂ O: 3-zählige Rotationen um 2mπ/3, m = 0, 1, 2, und Spiegelun-
gen, die die Rotationsachse invariant lassen (Ordnung 6),

– D3d = Ci × C3v ⊂ Oh: C3v mit Inversion I,

– C4 =
{
E, δ4x , δ2x , δ

−1
4x

}
⊂ O zyklische Gruppe (δnx: Rotation um

2π/n um die x-Achse),

– C4v ⊂ O: 4-zählige Rotationen und Spiegelungen, die die Rotations-
achse invariant lassen,

– D4h = Ci × C4v.
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Bemerkenswert ist auch die Einbettung:

Oh = Ci ×O ⊃ D4h = Ci × C4v ⊃ D2h = Ci × C2h

kubisch tetragonal orthorhombisch

O =


E

C2
4 (3)

C4(6)
C2(6)
C3(8)

C4v =


E

C2
4 (1)

C2
4 (2)

C4(2)
C2(2)

C2h =


E

C2
4 (1)

C2
4 (1)

C2
4 (1)

# Elemente 48 16 8
# Klassen 10 10 8

2.2 Darstellung D der Gruppe G

2.2.1 Definitionen

Eine Abbildung D : R ∈ G → D(R) ∈ D(G) von der Gruppe G in die
Menge D(G) der regulären, komplexen l× l-Matrizen heisst Darstellung der
Dimension l, wenn ∀R1, R2, R3 ∈ G:

1. R1 ·R2 = R3 ⇒ D(R1)D(R2) = D(R3) mit der gewöhnlichen Matrix-
multiplikation in D(G)

2. D(E) = 1 (Einheitsmatrix)
3. D

(
R−1

1

)
= D (R1)

−1

Die Darstellung D heisst treu, wenn D(R1) 6= D(R2) für R1 6= R2. Zum
Beispiel ist die triviale Darstellung, D(R) ≡ 1, ∀R ∈ G, untreu.

Zwei Darstellungen D und D′ von G sind äquivalent, wenn es eine Matrix
S gibt, so dass ∀D ∈ D, D′ ∈ D′ gilt D′ = S−1DS. Jede Darstellung ist
äquivalent zu einer unitären Darstellung

Die Darstellung D heisst reduzibel, wenn D(R) äquivalent zu einer Block-
matrix  D1(R) 0 · · ·

0 D2(R) 0

· · · 0
. . .

 (2.1)

ist (‘in Blöcke zerfällt). D zerfällt dabei in die Sektoren Di der Dimensionen
li ≥ 1, D = ⊕iDi, und 0 bezeichne die entsprechenden Nullmatrizen.

Die Darstellung D heisst irreduzibel, wenn D(R) nicht (durch Transformati-
on auf eine äquivalente Darstellung) reduziert werden kann.
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2.2.2 Konzepte und Theoreme

Lemma von Schur
Fundamental ist das Lemma von Schur:
Sei A eine Matrix, D eine irreduzible Darstellung und

AD(R) = D(R)A, ∀R ∈ G, dann ist A = λ1. (2.2)

Orthogonalität
Die irreduziblen, unitären Darstellungen Dα von G der Dimension lα sind
orthogonal, ∑

R∈G
Dα(R)∗nmD

α′(R)n′m′ =
g

lα
δαα′δnn′δmm′ . (2.3)

Anzahl und Dimension irreduzibler Darstellungen
Die Anzahl und die Dimensionen der irreduziblen Darstellungen sind be-
stimmt durch folgenden Satz:
Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung g mit k Klassen. Dann gehören zu
G genau k irreduzible Darstellungen der Dimensionen lα, α = 1, . . . , k, so
dass

k∑
α=1

l2α = g. (2.4)

Charakter der Darstellung
Die Spur

χα(R) = SpDα(R) =
lα∑

n=1

Dα
nn(R) (2.5)

ist eine Klassenfunktion auf G, d.h., χα(R1) = χα(R2) für R1=̂R2. Weiter
gilt die Orthogonalität∑

R∈G
χα(R)∗χα′(R) =

∑
Ci

χα(Ci)∗χα′(Ci)ni = gδαα′ , (2.6)

wobei ni die Anzahl der Elemente der Klasse Ci ist.

Die Menge {χα(Ci)|Ci ⊂ G} heisst Charakter der Darstellung und legt die
Darstellung (bis auf Äquivalenz) eindeutig fest. Der Charakter von irredu-
ziblen Darstellungen ist tabelliert (vgl. die Tabellen 2.2 und 2.3) oder kann
aus folgenden Beziehungen berechnet werden
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1. # irreduzible Darstellungen = # Klassen = k,
2. Dimension lα aus

∑k
1 l

2
α = g,

3. Einsdarstellung mit D1(R) = 1, χ1(Ci) = 1,
∑

Ci
χα 6=1(Ci)ni = 0,

4. χα(E = Klasse) = lα,
5.
∑

Ci
χα(Ci)∗χα′(Ci)ni = gδαα′ ,

∑
α χ

α(Ci)∗χα(Cj)ni = gδij ,
6. Ci · Cj =

∑
s cijsCs ⇒ ninjχ

α(Ci)χα(Cj) = lα
∑

s nscijsχ
α(Cs).

Ci E I

Γ+
1 1 1

Γ−1 1 −1

Tabelle 2.2: Charaktertafeln der Gruppe Ci = (E, I)
und der kubischen (Oh) und tetragonalen (D4h) Punkt-
gruppen. Die Charaktertafel von O und C4v folgen aus
denjenigen von Oh und D4h durch Einschränkung.

Oh E 3C2
4 6C4 6C2 8C3 I 3IC2

4 6IC4 6IC2 8IC3

Γ+
1 = A1g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Γ+
2 = A2g 1 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 1

Γ+
3 = Eg 2 2 0 0 −1 2 2 0 0 −1

Γ+
4 = T1g 3 −1 1 −1 0 3 −1 1 −1 0

Γ+
5 = T2g 3 −1 −1 1 0 3 −1 −1 1 0

Γ−1 = A1u 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1
Γ−2 = A2u 1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1
Γ−3 = Eu 2 2 0 0 −1 −2 −2 0 0 1
Γ−4 = T1u 3 −1 1 −1 0 −3 1 −1 1 0
Γ−5 = T2u 3 −1 −1 1 0 −3 1 1 −1 0

D4h E C2
4 (z) C2

4 (x, y) 2C4 2C2 I IC2
4 (z) IC2

4 (x, y) 2IC4 2IC2

Γ+
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Γ+
2 1 1 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1

Γ+
3 1 1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1

Γ+
4 1 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 1

Γ+
5 2 −2 0 0 0 2 −2 0 0 0

Γ−1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1
Γ−2 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1
Γ−3 1 1 −1 1 −1 −1 −1 1 −1 1
Γ−4 1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1
Γ−5 2 −2 0 0 0 −2 2 0 0 0
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D2h E C2
4 (z) C2

4 (x) C2
4 (y) I IC2

4 (z) IC2
4 (x) IC2

4 (y)
Γ+

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Γ+

2 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
Γ+

3 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
Γ+

4 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
Γ−1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
Γ−2 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
Γ−3 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
Γ−4 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

D3d E 2C3 3C2 I 2IC3 3IC2

Γ+
1 1 1 1 1 1 1

Γ+
2 1 1 −1 1 1 −1

Γ+
3 2 −1 0 2 −1 0

Γ−1 1 1 1 −1 −1 −1
Γ−2 1 1 −1 −1 −1 1
Γ−3 2 −1 0 −2 1 0

Tabelle 2.3: Charakterta-
feln der orthorhombischen
(D2h, D3h) Punktgruppen.
Die Charaktertafeln von
C2v und C3v folgen aus
denjenigen von D2h und
D3d durch Einschränkung.

Kompatibilität und Reduktion der Symmetrie

Sei S ⊂ G eine Untergruppe von G und D eine irreduzible Darstellung von G.
Dann konstituieren die Matrizen D(R) ∈ D mit R ∈ S eine (im allgemeinen
reduzible) Darstellung DS von S. Wir zerlegen DS gemäss der irreduziblen
Darstellungen Dα

S von S: DS = ⊕αnαDα
S mit

nα =
1
gS

∑
R∈S

χα
S(R)∗χS(R). (2.7)

Die irreduziblen Darstellungen Dα
S von S heissen dann kompatibel mit denen

der irreduziblen Darstellung D von G.

Beispiel: C4v ist eine Untergruppe von Oh und ihre Darstellungen korrespon-
dieren wie in Tab. 2.4 aufgeführt.

Wird die Symmetrie eines Kristals reduziert, z.B., via uniaxialem Druck auf
einen kubischen Kristall, Oh kubisch → D4h Tetragonal, so reduziert sich
die Symmetriegruppe auf die entsprechende Untergruppe, Oh → D4h. Diese
Symmetriereduktion wirkt sich entsprechend auf die Darstellung aus indem
diese entsprechend zerfällt.
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Oh Γ+
1 Γ+

2 Γ+
3 Γ+

4 Γ+
5

C4v Γ1 Γ2 Γ1 + Γ2 Γ4 + Γ5 Γ3 + Γ5

Oh Γ−1 Γ−2 Γ−3 Γ−4 Γ−5
C4v Γ4 Γ3 Γ3 + Γ4 Γ1 + Γ5 Γ2 + Γ5

Tabelle 2.4: Irreduzible
Darstellungen von Oh

und kompatible Darstel-
lungen der Untergruppe
C4v ⊂ Oh.

Produktdarstellungen und deren Ausreduktion

Sind Di und Dj zwei Darstellungen von G, dann bildet das direkte Produkt
Di×j ≡ Di ×Dj mit

Di×j(R)rk,sl = Di(R)rsD
j(R)kl (2.8)

die Produktdarstellung, wobei r und k (s und l) die Zeilen (Spalten) bezeich-
nen. Die Ausreduktion der Produktdarstellung ergibt

Di×j = ⊕αn
ij
αDα, (2.9)

nij
α =

1
g

∑
R

χα(R)∗χi(R)χj(R) =
1
g

∑
R

χα(R)∗χi×j(R). (2.10)

Beispiele finden sich in den Multiplikationstabellen 2.5.

Oh Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 Γ5

Γ1 Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 Γ5

Γ2 Γ1 Γ3 Γ5 Γ4

Γ3 Γ1 + Γ2 + Γ3 Γ4 + Γ5 Γ4 + Γ5

Γ4 Γ1 + Γ3 + Γ4 + Γ5 Γ2 + Γ3 + Γ4 + Γ5

Γ5 Γ1 + Γ3 + Γ4 + Γ5

D4h Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 Γ5

Γ1 Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 Γ5

Γ2 Γ1 Γ4 Γ3 Γ5

Γ3 Γ1 Γ2 Γ5

Γ4 Γ1 Γ5

Γ5
∑4

1 Γi

D2h Γ1 Γ2 Γ3 Γ4

Γ1 Γ1 Γ2 Γ3 Γ4

Γ2 Γ1 Γ4 Γ3

Γ3 Γ1 Γ2

Γ4 Γ1

Tabelle 2.5: Multiplikationstabellen von Darstellungen: Bsp.: Das Produkt
Γ3×Γ4 (wähle Γ3 in der linken Kolonne (→ Zeile) und Γ4 in der oberen Zeile
(→ Kolonne)) der Darstellungen in Oh gibt nach Ausreduktion die Summe
Γ4 + Γ5 (der zur Zeile/Kolonne zugehörige Eintrag).
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2.3 Darstellungen und Eigenwertprobleme

2.3.1 Symmetrien und Quantenmechanik

Seien H ein Hilbertraum, z.B. L2

(
R3
)
, H(~r ) ein Hamiltonoperator in Orts-

darstellung und G eine Symmetriegruppe von H mit

H (~r ) = H (R~r ) , R ∈ G. (2.11)

Die Transformationen

URΨ(~r ) = Ψ
(
R−1~r

)
, Ψ ∈ H, (2.12)

mit R ∈ G definieren eine zu G isomorphe Gruppe. Mit G eine Symmetrie
von H(~r ) gilt, dass H und UR kommutieren, [H,UR] = 0.

Betrachte nun das Eigenwertproblem

HΨE = EΨE (2.13)

zur Energie E. Die Symmetrie HUR = URH impliziert, dass mit ΨE

auch URΨE ein Eigenvektor zu H mit Eigenwert E ist. Der Eigenraum
HE zu E sei l-fach entartet mit den linear unabhängigen Eigenvektoren
ΨE,1, . . . ,ΨE,l. Dann ist auch die Menge {URΨE,j |R ∈ G} in HE enthalten
und wir können schreiben

URΨE,j =
∑

i

D(R)ijΨE,i. (2.14)

Die l × l Matrizen D(R) definieren eine Darstellung D von G in HE und
{ΨE,j | j = 1, . . . , l} ist ihre Basis. HE oder die Basis {ΨE,j} heissen irredu-
zibel falls D irreduzibel ist.

Beschreibt G die gesamte Symmetriegruppe von H, so ist D im allgemeinen
irreduzibel. In Ausnahmefällen ist D trotzdem reduzibel, dann heisst der
Eigenwert E zufällig entartet.

2.3.2 Partnerfunktionen

Gegeben ist eine irreduzible, unitäre Darstellung Dα von G, dann bildet die
Menge {Ψα

1 , . . . ,Ψ
α
lα
} ⊂ H mit

URΨα
j =

∑
i

Dα(R)ijΨα
i (2.15)
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eine Menge von Partnerfunktionen zu Dα. Man assoziiert dann die Partner-
funktion Ψα

j mit der j-ten Spalte der irreduziblen Darstellung Dα.

Der Projektor

Pα
j =

lα
g

∑
R

Dα(R)∗jjUR (2.16)

projiziert die Funktion Ψ ∈ H auf die Partnerfunktion Ψα
j und umgekehrt

lässt sich jede Funktion Ψ ∈ H aus den Partnerfunktionen zu den irredu-
ziblen Darstellungen von G linear kombinieren:

Ψ =
∑
α

lα∑
j=1

Pα
j Ψ =

∑
α

lα∑
j=1

cαj Ψα
j . (2.17)

Ebenso projiziert

Pα =
lα
g

∑
R∈G

[χα(R)]∗ UR (2.18)

die Funktion Ψ ∈ H auf Ψα ∈ Hα (eine Linearkombination der Ψα
j ). Der

Projektor Pα enthält nur den Charakter χα von Dα.

Eine Basis für Dα kann aus Ψ ∈ H mit Ψα = PαΨ 6= 0 durch orthogonali-
sieren der Menge {URΨα|R ∈ G} konstruiert werden.

Matrixelemente
Für die Matrixelemente zwischen den Partnerfunktionen Ψα

i zur Symmetrie-
gruppe von H gilt (Cα ∈ C):〈

Ψα
i

∣∣∣Ψα′
j

〉
= Cαδijδαα′ , (2.19)〈

Ψα
i |H|Ψα′

j

〉
= Hαδijδαα′ , (2.20)〈

Ψα
i

∣∣∣Oβ
k

∣∣∣Ψα′
j

〉
= Xαβα′

ijk . (2.21)

Dabei ist Ψα
i ∈ Dα und Ψα′

i ∈ Dα′ , Oβ
k besteht aus Funktionen aus der

Darstellung Dβ von G. Es gilt

– Xαβα′

ijk = 0, falls Dα nicht in der Ausreduktion von Dβ×Dα′ enthalten
ist,
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– Xαβα′

ijk 6= 0, falls Dα in Dβ × Dα′ existiert und alle Xijk folgen dann
aus

c(α, β, α′) =
1
g

∑
R∈G

χα(R)∗χβ(R)χα′(R) (2.22)

unabhängigen Parametern.

Als Beispiel betrachten wir die Dipolübergänge in tetragonalen Kristallen
(C4v). Es sei der Operator O = ~ε · ~r der Dipoloperator, ~ε der Polarisations-
vektor des Lichtes, und x die Achse des tetragonalen Kristalls. Dann gilt:

– Ox = ~εx · ~r = x gehört zur irreduziblen Darstellung Dβ = Γ1 von C4v

(Licht ‖ Achse polarisiert) ,

– Oy = ~εy · ~r = y und Oz = ~εz · ~r = z gehören zur Darstellung Dβ = Γ5

(Licht ⊥ Achse polarisiert).

Die Ausreduktion von Dβ × Dα′ für alle möglichen Darstellungen Dα′ =
Γ1, . . . ,Γ5 ergibt damit

‖ Dβ = Γ1 Γα′ Γ1 Γ4 Γ2 Γ3 Γ5

Γ1 × Γα′ Γ1 Γ4 Γ2 Γ3 Γ5

⊥ Dβ = Γ5 Γα′ Γ1 Γ4 Γ2 Γ3 Γ5

Γ5 × Γα′ Γ5 Γ5 Γ5 Γ5 Γ1 + Γ2 + Γ3 + Γ4

Die Übergänge Dα′ = Γ1 → Dα = Γ1 für das Licht ‖ zur x-Achse polari-
siert sind demnach erlaubt (oben Dβ = Γ1) und für das Licht ⊥ zur Achse
polarisiert verboten (unten Dβ = Γ5).

2.4 Rotationsgruppe

Wir betrachten die unendlich dimensionalen Gruppen O3 = Ci×SO3 (SO3)
der orthogonalen (speziellen orthogonalen) Transformationen in 3 Dimensio-
nen, d.h. die 3-dimensionalen reellen Matrizen mit OOT = OTO = 1 (und
detO = 1) bzw. die Rotationen mit (ohne) Inversion.

Die sphärisch-harmonischen Funktionen Ylm(θ, φ) konstituieren Basen zu
den irreduziblen Darstellungen Dl± von O3 in L2

(
S2

1

)
.1 Eine Rotation um

1Die irreduziblen Darstellungen von SO(3) sind die Dl mit l ∈ N0 und dim Dl =
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den Winkel ω und die Achse z transformiert Ylm(θ, φ) in e−imωYlm(θ, φ) und
wird deshalb dargestellt durch die Matrix

Dl(~ez, ω) =


e−ilω 0 · · ·

0 e−i(l−1)ω 0 · · ·

· · · 0
. . . 0

· · · 0 eilω

 (2.23)

mit der Spur

tr
(
Dl
)

=
l∑

m=−l

eimω =
sin
[(
l + 1

2

)
ω
]

sin (ω/2)
. (2.24)

Die Drehungen von ω um eine beliebige Achse bilden eine Klasse mit Cha-
rakter

χl(ω) =
sin(l + 1/2)ω

sin(ω/2)
. (2.25)

Die Charaktere von O3 erhalten wir durch geeignete Multiplikation mit −1,
vgl. Tabelle 2.6.

Als nächstes untersuchen wir den Zerfall von O3 in Untergruppen und
die Konstruktion kompatibler Partnerfunktionen (vgl. Abschnitt 2.3.2) und
schränken dazu zuerst O3 auf die kubische Gruppe Oh (vgl. Abschnitt 2.1.2)
ein. Die Charaktere χl±

O3
zu den Klassen in Oh sind in Tab. 2.7 gegeben.

Die Dekomposition der irreduziblen Darstellungen Dl± von O3 in die irre-
duziblen Darstellungen Dα von Oh folgt dann aus (vgl. Gl. (2.10))

nα =
1
48

∑
R∈Oh

χα(R)χl±
O3

(R) (2.26)

2l + 1. Die irreduziblen Darstellungen von O(3) sind die Dl± mit dim Dl± = 2l + 1. Die
Basisfunktionen Ylm gehören zu Dl+ wenn l gerade ist und zu Dl− für l ungerade. Zu Dl+

mit l ungerade und Dl− mit l gerade gibt es keine offensichtlichen Basisfunktionen. Man
definiert deshalb als Basis für D1+ neue Funktionen, z.B. Funktionen Ỹ1m, welche sich wie
Y1m verhalten, aber eine andere Parität besitzen.

Die Ausreduktion des Raumes L2(S
2) nach Massgabe von SO(3) ergibt alle Darstellun-

gen Dl mit den Basisfunktionen Ylm (da die Gruppe SO(3) die Inversion nicht enthält ist
das Transformationverhalten von Ylm unter I bei der Ausreduktion von SO(3) irrelevant).
Demgegenüber enthält die Ausreduktion des Raumes L2(S

2) nach Massgabe von O(3) nur
‘die Hälfte’ der Darstellungen Dl± von O(3); da I nunmehr ein Gruppenelement von O(3)
ist, ist das Verhalten der Basisfunktionen Ylm unter I jetzt relevant und es treten nur die
Darstellungen Dl+ mit geradem l und Dl− mit ungeradem l auf. Beachte, dass bei der
Ausreduktion einer Darstellung nicht alle irreduziblen Darstellungen auftreten müssen —
dies ist bei der Ausreduktion von L2(S

2) nach Massgabe von O(3) gerade der Fall.
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E Rotationen um α I I·Rotationen um α

D0+ 1 1 1 1
D0− 1 1 −1 −1
D1+ 3 1 + 2 cosα 3 1 + 2 cosα
D1− 3 1 + 2 cosα −3 −1− cosα

Dl+ 2l + 1
l∑

m=−l

eimα 2l + 1
l∑

m=−l

eimα

Dl− 2l + 1
l∑

m=−l

eimα −2l − 1 −
l∑

m=−l

eimα

Tabelle 2.6: Charaktertafel der Gruppe O3 aus Rotationen und Inversion I
in drei Dimensionen.

E 3C2
4 6C4 6C2 8C3 I 3IC2

4 6IC4 6IC2 8IC3

D0+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
D0− 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1
D1+ 3 −1 1 −1 0 3 −1 1 −1 0
D1− 3 −1 1 −1 0 −3 1 −1 1 0
D2+ 5 1 −1 1 −1 5 1 −1 1 −1
D2− 5 1 −1 1 −1 −5 −1 1 −1 1
D3+ 7 −1 −1 −1 1 7 −1 −1 −1 1
D3− 7 −1 −1 −1 1 −7 1 1 1 −1
D4+ 9 1 1 1 0 9 1 1 1 0
D4− 9 1 1 1 0 −9 −1 −1 −1 0
D5+ 11 −1 1 −1 −1 11 −1 1 −1 −1
D5− 11 −1 1 −1 −1 −11 1 −1 1 1

Tabelle 2.7: Charaktertafel der kubischen Gruppe Oh
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D0+ D0− D1+ D1− D2+ D2−

Γ1 Γ′1 Γ′15 Γ15 Γ12 + Γ′25 Γ′12 + Γ25

D3+ D3− D4+ D4− D5+ D5−

Γ2 + Γ′25+ Γ′2 + Γ25+ Γ1 + Γ12+ Γ′1 + Γ′12+ Γ12 + Γ′25+ Γ′12 + Γ25+

Γ′15 Γ15 Γ′25 + Γ′15 Γ25 + Γ15 2Γ′15 2Γ15

Tabelle 2.8: Dekomposition der DarstellungenDl± vonO3 in die irreduziblen
Darstellungen Γi der Untergruppe Oh.

und ergibt die Tabelle 2.8.2

Somit splitten die Niveaus eines Atoms (l = s, p, d, . . .) mit Einteilchen-
Hamiltonoperator H0 = p2/2m + V (r) auf, wenn es in einen Kristall mit
kubischer Umgebung eingefügt wird, H = H0 +Hcubic,3

s(l = 0) = Γ1, (2.27)
p(l = 1) = Γ15, (2.28)
d(l = 2) = Γ′25 + Γ12, (2.29)
f(l = 3) = Γ15 + Γ25 + Γ′2, (2.30)
g(l = 4) = Γ′25 + Γ′15 + Γ12 + Γ1, (2.31)
h(l = 5) = Γ25 + 2Γ15 + Γ′12. (2.32)

Die weitere Reduktion der Symmetrie zu D4h und D2h führt auf weitere
Aufspaltungen die sich der Tabelle 2.9 entnehmen lassen. Auch angegeben
sind die Partnerfunktionen zu O3 (sphärische Harmonische) und diejenigen
die zu den Punktgruppen Oh, D4h und D2h gehören (letzte Kolonne).

2.5 Spin 1/2

Im Hilbertraum

H 1
2

=
{
χ↑ =

(
1
0

)
, χ↓ =

(
0
1

)}
(2.33)

2Die Notation der irreduziblen Darstellungen von Oh ist hier verschieden von der No-
tation in Tab. 2.2. Zur Konversion siehe die Tab. 2.8 am Ende des Kapitels.

3Beachte dabei, dass das Niveau l zur Darstellung Dlp mit Partität p = (−1)l gehört.
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eines Spins 1/2-Systems ist eine Rotation um ~ω gegeben durch (ω̂ = ~ω/|~ω|)

U~ω = 1 cos
ω

2
− iω̂ · ~σ sin

ω

2
= e−i~ω·~σ/2 (2.34)

mit den Paulimatrizen

σx =
(

0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (2.35)

Insbesondere produziert eine Rotation um 2π einen Phasenfaktor eiπ = −1:
R~ω=2π~n = −1 6= 1.

Sei nun G die Symmetriegruppe eines Operators ohne Berücksichtigung des
Spins. Betrachten wir zusätzlich den Spin, so müssen wir die Gruppe um
die Elemente ĒR erweitern, wobei R ∈ G und Ē die Spinrotation um 2π ist
(Ē 6= E). Wir erhalten dadurch die Doppelgruppe G′ der Ordnung g′ = 2g.
Beachte, dass dabei die Elemente R ∈ G im R3, die Elemente R′ ∈ G′ aber in
R3⊗H 1

2
operieren. Zum Beispiel bezeichnet δ3xyz|R3 eine Drehung von 2π/3

um (1, 1, 1)/
√

3 im R3, δ3xyz|H 1
2

die entsprechende Rotation im Spinraum

und δ′3xyz = δ3xyz|R3 × δ3xyz|H 1
2

das zugehörige Element aus G′.

2.5.1 Uneigentliche Drehungen, Inversion I

Trivialerweise gilt für die Darstellung der Inversion I im Spinraum, dass
D(I){χ↑, χ↓} eine Linearkombination von χ↑ und χ↓ ist. Wegen IR = RI
für jede Rotation R folgt nach dem Lemma von Schur aus Abschnitt 2.2.2
D(I) = c1, vgl. Gl. (2.2). Mit |D(I)χσ| = 1 ist |c|2 = 1, und schliesslich
o.B.d.A. c = 1.4

Beispiele für Doppelgruppen (ohne und mit Inversion):

– C1 = {E}, zugehörige Doppelgruppe C ′1 = {E, Ē},

– Ci = {E, I}, Doppelgruppe C ′i = {E, Ē, I, Ī},

– C3v =
{
E, δ3xyz, δ

−1
3xyz, Iδ2xȳ, Iδ2x̄z, Iδ2yz̄

}
,

Doppelgruppe C ′3c = C3v|R3 × C3v|H 1
2

Die Tabelle 2.10 gibt die Faktoren in H 1
2

von C ′3v

4Der Drehimpuls ist invariant unter Inversion.
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C1 E =

 1 0

0 1

 C2 Ē =

 −1 0

0 −1


C3 δ3xyz =

 1−i
2 −1+i

2

1−i
2

1+i
2

 C4 δ̄3xyz =

 −1+i
2

1+i
2

−1+i
2

−1−i
2


δ−1
3xyz =

 1+i
2

1+i
2

−1−i
2

1−i
2

 δ̄−1
3xyz =

 −1+i
2 −1+i

2

1−i
2

−1+i
2


C5 Iδ2xȳ = I

 0 1−i√
2

−1+i√
2

0

 C6 Iδ̄2xȳ = I

 0 −1−i√
2

1+i√
2

0


Iδ2x̄z = I

 − i√
2

i√
2

i√
2

i√
2

 Iδ̄2x̄z = I

 i√
2
− i√

2

− i√
2
− i√

2


Iδ2yz̄ = I

 i√
2
− 1√

2

1√
2
− i√

2

 Iδ̄2yz̄ = I

 − i√
2

1√
2

− 1√
2

i√
2



Tabelle 2.10: Faktoren in H 1
2

von C ′3v.

2.5.2 Irreduzible Darstellungen von Doppelgruppen

Man findet die irreduziblen Darstellungen der Doppelgruppe G′ nach dem
üblichen Muster: Finde die Anzahl k′ der Klassen von G′ und die Dimensio-
nen l′1, . . . , l

′
k′ der Darstellungen mit

k′∑
α=1

l′2α = g′ = 2g (2.36)

und berechne die Charaktere gemäss den Regeln in Abschnitt 2.2.2. Wegen
ĒG′ = G′Ē definiert Ē eine eigene Klasse. Es gibt 2 Typen von Darstellungen
von G′:

– Typ 1: mit D(R) = D(R̄ = RĒ), ∀R ∈ G, und

– Typ 2: mit D(R) 6= D(R̄).

Die Darstellungen von Typ 1 folgen sofort aus den Darstellungen von G, die
von Typ 2 sind die zusätzlichen Darstellungen der Doppelgruppe.
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C ′1 E Ē

1 1 Typ 1

1 −1 Typ 2

C ′i E Ē I Ī

1 1 1 1 Typ 1
1 1 −1 −1

1 −1 1 −1 Typ 2
1 −1 −1 1

C ′3v C1 C2 C3 C4 C5 C6

Γ1 1 1 1 1 1 1
Γ2 1 1 1 1 −1 −1 Typ 1
Γ3 2 2 −1 −1 0 0
Γ4 1 −1 −1 1 i −i
Γ5 1 −1 −1 1 −i i Typ 2
Γ6 2 −2 1 −1 0 0

Tabelle 2.11: Charak-
tertafeln zu den Dop-
pelgruppen C ′1, C

′
i und

C ′3v.

Beispiele für Darstellungen von Doppelgruppen vom Typ 1 und 2 sind für die
Doppelgruppen C ′1, C

′
i und C ′3v in den Tabellen 2.11 aufgeführt, die Darstel-

lungen und Charaktere zu SO′3 findet man in 2.12. Dabei ist in der letzten
Tabelle j = l+ 1/2 und l ganzzahlig. Die zu j gehörigen Darstellungen sind
neu hinzugekommen. Die Klassen Ci in C3v sind in Tabelle 2.10 aufgeführt.

SO′3 E Drehung um α Ē Ē· Drehung um α

D0 1 1 1 1
D 1

2
2 2 cos(α/2) −2 −2 cos(α/2)

D1 3 1 + 2 cosα 3 1 + 2 cosα

Dj 2j + 1
j∑

m=−j
eimα −2j − 1 −

j∑
m=−j

eimα

Dl 2l + 1
l∑

m=−l

eimα 2l + 1
∑l

m=−l e
imα

Tabelle 2.12: Charaktertafel zur Doppelgruppe SO′3.
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2.5.3 Aufhebung der Spinentartung

Wir betrachten den Hamiltonoperator H = H0 +Hspin, der aus einem spin-
unabhängigen Teil H0 und einem spinabhängigen Teil Hspin zusammenge-
setzt ist. Es sei G die Symmetriegruppe von H0, E ein Energieeigenwert
zur irreduziblen Darstellung Dα und Ψ1, . . . ,Ψlα eine Basis von Dα aus Ei-
genfunktionen. Das direkte Produkt {Ψ1, . . . ,Ψlα} × {χ↑, χ↓} definiert eine
Basis der Darstellung Dα × D

1
2 der Doppelgruppe G′ mit dem Charakter

χα(R′)χ
1
2 (R′), R′ ∈ G′.5

Wie üblich können wir diese Produktdarstellung gemäss der irreduziblen
Darstellungen von G′ ausreduzieren. Dies ergibt das Aufspalten des Eigen-
wertes E beim Einschalten der spinabhängigen Störung Hspin.

Als Beispiel betrachten wir die Gruppe G = C3v und reduzieren die Darstel-
lungen Γi × D

1
2 aus. Dazu bestimmen wir die Charaktere von Γi und D

1
2

und daraus diejenigen von Γi × D
1
2 (die Gruppe C3v zerfällt in 3 Klassen

und hat drei irreduzible Darstellungen Γ1, Γ2 und Γ3; die Hinzunahme der
Elemente Ē und δ̄ ist für C3v bedeutungslos und die Charaktere werden
lediglich kopiert):

C3v E Ē δ−1
3xyzδ3xyz δ̄−1

3xyz δ̄3xyz Iδ2xȳIδ2x̄zIδ2yz̄ Iδ̄2xȳIδ̄2x̄zIδ̄2yz̄

Γ1 1 1 1 1 1 1

Γ2 1 1 1 1 −1 −1

Γ3 2 2 −1 −1 0 0

D
1
2 2 −2 1 −1 0 0

Γ1 ×D
1
2 2 −2 1 −1 0 0

Γ2 ×D
1
2 2 −2 1 −1 0 0

Γ3 ×D
1
2 4 −4 −1 1 0 0

Der Vergleich mit den Charakteren der irreduziblen Darstellungen von C ′3v

(Tabelle 2.11) zeigt:

– Γ1 ×D
1
2 = Γ6,

5 D
1
2 ist die Darstellung des Spins 1

2
.
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– Γ2 ×D
1
2 = Γ6,

– Γ3 ×D
1
2 = Γ4 + Γ5 + Γ6.

Ein anderes Beispiel ist die Spin-Bahn-Kopplung zwischen dem Drehimpuls
l und dem Spin 1/2. Die Darstellungen Dl ×D

1
2 der Doppelgruppe G′ zum

Drehimpuls l lassen sich dann ausreduzieren als:

Dl ×D
1
2 = D|l−

1
2 | +Dl+ 1

2 . (2.37)

Das heisst physikalisch, dass das Energieniveau zum Eigenwert l in zwei
verschiedene Niveaus mit Gesamtdrehimpuls j = l ± 1/2 aufspaltet.

2.6 Zeitumkehrinvarianz

2.6.1 Zeitumkehroperator T

Die Wellenfunktion Φ(~r, t) = Ψ(~r )e−iEt eines spinlosen Teilchens der Ener-
gie E transformiert sich unter dem Operator T zur Zeitumkehr t → −t
gemäss

TΦ (~r, t) = Φ∗ (~r,−t) , TΨ(~r ) = Ψ∗ (~r ) , (2.38)

so dass T 2Φ = Φ. Für ein Teilchen mit Spin 1/2 ist dagegen die Zeitumkehr
mit einer Transformation im Spinraum verbunden und es gilt:6

TΨ = T

(
Ψ↑
Ψ↓

)
= iσy

(
Ψ↑
Ψ↓

)∗
=
(

Ψ∗
↓

Ψ∗
↑

)
. (2.39)

Insbesondere ist T 2 6= 1 und eine zweimalige Zeitumkehr ändert das Vorzei-
chen von Ψ,

T 2Ψ = −Ψ. (2.40)

Der Operator T ist anti-linear (T
∑

i aiΨi =
∑

i a
∗
iTΨi) und anti-unitär

(〈TΨ, TΦ〉 = 〈Ψ,Φ〉∗); die Operatoren ~r, ~p = −i~∇ und ~L = ~r ∧ ~p (Spin ~σ
analog ~L) verhalten sich unter Zeitumkehr gemäss

T~r T−1 = ~r, (2.41)
T~p T−1 = −~p, (2.42)
T ~LT−1 = −~L, (2.43)
T~σ T−1 = −~σ. (2.44)

6Im weiteren ist T−1Ψ = −iσyΨ∗.
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In einem abgeschlossenen System ist der Hamiltonoperator H zeitumkehrin-
variant,

THT−1 =
{

H (~r,−~p )
H (~r,−~p,−~σ )

}
=
{

H (~r, ~p )
H (~r, ~p, ~σ )

}
= H, (2.45)

das heisst, mit Φ(~r, t) ist auch
{

Φ∗(~r,−t)
iσyΦ∗(~r,−t)

}
eine Lösung der Schrödin-

gergleichung:

HΦ = i~∂tΦ ⇒ (2.46)
THΦ = THT−1TΦ = HTΦ = Ti~∂tΦ = i~∂−tTΦ. (2.47)

Ein externes Magnetfeld ~B bricht die Zeitumkehrinvarianz z.B. durch die
Kopplung ∼ ~B · ~σ.

2.6.2 Darstellungen von T

Kramer’s Theorem
Betrachte das Eigenwertproblem HΨ = EΨ mit zeitumkehrinvarantem Ha-
miltonoperator H, THT−1 = H. Dann ist mit Ψ auch TΨ eine Eigenfunk-
tion von H zur Energie E. Für Spin-1/2-Teilchen kann TΨ nicht linear
abhängig von Ψ sein, denn wäre TΨ = cΨ, dann würde gelten T 2Ψ = |c|2Ψ,
im Widerspruch zu Gl. (2.40), T 2Ψ = −Ψ. Aus dieser Betrachtung ergibt
sich das

Theorem: Für Spin 1/2-Teilchen sind die Eigenfunktionen Ψ und TΨ zur
Energie E linear unabhängig und die Dimension des Eigenraums EigE

H ist
mindestens die Kramers-Entartung von 2,

dim
(
EigE

H

)
≥ 2. (2.48)

Komplex konjugierte Darstellungen
Betrachtet man allgemein einen zeitumkehrinvarianten Operator mit Sym-
metriegruppe G, so kann T nicht einfach zu G hinzugefügt werden, da T
antilinear, die Operatoren in G aber linear sind. Stattdessen gehen wir wie
folgt vor:

Sei {Ψ1, . . . ,Ψlα} eine Basis der Darstellung Dα von H zur Energie E, dann
gehört mit {Ψli}i=1,...,α auch die Menge {TΨli}i=1,...,α zu EigE

H . Nur wenn
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die beiden Mengen linear unabhängig sind, ergibt die Anwendung von T ei-
ne zusätzliche Entartung von E. Die Funktionen {TΨ1, . . . , TΨlα} definieren
dann die Basis einer zu Dα komplex konjugierten Darstellung Dα∗. Sei ins-
besondere Dα(R) ∈ Dα ein Element einer unitären irreduziblen Darstellung
von G. Dann definieren die unitären Matrizen Dα∗(R) die zu Dα komplex
konjugierte Darstellung Dα∗ mit Basis {TΨli}. Dies folgt unmittelbar aus
der Anti-linearität von T .7

Als nächstes untersuchen wir die Beziehungen zwischen der Darstellung Dα

und ihrer komplex konjugierten Darstellung Dα∗. Der Charakter (χα) in-
formiert uns, ob Dα und Dα∗ äquivalent sind: Es ist Dα=̂Dα∗ genau dann
wenn der Charakter χα = χα∗ reel ist. In diesem Fall existiert eine unitäre
Matrix M mit

Dα∗(R) = M−1Dα(R)M ; (2.54)

man kann zeigen, dass M symmetrisch oder antisymmetrisch ist. Ist M sym-
metrisch, dann ist Dα äquivalent zu einer Darstellung aus reellen Matrizen,
Dα=̂Dα

reell, ist M antisymmetrisch, dann gilt Dα ˆ6=Dα
reell.

Eine vollständige Klassifizierung ergibt 3 Fälle (Frobenius/Schur, G endlich):

7Speziell für Drehungen UR: Wenn {Ψi} eine Basis zur Darstellung Dα von UR ist, dann
ist {TΨi} eine Basis zur Darstellung Dα∗ von TURT

−1, denn (benutze die Anti-linearität
von T )

TURT
−1TΨj = T

X
i

Dα
ij(R)Ψi =

X
i

ˆ
Dα

ij(R)
˜∗
TΨi. (2.49)

Insbesondere gilt dieser Zusammenhang für Spins mit den Drehungen Dα = {D
1
2 (R)|R ∈

SU2} und {Ψi} = {χ↑, χ↓}: Es ist

〈χσ |UR|χσ′〉 = [UR]σσ′
=

h
D

1
2 (R)

i
σσ′

. (2.50)

Unter Benutzung der Beziehung 〈Tχ|Tφ〉 = 〈χ|φ〉∗ (diese Beziehung ersetzt den üblichen
Übergang zum adjungierten Operator in 〈Aa|b〉 = 〈a|A†b〉 = 〈b|Aa〉∗ der für den anti-
unitären Operator T nicht verfügbar ist) erhält man

〈Tχσ |UR|Tχσ′〉 = 〈χσ |UR|χσ′〉∗ = [UR]σσ′
=

h
D

1
2 (R)

i∗
σσ′

. (2.51)

Zeige, dass auch˙
Tχσ

˛̨
TURT

−1
˛̨
Tχσ′

¸
= 〈Tχσ|TURχσ′〉 =

h
D

1
2 (R)

i∗
σσ′

, (2.52)˙
χσ

˛̨
TURT

−1
˛̨
χσ′

¸
=

˙
Tχσ

˛̨
TURT

−1
˛̨
Tχσ′

¸∗
=

h
D

1
2 (R)

i
σσ′

, (2.53)

und damit die Beziehung TUR = URT gilt. Die Relation zwischen UR und TURT
−1 und

den Matrizen
h
D

1
2 (R)

i
σσ′

ist also verschieden in den Basen {χσ} und {Tχσ}.
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1.
∑

R∈G
χα
(
R2
)

= g: Dα=̂Dα∗=̂D∗reell,

2.
∑

R∈G
χα
(
R2
)

= 0: Dα ˆ6=Dα∗,

3.
∑

R∈G
χα
(
R2
)

= −g: Dα=̂Dα∗ ˆ6=Dα
reell.

Zum Beispiel sind für die Gruppe Oh alle Charaktere χα ⊂ R und die
Darstellungen Γ+

1 , Γ+
2 , Γ−1 , Γ−2 der Dimension 1 erfüllen trivial Γ=̂Γ∗=̂Γreell;

die anderen Darstellungen von Oh sind ebenfalls reell was sich mit dem FS
Test überprüfen lässt,

∑
R χ

α
(
R2
)

= g. Demnach sind alle Darstellungen
von Oh äquivalent zu reellen Darstellungen.

Die zentrale Frage ist nun, ob mit der Erweiterung des Raumes {Ψαl
} um

die neuen Zustände {TΨαl
} eine Vergrösserung (Verdopplung) des Raum-

es einhergeht. Von den obigen drei Fällen diskutieren wir den ersten Fall
Dα=̂Dα∗=̂Dα

reell etwas genauer und zitieren die Resultate für die beiden an-
deren Fälle:

– Dα=̂Dα∗=̂Dα
reell: Wir transformieren auf eine Basis Ψ, so dass

Dα=̂Dα
reell in der Basis {Ψ1, . . . ,Ψlα}. Da Dα jetzt reell ist, sind auch

{TΨ1, . . . , TΨlα} Partnerfunktionen zu Dα; Ψi und TΨi sind demnach
Partnerfunktionen zu derselben irreduziblen Darstellung (und dersel-
ben Spalte) und daher gilt (aufgrund der Orthogonalität von Partner-
funktionen zu verschiedenen Spalten)

〈Ψi, TΨj〉 = 0 (2.55)

für i 6= j, also ist TΨj unabhängig von Psii6=j . Es bleibt zu testen
ob auch TΨi unabhängig von Psii ist: Nehmen wir an, es sei TΨi =
ciΨi, dann ist T 2Ψi = |ci|2 Ψi. Für Spin 1/2 ist dies im Widerspruch
zu T 2Ψi = −Ψi, damit sind Ψi und TΨi linear unabhängig und Dα

tritt deshalb zweimal auf. Für spinlose Teilchen ist T 2Ψ = Ψ kein
Widerspruch und Dα tritt dann nur einmal auf.

– Dα ˆ6=Dα∗: Dann sind Ψ und TΨ linear unabhängig und Dα tritt zwei-
mal auf,

– Dα=̂Dα∗ ˆ6=Dα
reell: Dann ist die Entartung 2-fach für spinlose Teilchen

und 1-fach für Teilchen mit Spin 1/2.
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Mit Hilfe obiger Überlegungen können wir entscheiden, ob D=̂D∗ bzw.
D∗=̂Dreell ist. Je nachdem, ob die zu D∗ gehörige Basis {TΨi} mit der alten,
zu D gehörigen Basis {Ψi} übereinstimmt, erzeugt die Zeitumkehrinvarianz
keine zusätzliche Entartung bzw. eine doppelte Entartung. Ob {Ψi} mit
{TΨi} übereinstimmt, hängt von der Relation zwischen D, D∗ und Dreell

ab.8

Zusammenfassend erhält man für die Energieentartung für spinlose und
Spin-1/2 Teilchen das Schema

Frobenius/Schur Spin 0 Spin 1
2

D=̂D∗=̂Dreell
∑
R

χ
(
R2
)

= g 1 2

D ˆ6=D∗
∑
R

χ
(
R2
)

= 0 2 2

D=̂D∗ ˆ6=Dreell
∑
R

χ
(
R2
)

= −g 2 1

-

2.7 Raumgruppen

Schliesslich betrachten wir die Translationssymmetrie und die volle Raum-
gruppe der Kristalle und die zugehörigen Darstellungen. Eine Translation ~R~n

um den in Gl. (1.1) definierten Gittervektor ~R~n =
∑

i ni~ai (ni ∈ Z, ~ai primi-
tive Gittervektoren) wird in Seitz-Notation durch das Element {E|~R~n} ∈ τ
der Raumgruppe beschrieben. Die oft benutzten periodischen Randbedin-
gungen (für einen endlichen Kristall mit N = N1N2N3 Elementarzellen)

Ψ(~r ) = Ψ (~r +Ni~ai ) , i = 1, 2, 3, (2.56)

lassen sich in dieser Notation durch die Gleichungen

{E|~R(N1,0,0)} = {E|~R(0,N2,0)} = {E|~R(0,0,N3)} = {E|0} (2.57)

ausdrücken. Die Translationen τ bilden eine abelsche Gruppe, jedes Element
definiert seine eigene Klasse und somit sind alle irreduziblen Darstellungen
eindimensional. Weiter zerfällt die Translationsgruppe in 3 zyklische Grup-
pen9 der Ordnung N1, N2 und N3, die durch die Gittervektoren ~ai erzeugt

8Beachte, dass dieses Spiel eine Folge der Anitunitarität von T ist; ein unitärer Operator
produziert trivial denselben Entartungsraum, {UΨi} = {Ψi}.

9Eine zyklische Gruppe kann aus einem einzelnen Element erzeugt werden
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werden. Die Darstellungen sind durch die Produkte der Ni-ten Wurzeln von
−1 gegeben,

D
~k~m(~R~n) = e−i~k~m·~R~n = exp

[
−2πi

3∑
j=1

mjnj

Nj

]
(2.58)

mit

~k~m =
3∑

i=1

mi

Ni

~bi, mi ∈ {0, . . . , Ni − 1}, (2.59)

und den elementaren reziproken Gittervektoren (Vuc = ~a1 · (~a2 ∧ ~a3) das
Volumen der Einheitszelle)

~b1 =
2π
Vuc

~a2 ∧ ~a3, (2.60)

~b2 =
2π
Vuc

~a3 ∧ ~a1, (2.61)

~b3 =
2π
Vuc

~a1 ∧ ~a2. (2.62)

Beachte, dass wegen
~bi · ~aj = 2πδij (2.63)

für (reziproke) Gittervektoren ~R~n ( ~K~m) gilt, dass

ei
~K~m·~R~n = ei

P
ij mjni

~bj ·~ai = e2πi
P

i mini = 1. (2.64)

Jeder ~k-Vektor (~k = ~k~m im folgenden) gehört zu einer irreduziblen Dar-
stellung der Translationsgruppe. Üblicherweise wählen wir ~k in der ersten
Brillouinzone, d.h. in der primitiven Einheitszelle des reziproken Gitters
symmetrisch zum Ursprung.

2.7.1 Bloch’sches Theorem

Betrachte nun den Einteilchen-Hamiltonoperator H eines Kristalls mit pe-
riodischem Potenzial,

H =
p2

2m
+ V (~r ) , V (~r + ~R~n) = V (~r ) . (2.65)
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Abb. 2.2: Schematische Darstellung der lokalen, orbitalen Wellenfunktion
(links) und einer Blochwelle, bei der die Amplituden (gestrichelte Linie) der
lokalen Wellenfunktion periodisch moduliert werden (rechts).

Die Eigenfunktionen von H sind dann auch Eigenfunktionen der Translatio-
nen τ und erfüllen

U{E|~R~n }Ψ(~r ) = Ψ(~r − ~R~n) = D
~k(~R~n)Ψ(~r ) = e−i~k·~R~nΨ(~r ),[

URΨ(~r ) = Ψ(R−1~r ) =
∑

i

D(R)ijΨj(~r )
]
. (2.66)

Die Wellenfunktion
Ψ (~r ) = ei

~k·~ru (~r ) (2.67)

lässt sich daher faktorisieren in eine ebene Welle und eine strikt gitterpe-
riodische Funktion u(~r ) = u(~r + ~R~n). Damit haben wir das Bloch’sche
Theorem aus der Gruppentheorie hergeleitet:

Die Energien und Eigenfunktionen der Gitterelektronen lassen sich nach den
irreduziblen Darstellungen der Translationsgruppe des Gitters klassifizieren.
Zu einer irreduziblen Darstellung D~k gehören die Energien En(~k ) sowie die
Eigenvektoren

Ψ
n~k

(~r ) = ei
~k·~ru

n~k
(~r ) , (2.68)

u
n~k

(~r ) = u
n~k

(~r + ~R~n) periodisch. (2.69)

Der ~k-Vektor läuft dabei über die erste Brillouinzone und n spezifiziert den
n-ten Eigenwert zu gegebenem ~k.

2.7.2 Raumgruppen und Spin

Wir suchen die irreduziblen Darstellungen der Doppelgruppe

τ ′ = τ ×
{
{E|0} ,

{
Ē|0
}}

(2.70)
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τ {E|0} {E|~R~n}

D ~k=0 1 1 D ~k

D−~k

1 e−i~k·~R~n

1 ei
~k·~R~n

τ ′ {E|0} {Ē|0} {E|~R~n} {Ē|~R~n}

D′~k=0 1 −1 1 −1 D′~k

D′−~k

1 −1 e−i~k·~R~n −e−i~k·~R~n

1 −1 ei
~k·~R~n −ei~k·~R~n

Tabelle 2.13: Charaktertafeln der Translationensgruppe τ und der zugeköri-
gen Doppelgruppe τ ′.

zur Translationsgruppe τ (Ē Spinrotation um 2π). Die Gruppe{
{E|0} ,

{
Ē|0
}}

hat zwei Darstellungen

{E|0} {Ē|0}
1 1

1 −1

.

Dabei benötigen wir für Spin-1/2-Teilchen die zusätzliche Darstellung mit
Charakter χ

({
Ē|0
})

= −1. Die Charaktere zu {Ē|~R~n} ergeben sich dann
aus denjenigen von {E|~R~n} durch Multiplikation mit −1,

χ({Ē|~R~n}) = −χ({E|~R~n}) = −e−i~k·~R~n . (2.71)

Wir erhalten damit die Charaktertafeln für τ und τ ′ in Tab. 2.13.

2.7.3 Zeitumkehrinvarianz

Für spinlose Teilchen folgt aus der Zeitumkehrinvarianz von H (vgl.
Abb. 2.3(a)):
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E(a) (b) (c)

−k k k −k k

2x

1x 2x

2x

2x

4x

−k

E E

Abb. 2.3: Entartung der Energieeigenwerte E(~k ) für (a) spinlose Teilchen,
(b) Spin-1/2-Teilchen mit Hspin 6= 0, (c) Spin-1/2-Teilchen mit Hspin = 0,
vgl. Text.

– ~k 6= 0: Die irreduziblen Darstellungen D~k und D ~k∗ mit Charakteren
e−i~k·~R~n und ei

~k·~R~n sind nicht äquivalent (vgl. den Fall 2, D ˆ6=D∗, in
Abschnitt 2.6.2) und die Energie E(~k ) = E(−~k ) tritt 2-mal auf (für
~k und für −~k). Der Charakter von D−~k ist ei~k·~R~n und D−~k ist nicht
äquivalent zu D ~k.

– ~k = 0: Es gilt D0=̂D0∗=̂Dreell und deshalb gibt es keine zusätzliche
Entartung (vgl. Abschnitt 2.6.2) und es gilt

E(~k ) = E(−~k ) ⇒ ∂E

∂~k

∣∣∣∣
~k=0

= 0. (2.72)

Für Spin-1/2-Teilchen (mit Hspin 6= 0) gilt dagegen (vgl. Abb. 2.3(b)):

– ~k 6= 0: Wie für spinlose Teilchen folgt E(~k ) = E(−~k ).

– ~k = 0: Es gilt D0=̂D0∗=̂Dreell und deshalb sind die Energieeigenwerte
2-fach Kramers-entartet.10

In diesem Fall gilt ∑
σ=↑,↓

∂Eσ

∂~k

∣∣∣∣
~k=0

= 0. (2.73)

Im speziellen Fall von Spin-1/2-Teilchen, aber keiner Spinabhängigkeit im
Hamiltonoperator (Hspin = 0), ist die Entartung höher, und zwar 4-fach für
~k 6= 0 und 2-fach für ~k = 0 (vgl. Abb. 2.3(c)). 11

10Beachte: unter T transformiert ~k → −~k, ~σ → −~σ
11 Beachte: Das Schema in Abschnitt 2.6.2 gibt nur die minimale Entartung an, zusätz-

liche Entartungen (z.B. durch Hspin = 0) sind dabei nicht berücksichtigt.
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2.8 Irreduzible Darstellungen der Raumgruppe

2.8.1 Kleine Gruppe G~k

Schliesslich wird die Punkt- und Translationsgruppe des Kristalls zur Raum-
gruppe kombiniert. Es bezeichnen ~ai die primitiven Gittervektoren, ~di die
Basis des Kristalls, {R|~a} die Elemente der Raumgruppe GR, ~a = ~R~n + ~f ,
~R~n einen Gittervektor und ~f einen fraktionellen Translationsvektor. Die An-
wendung von {R|~a} auf die Position ~dj eines Atoms in der Zelle bewirkt eine
Translation,

{R|~a}~dj = ~dj′ + ~R~n , (2.74)

wobei ~dj′ demselben Atomtyp (aber nicht unbedingt demselben Element der
Basis) entspricht.

Eine Multiplikation in GR ist definiert als

{R|~a }{S|~b } = {RS|R~b+ ~a } (2.75)

und
{R|~a }−1 = {R−1| −R−1~a } (2.76)

bezeichnet die Inverse.

Die reinen Translationen {E|~R~n} definieren eine invariante Untergruppe τ ⊂
GR und GR zerfällt in die (Rechts-)Nebenklassen12 (die Ordnung gN von GR

ergibt sich aus den N = N1N2N3 Translationen und aus den benötigten g
Elementen aus der Punktgruppe G)

GR = τ ×
{
{E|0}, {R2|~f2}, {R3|~f3}, . . . , {Rg|~fg}

}
. (2.77)

GR heisst symmorph, falls alle ~f2, . . . , ~fg = 0, sonst heisst GR nicht-
symmorph.

Wir wollen die Eigenfunktionen und Eigenwerte von HKristall mit Hilfe der
irreduziblen Darstellungen von GR klassifizieren. Die Basisfunktionen von
Dα
GR

sind auch Basisfunktionen von Dα
τ und wir konzentrieren uns deshalb

auf die Blochfunktionen. Das Element {R|~a} ∈ GR transformiert dann die

12Aus der Untergruppe τ und einem Element {R|~a} der Gruppe GR erhalten wir eine
Rechtsnebenklasse τ {R|~a} durch Multiplikation der Elemente von τ von rechts. Die Menge

aller Rechtsnebenklassen GR/τ ist gerade die Punktgruppe mit den Shifts ~f .
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Blochfunktion Ψ~k
(~r ) zu ~k in eine Blochfunktion zu R~k,

U{R|~a}Ψ~k
(~r ) = U{R|~a}e

i~k·~ru (~r ) = (2.78)

= ei
~k·(R−1~r−R−1~a )u(R−1~r −R−1~a ) = (2.79)

= ei(R
~k)·~re−i~k·(R−1~a)u[R−1(~r − ~a)] = (2.80)

= ei(R
~k)·~r u′(~r ), (2.81)

wobei u(~r ), u′(~r ) gitterperiodisch sind. Wir wählen ~k aus der ersten Bril-
louinzone (1. B.Z.) und definieren die Operationen R~k

∈ G~k
mit {R~k

|~f~k} ∈ G,
welche ~k (modulo reziprokem Gittervektor ~K~m) invariant lassen,

R~k
~k = ~k + ~K~m. (2.82)

Die Gruppe G~k
ist die kleine Punktgruppe von ~k und G~kR

mit den Elementen{
R~k
|~a
}

heisst die kleine Gruppe von ~k.

Für ~k = 0 ist G~k=0
= G und für allgemeine (nicht speziell ausgezeichnete)

~k ist G~k
= {E} trivial. Entlang besonderer Symmetrierichtungen und in

ausgezeichneten Symmetriepunkten der Brillouinzone ist G~k
von G und {E}

verschieden. Es sind diese Symmetrierichtungen und Punkte, welche von
besonderem Interesse sind. Das Zentrum der B.Z. bei ~k = 0 hat also die
volle Symmetrie des Gitters; gehen wir vom Zentrum weg, so reduziert sich
die Symmetrie, um sich in besonderen Symmetriepunkten (z.B. auf dem
Rand der B.Z.) wieder zu erhöhen.

Es sei jetzt ein ~k ∈ 1.B.Z. und die zugehörige kleine Gruppe G~kR
gegeben.

Eine Drehung gemäss (2.81) mit R ∈ G~kR
bildet eine Blochfunktion zu ~k

wiederum auf eine Blochfunktion zu ~k ab, also konstituieren die Blochfunk-
tionen zu ~k einen Darstellungsraum für die kleine Gruppe G~kR

. Wir können

daher jeden ~k-Vektor durch die irreduziblen Darstellungen D~kα von G~kR

klassifizieren. Die Blochfunktionen zu ~k tragen dann die durch D~kα gegebe-
ne Symmetrie. Um die zu ~k gehörige Darstellung zu finden, konstruieren wir
zuerst G~k

. Zu G~k
gibt es dann die irreduzible Darstellung Dα aus Matrizen

Dα(R~k
). Wir erhalten daraus die Darstellung D~kα der kleinen Gruppe G~kR

zu ~k, indem wir jedem Element {R~k
|~a} ∈ G~kR

die Matrix

e−i~k·~a ·Dα(R~k
) (2.83)
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zuordnen. Diese Matrizen erfüllen die Multiplikationsregeln der Raumgrup-
pe GR,

{R~k
|~a }{S~k

|~b } = {R~k
S~k
|R~k

~b+ ~a }, (2.84)
ls⇒ e−i~k·~aDα(R~k

) e−i~k·~bDα(S~k
) = e−i~k·(~a+~b )Dα(R~k

S~k
),

rs⇒ e−i~k·(R~k
~b+~a )Dα(R~k

S~k
) = e

−i(R−1
~k

~k )·~b
e−i~k·~aDα(R~k

S~k
),

genau dann, wenn R−1
~k
~k = ~k oder R~k

~k = ~k ist. Dies ist für ~k ∈ 1.B.Z. ohne
dem Rand immer der Fall und für den Rand, falls GR symmorph ist. Für GR

nicht-symmorph und ~k auf dem Rand der 1. B.Z. ist R−1
~k
~k = ~k + ~K~m und

mit ~b = ~f ist der Faktor exp(−i ~K~m · ~f) 6= 1, also ist die Multiplikationsregel
für die Raumgruppe verletzt.

Wir brauchen dann eine neue Strategie um eine konsistente Darstellung der
Raumgruppe zu finden. O.B.d.A. können wir als Beispiel ~k = ~K~m/2 betrach-
ten. Wir behandeln die ~f Vektoren im Produkt ~R~n {R~k

|~f } ∈ G~kR
als ‘Mar-

ker’ und analysieren alle Translationen ~R~n zu jedem Element {R~k
|~f } in der

kleinen Gruppe. Diese Translationen ergeben Faktoren exp(−i~k · ~R~n) = ±1.
Zusammen mit den Elementen {R~k

|~f } konstruiert man dann (via inneres
Produkt) eine neue Gruppe G̃~k

|~k= ~Km/2
der Ordnung 2g~k. Wiederum gilt es

die irreduziblen Darstellungen dieser neuen Gruppe zu finden und ein Bei-
spiel wird später erwähnt.13

2.8.2 Stern von ~k

Schliesslich erwähnen wir noch den Stern von ~k: Die durch R ∈ G erzeug-
te Menge {R~k|R ∈ G} heisst Stern von ~k. Die Eigenwerte des Sterns von ~k
sind alle gleich und die zum Stern gehörigen Eigenfunktionen erhält man aus
Ψ~k

durch Multiplikation mit den Symmetrieoperationen aus GR. Reduzieren
wir die 1. B.Z. auf die Punkte, welche nicht zum gleichen Stern gehören,
so definieren wir die reduzierte Brillouinzone mit Volumen 1/g. Die Basis
Ψ1

~k
, . . . ,Ψlα

~k
zu D~kα von G~kR

zusammen mit den entsprechenden Wellenfunk-

tionen Ψ im Stern von ~k definieren die Basis einer irreduziblen Darstellung

13Die Translationen erzeugen nur Phasenfaktoren ±1. Deshalb lassen sich alle Operatio-

nen {R~k|~R~m} und {R~k|~R~m + ~f } in 2 Mengen G0
~k

und G1
~k

zu ei~k·~R~m = 1 und ei~k·~R~m = −1

gruppieren. Die neue kleine Symmetriegruppe zu ~k = ~K~m/2 ist G̃~k = G0
~k
· G1

~k
, die Transla-

tionen sind eliminiert.
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D~kα
R von GR der Dimension s~k lα (s~k Zahl der Vektoren im Stern von ~k ).

Mit ∑
~k∈red.B.Z.

∑
α

(
s~k lα

)2 =
∑

~k∈red.B.Z.

s2~k

∑
α

l2α︸ ︷︷ ︸
g~k

=
∑

~k∈red.B.Z.

s~kg = Ng (2.85)

haben wir alle irreduziblen Darstellungen von GR gefunden (wir benutzen,
dass s~kg~k = g, g~k die Ordnung der kleinen Punktgruppe). Beachte aber,
dass wir nie die irreduziblen Darstellungen der Raumgruppen GR brauchen
werden sondern nur die irreduziblen Darstellungen der kleinen Punktgruppe
G~k

.

2.8.3 Symmetriereduktion und Bezeichnungen

Symmetriereduktionen können auf verschiedene Arten erzeugt werden: Zum
Beispiel kann die Symmmetrie des Kristalls via Anwendung eines anisotro-
pen Druckes eingeschränkt werden, etwa von kubischer Oh zu tetragona-
ler D4h Symmetrie wie in Abb. 2.8.3 skizziert. Den Kristallographen fol-
gend haben wir die irreduziblen Darstellungen der jeweils vollen Punkt-
gruppe (Oh, D4h, D2h, . . .) eines Kristalls immer mit Γ bezeichnet (ob-
wohl [Oh ⊃]D4h ⊃ D2h ⊃ . . . jeweils Untergruppen definieren). Andererseits
können wir im voll symmetrischen (z.B., mit kubischer Oh Symmetrie) Kri-
stall eine reduzierte Symmetrie antreffen, wenn wir uns vom Γ-Punkt in der
Brillouinzone entfernen (Reduktion der Symmetrie im ~k-Raum). Die ent-
sprechenden irreduziblen Darstellungen werden dann verschieden benannt
(nicht mehr mit Γ), obwohl sie sich auf die gleichen Punktgruppen beziehen
können wie sie in der obigen Reduktion der Symmetrien auftreten. In der
Abb. 2.8.3 sind die Auswirkungen einer Symmetriereduktion auf die Symme-
triegruppen spezieller ~k-Punkte in der Brillouinzone dargestellt. Man sieht,
dass der Γ-Punkt jeweils die volle Symmetrie des Gitters besitzt, die Punkte
auf dem Rand der B.Z. aber eine geringere Symmetrie haben.

2.8.4 Notationen

Im folgenden Kapitel übernehmen wir die Tabellen und damit die Notati-
on aus [Bas75]. Unglücklicherweise ist die Ref. [Bas75] nicht völlig konsi-
stent im Gebrauch von X- und M -Punkten; ebenfalls sind ihre irreduziblen
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Abb. 2.4: Reduktion von kubischer (oben) zu tetragonaler Symmetrie (un-
ten) für die primitive Einheitszelle des Gitters (links) und die erste Bril-
louinzone im reziproken Raum (rechts). Die Einheitszellen haben die volle
Symmetrie Oh bzw. D4h ⊂ Oh. Im ~k-Raum ist diese volle Symmetrie nur
im Γ-Punkt realisiert. Die kleine Gruppe der Symmetriepunkte für kubische
(tetragonale) Symmetrie ist: Γ: Oh (D4h), X: D4h (D2h), M : D4h (D2h).
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Darstellungen oft unterschiedlich zu anderen Quellen bezeichnet, vgl. die
Konversionstabelle 2.14.
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Γ-Punkt:

[Mil67] Γ+
1 Γ+

2 Γ+
3 Γ+

4 Γ+
5 Γ−1 Γ−2 Γ−3 Γ−4 Γ−5

[Bas75, Jos82] Γ1 Γ2 Γ12 Γ′15 Γ′25 Γ′1 Γ′2 Γ′12 Γ15 Γ25

[Cor84] Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 Γ5 Γ6 Γ7 Γ8 Γ9 Γ10

M -Punkt:

[Mil67] Γ+
1 Γ+

2 Γ+
3 Γ+

4 Γ+
5 Γ−1 Γ−2 Γ−3 Γ−4 Γ−5

single D4h

[Mil67] M+
1 M+

2 M+
3 M+

4 M+
5 M−

1 M−
2 M−

3 M−
4 M−

5

[Bas75] M1 M3 M2 M4 M5 M ′
2 M ′

4 M ′
1 M ′

3 M ′
5

[Cor84] M1 M2 M4 M3 M5 M ′
1 M ′

2 M ′
4 M ′

3 M ′
5

X-Punkt:

[Mil67] Γ+
1 Γ+

2 Γ+
3 Γ+

4 Γ+
5 Γ−1 Γ−2 Γ−3 Γ−4 Γ−5

single D4h

[Mil67] X+
1 X+

2 X+
3 X+

4 X+
5 X−

1 X−
2 X−

3 X−
4 X−

5

[Cor84, Jos82] X1 X2 X4 X3 X5 X ′
1 X ′

2 X ′
4 X ′

3 X ′
5

∆-Punkt:

[Mil67] Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 Γ5

single C4v

[Mil67] ∆1 ∆2 ∆3 ∆4 ∆5

[Bas75, Cor84, Jos82] ∆1 ∆2 ∆′
2 ∆′

1 ∆5

Λ-Punkt:

[Mil67] Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 Γ5 Γ6

single C3v

[Mil67, Bas75, Cor84, Jos82] Λ1 Λ2 Λ3 Λ4 Λ5 Λ6

Tabelle 2.14: Konversionstabellen für einige Symmetriepunkte des einfach
kubischen Gitters
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Kapitel 3

Bandstrukturen

Die Bandstruktur eines Kristalls ist von fundamentaler Wichtigkeit für seine
physikalischen Eigenschaften. Die Bandstruktur und ihr Auffüllen mit Elek-
tronen entscheiden (im Normalfall) darüber, ob das Material ein (Band)-Iso-
lator, ein Halbleiter oder ein Metall ist. In (nicht seltenen) Spezialfällen kann
eine starke Wechselwirkung zwischen den Elektronen ein Metall zu einem Iso-
lator, genauer einem Mott-Isolator werden lassen. Auch starke Unordnung
kann das Metall in einen sogenannten Anderson-Isolator transformieren.

Detaillierte Bandstrukturen werden heute auf Computern mit Hilfe von kom-
plexen Programmen bestimmt. Die grundlegende Struktur der Bänder wird
aber durch die Symmetriegruppe des Kristalls bestimmt. Insbesondere fin-
det man die Klassifikation der Bänder gemäss den Symmetrien des Kristalls
bereits bei verschwindendem Gitterpotential V → 0, d.h. für freie Elektro-
nen im periodischen Gitter. Das Einschalten des Potentials, V 6= 0, produ-
ziert dann lediglich noch die ‘Feinstruktur’ bestehend aus Verschiebungen,
Hybridisierungen und Lücken in der Bandstruktur – die zugrundeliegende
freie Elektron (V = 0) Struktur definiert durch die Symmetrien bleibt aber
zumeist weiterhin sichtbar. Wir untersuchen (1) die Symmetrieaspekte der
Bandstrukturen (Abschnitt 3.1), (2) die Vielteilchenaspekte in der Berech-
nung der elektronischen Struktur (Abschnitt 3.2) (3) verschiedene Zugänge
zur Berechnung von Bandstrukturen (Abschnitt 3.3.

47
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Abb. 3.1: Symmetriepunkte in
der Brillouinzone des einfach ku-
bischen Kristalls.

3.1 Symmetrieaspekte der Bandstrukturen

3.1.1 Einfach kubischer Kristall

Das einfachste Beispiel wird durch die freien Elektronen im einfach kubi-
schen Kristall gegeben. Die zugehörige Raumgruppe ist symmorph und wir
erwarten keine besonderen Schwierigkeiten. Die Punkte und Linien erhöhter
Symmetrie in der Brillouinzone sind in Abb. 3.1 und Tab. 3.1 gezeigt. Man
erkennt, dass die Punkte

– Γ, R kubische Oh-Symmetrie,

– M,X tetragonale D4h-Symmetrie,

– T,∆ tetragonale C4v-Symmetrie,

– Λ trigonale C3v-Symmetrie und

– Σ, Z, S orthorhombische C2v-Symmetrie

besitzen.1 Die irreduziblen Darstellungen an den Symmetriepunkten werden
mit dem entsprechenden Symbol bezeichnet, z.B., Γi am Γ-Punkt, Xi am
X-Punkt, usf.

Wir wollen uns nun davon überzeugen, dass die zunächst kompliziert aus-
sehende Bandstruktur freier Elektronen in einem kubischen Kristall (vgl.
Abb. 3.2; es werden die Dispersionen entlang der Hauptsymmetrieachsen
aufgezeichnet) im wesentlichen durch Symmetriebetrachtungen verstanden
werden kann.

Wir diskutieren die Bandstruktur entlang der Linie ∆ von Γ nach X, vgl.
Abb. 3.1. Die (kinetische) Energie E = ~2k2/2m und die ~k-Vektoren seien

1Zur Nomenklatur vergleiche Abschnitt 2.1.2.
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~k Symbol Ordnung s~k G~k
g~k

(kx, ky, kz) 48 C1 1

(kx, kx, kz) 24 C1h 2

(kx, ky, 0) 24 C1h 2

(kx, ky,
1
2) 24 C1h 2

(kx, kx, 0) Σ 12 C2v 4

(1
2 , ky, 0) Z 12 C2v 4

(1
2 , ky, ky) S 12 C2v 4

(kx, kx, kx) Λ 8 C3v 6

(1
2 ,

1
2 , kz) T 6 C4v 8

(kx, 0, 0) ∆ 6 C4v 8

(1
2 ,

1
2 , 0) M 3 D4h 16

(1
2 , 0, 0) X 3 D4h 16

(1
2 ,

1
2 ,

1
2) R 1 Oh 48

(0, 0, 0) Γ 1 Oh 48

Tabelle 3.1: Symmetriegruppen für spezielle ~k-Punkte (in Einheiten von
ka = 2π/a, a die Gitterkonstante, ki ∈ [−1/2, 1/2] die erste Brillouin Zone)
im einfach kubischen Kristall; gegeben ist die Zahl (Ordnung) s~k der Vekto-
ren im Stern von ~k und die kleinen Punktgruppen G~k

der Ordnung g~k. C1h

ist eine reduzierte monokline Symmetrie.

in Einheiten Ea = ~2(2π)2/2ma2 und ka = 2π/a (a Gitterkonstante) ge-
messen. Reziproke Gittervektoren sind durch ~K~m = ~m, ~m ∈ Z3 gegeben.
Die 1. B.Z. ist durch das Gebiet −1/2 ≤ kj ≤ 1/2 gegeben. Wir star-
ten am Γ-Punkt (~k = 0) mit der vollen Oh-Symmetrie (vgl. Tab. 3.1), die
Wellenfunktion (Partnerfunktion) ist Ψ ∼ const. und die korrespondierende
irreduzible Darstellung ist Γ1, (vgl. Tab. 2.9).
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Γ1 Γ2 Γ12 Γ′15 Γ′25 Γ′1 Γ′2 Γ′12 Γ15 Γ25

∆1 ∆2 ∆1∆2 ∆′
1∆5 ∆′

2∆5 ∆′
1 ∆′

2 ∆′
1∆

′
2 ∆1∆5 ∆2∆5

Λ1 Λ2 Λ3 Λ2Λ3 Λ1Λ3 Λ2 Λ1 Λ3 Λ1Λ3 Λ2Λ3

Σ1 Σ4 Σ1Σ4 Σ2Σ3Σ4 Σ1Σ2Σ3 Σ2 Σ3 Σ2Σ3 Σ1Σ3Σ4 Σ1Σ2Σ4

X1 X2 X3 X4 X5 X ′
1 X ′

2 X ′
3 X ′

4 X ′
5

∆1 ∆2 ∆′
2 ∆′

1 ∆5 ∆′
1 ∆′

2 ∆2 ∆1 ∆5

Z1 Z1 Z4 Z4 Z2Z3 Z2 Z2 Z3 Z3 Z1Z4

S1 S4 S1 S4 S2S3 S2 S3 S2 S3 S1S4

Tabelle 3.2: Kompatibilitätstabelle der irreduziblen Darstellungen zum
Symmetriepunkt Γ in die Richtungen ∆, Λ, Σ, und zum X-Punkt in die
Richtungen ∆, Z und S des einfach kubischen Kristalls, vgl. Abb. 3.1

Die Energie entlang ~k = (k, 0, 0) ist ε = k2 und erreicht den Wert ε = 1/4
am X-Punkt. Zum X-Punkt gehören die Blochwellen ∼ e±ikx, woraus sich
die stehenden Wellen sin kx und cos kx ergeben. Am X-Punkt haben wir
D4h-Symmetrie und die (Symmetrien der) Partnerfunktionen ergeben sich
aus folgender Konversionstabelle:2

– X1 = Γ+
1 : 1,

– X2 = Γ+
2 : z2 − y2,

– X3 = Γ+
4 : zy,

– X4 = Γ+
3 : zy

(
z2 − y2

)
,

– X5 = Γ+
5 : xz, yx,

– X ′
1 = Γ−1 : xyz

(
z2 − y2

)
,

– X ′
2 = Γ−2 : xyz,

– X ′
3 = Γ−4 : x

(
z2 − y2

)
,

– X ′
4 = Γ−3 : x,

– X ′
5 = Γ−5 : z, y.

Die stehenden Wellen amX-Punkt gehören offensichtlich zu sin kx ∼ x =̂X ′
4

und cos kx ∼ 1 =̂ X1. Ausgehend von der trivialen Darstellung Γ1 am Γ-
Punkt erreichen wir mit Hilfe der Kompatibilitätsliste in Tab. 3.2 die Dar-
stellung X1 gleicher Parität, Γ1 → ∆1 → X1. Dies erklärt das unterste Band
in Abb. 3.2.

Gehen wir umgekehrt von der Darstellung X ′
4 am X-Punkt zurück zum

Γ-Punkt, ergeben sich 3 Möglichkeiten, X ′
4 → ∆1 → Γ1,Γ12,Γ15, da ∆1

kompatibel zu Γ1 (=̂Γ+
1 (dim = 1)), Γ12 (=̂Γ+

3 (dim = 2)) und Γ15 (=̂Γ−4

2 Beachte im Vergleich zu der Notation Xα in Ref. [Jos82] und den Partnerfunktionen
in Tabelle 2.9 die Ersetzung x ↔ z, da dort die ausgezeichnete Achse ‖ z, hier aber ‖ x
ist.
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Abb. 3.2: Bandstruktur freier Elektronen im einfach kubischen Kristall mit
den kompatiblen irreduziblen Darstellungen. Der Zweig (1) geht von Γ1 (bei
der Energie ε = 0) zu X1, X

′
4 (ε = 1

4), wieder zurück zu Γ1,Γ12,Γ15 (ε = 1),
und wieder vorwärts zu X5, X

′
5, X

′
4, X

′
3, X2, X1 (ε = 5/4), vgl. Text (Abb.

aus Ref. [Bas75])

(dim = 3)) ist. Dabei gehen wir von der Energie ε = 1/4 zur
Energie ε = 1, die zu den reziproken Gittervektoren ~k = ~K~m =
(±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1) gehört und damit 6 = 2 · 3-fach entartet ist.
Die zugehörigen Blochwellen Ψ~k

(~r ) = ei
~k·~ru ~K~m

(~r ) mit u ~K~m
(~r ) = ei

~K~m·~r

bilden eine Basis für die Darstellungen am Γ-Punkt,

Γ1 : cosx+ cos y + cos z ∼ 1, (3.1)
Γ15 : sinx ∼ x, sin y ∼ y, sin z ∼ z,

Γ12 : cos z − cos y ∼ z2 − y2, cosx− (cos y + cos z) /2 ∼ 3x2 − r2.

Also gehören zum Endpunkt der ∆1 Linie am Γ Punkt tatsächlich die Dar-
stellungen Γ1, Γ15 und Γ12.
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Gehen wir von der Energie ε = 1 am Γ-Punkt wieder zurück zum X-Punkt
erreichen wir auf den 4 Bändern mit (k, 0,±1) und (k,±1, 0) die Energie ε =
5/4 und auf dem Band (1+k, 0, 0) die Energie ε = 9/4. Die Darstellungen ∆1,
∆2 und ∆5 sind kompatibel mit Γ1, Γ12, Γ15 und X1, X2, X5, X ′

3, X
′
4, X

′
5.

Durch diese und analoge Überlegungen erhält man das Bandstrukturschema
in Abb. 3.2. Selbstverständlich gehen die Entartungen immer auf.

Das obige Beispiel beschreibt generisch den einfacheren Fall der symmorphen
Gruppen. Etwas komplexer wird die Symmetrieanalysis für die Bandstruk-
turen nicht-symmorpher Raumgruppen.

3.1.2 Diamantgitter

Γx+y+z
a

x

y

z

L
Λ

k

k

k z

y

x

X ∆(         )

a

4

Abb. 3.3: Elementarzelle (links) und 1. Brillouinzone (rechts) des Diamant-
gitters. (Abb. links/rechts aus Ref.[Ash76]/[Bas75])

Das Diamantgitter in Abb. 3.3 ist ein fcc-Gitter mit den primitiven Gitter-
vektoren (a Gitterkonstante)

~a1 =
a

2
(0, 1, 1) , (3.2)

~a2 =
a

2
(1, 0, 1) , (3.3)

~a3 =
a

2
(1, 1, 0) , (3.4)

und Basis
~d1 = (0, 0, 0), ~d2 =

a

4
(1, 1, 1) = ~f ; (3.5)
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seine Raumgruppe ist nicht-symmorph. Die reziproken Gittervektoren sind

~b1 =
2π
a

(−1, 1, 1) , (3.6)

~b2 =
2π
a

(1,−1, 1) , (3.7)

~b3 =
2π
a

(1, 1,−1) . (3.8)

Die Struktur ist relevant für die Gruppe-IV-Halbleiter (C, Si, Ge) und mit
einigen Modifikationen für die III-V- und II-VI-Halbleiter mit Zinkblende
Struktur wie z.B. GaAs oder ZnSe.

Die Punktgruppe des Diamantgitters ist die kubische Symmetriegruppe Oh.
Wichtig ist, dass bei den Rotationen nun zusätzlich Shifts um den gebroche-
nen Translationsvektor ~f nötig sein können, um die Atome zur Deckung zu
bringen. Die Tabelle 3.3 zeigt die Symmetrieoperationen des Diamantgitters,
wobei der Koordinatenursprung identisch mit einem Gitterpunkt ist.

Im folgenden analysieren wir die Symmetriepunkte und -linien Γ, X, L und
Λ, ∆ (zur Notation vgl. Abb. 3.3).

Γ-Punkt

Γ, ~k = (0, 0, 0): Bei ~k = 0 sind die irreduziblen Darstellungen gerade dieje-
nigen von Oh mit identischen Charakteren, da ei~k·~f = 1.

X-Punkt

X, ~k = (1, 0, 0): Hier kommt der nicht-symmorphe Charakter der Raum-
gruppe zum tragen. Die kleine Punktgruppe ist D4h, wir brauchen aber
wegen der Verschiebung um ~f eine doppelt so grosse Gruppe. Die Transla-
tionen mit ei~k·~R~n = ±1 werden dann durch die Elemente {E|0} und {E|1}
bezeichnet.3 Ebenso entsprechen die Elemente {R|~f } und {R|~f + 1} den
Elementen aus G~kR

, die Translationen mit ei~k·~R~n = ±1 involvieren. Die neue
Gruppe hat daher 2 · 16 = 32 Elemente in 14 Klassen aufgeteilt. Die Ele-
mente und Klassen sind in Tab. 3.5) aufgelistet; beachte, dass {E|0} und
{E|1} zwei Klassen definieren, aber {I|~f } und {I|~f + 1} zur selben Klasse
gehören,4 also wird die Anzahl der Klassen nicht einfach verdoppelt.

3Die zweite Koordinate ist nur ein Index und hat sonst keine Bedeutung.
4Zeige, dass {δ2z|0}−1{I|~f }{δ2z|0} = {I|δ2z

~f } = {I|~f −~a3} und {I|~f −~a3} gehört zu

{I|~f + 1}, denn exp(−i~k · ~a3) = exp(−iπ) = −1.
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Klasse Symmetrie KOSY Klasse Symmetrie KOSY

E {E|0} x y z I {I|~f} x̄+ 1
4a ȳ + 1

4a z̄ + 1
4a

C2
4 {δ2z|0} x̄ ȳ z IC2

4 {Iδ2z|~f} x+ 1
4a y + 1

4a z̄ + 1
4a

{δ2x|0} x ȳ z̄ {Iδ2x|~f} x̄+ 1
4a y + 1

4a z + 1
4a

{δ2y|0} x̄ y z̄ {Iδ2y|~f} x+ 1
4a ȳ + 1

4a z + 1
4a

IC4 {Iδ−1
4z |0} y x̄ z̄ C4 {δ−1

4z |~f} ȳ + 1
4a x+ 1

4a z + 1
4a

{Iδ4z|0} ȳ x z̄ {δ4z|~f} y + 1
4a x̄+ 1

4a z + 1
4a

{Iδ−1
4x |0} x̄ z ȳ {δ−1

4x |~f} x+ 1
4a z̄ + 1

4a y + 1
4a

{Iδ4x|0} x̄ z̄ y {δ4x|~f} x+ 1
4a z + 1

4a ȳ + 1
4a

{Iδ−1
4y |0} z̄ ȳ x {δ−1

4y |~f} z + 1
4a y + 1

4a x̄+ 1
4a

{Iδ4y|0} z ȳ x̄ {δ4y|~f} z̄ + 1
4a y + 1

4a x+ 1
4a

IC2 {Iδ2xy|0} ȳ x̄ z C2 {δ2xy|~f} y + 1
4a x+ 1

4a z̄ + 1
4a

{Iδ2xz|0} z̄ y x̄ {δ2xz|~f} z + 1
4a ȳ + 1

4a x+ 1
4a

{Iδ2yz|0} x z̄ ȳ {δ2yz|~f} x̄+ 1
4a z + 1

4a y + 1
4a

{Iδ2xȳ|0} y x z {δ2xȳ|~f} ȳ + 1
4a x̄+ 1

4a z̄ + 1
4a

{Iδ2x̄z|0} z y x {δ2x̄z|~f} z̄ + 1
4a ȳ + 1

4a x̄+ 1
4a

{Iδ2yz̄|0} x z y {δ2yz̄|~f} x̄+ 1
4a z̄ + 1

4a ȳ + 1
4a

C3 {δ−1
3xyz|0} z x y IC3 {Iδ−1

3xyz|~f} z̄ + 1
4a x̄+ 1

4a ȳ + 1
4a

{δ3xyz|0} y z x {Iδ3xyz|~f} ȳ + 1
4a z̄ + 1

4a x̄+ 1
4a

{δ−1
3xȳz|0} z x̄ ȳ {Iδ−1

3xȳz|~f} z̄ + 1
4a x+ 1

4a y + 1
4a

{δ3xȳz|0} ȳ z̄ x {Iδ3xȳz|~f} y + 1
4a z + 1

4a x̄+ 1
4a

{δ−1
3xȳz̄|0} z̄ x̄ y {Iδ−1

3xȳz̄|~f} z + 1
4a x+ 1

4a ȳ + 1
4a

{δ3xȳz̄|0} ȳ z x̄ {Iδ3xȳz̄|~f} y + 1
4a z̄ + 1

4a x+ 1
4a

{δ−1
3xyz̄|0} z̄ x ȳ {Iδ−1

3xyz̄|~f} z + 1
4a x̄+ 1

4a y + 1
4a

{δ3xyz̄|0} y z̄ x̄ {Iδ3xyz̄|~f} ȳ + 1
4a z + 1

4a x+ 1
4a

Tabelle 3.3: Symmetriegruppe des Diamantgitters mit der Transformation
der Achsen x, y, z (“KOSY”) geordnet nach Klassen (x̄ = −x).
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Mit den bekannten 10 Darstellungen von D4h (Mα in Tab. 3.5) findet man

14∑
1

l2α =
10∑
1

l2α︸ ︷︷ ︸
=16

+
14∑
11

l2α = 32, (3.9)

und wir erhalten 4 neue 2-dimensionale Darstellungen X1, X2, X3, X4. Es
stellt sich heraus, dass nur diese vier zweidimensionalen Darstellungen für
denX-Punkt relevant sind. Dazu betrachtet man die Wirkung der Operation
{E|1} auf eine Wellenfunktion Ψ~k

(beachte die mit {E|1} einhergehenden
Translationen), U{E|1}Ψ~k

= exp(−i~k · ~R~n)Ψ~k
= −Ψ~k

für alle Translationen
~R~n =

∑
i ni~ai mit ungerader Summe n2 + n3 (es ist ~k · ~R~n = (n2 + n3)π

am X-Punkt; die Translationen mit n2 + n3 gerade gehören zu {E|0}). Die
einzigen irreduziblen Darstellungen mit negativem Charakter zu {E|1} sind
die Xi, i = 1, . . . , 4. Die Niveaus am X-Punkt sind demnach 2-fach entartet
entsprechend den 2 identischen Atomen an den Punkten ~0 und ~f ; diese
Entartung wird in Kristallen mit Zinkblende Struktur (ZnSn) aufgehoben
wenn diese Plätze verschiedene Atome beherbergen.

L-Punkt

L, ~k = (1
2 ,

1
2 ,

1
2): Die trigonale Symmetrie ist D3d = Ci × C3v. Gleiche Pro-

blematik wie am X-Punkt; wir gehen nicht weiter darauf ein.

Λ-Punkt

Λ, ~k = (λ, λ, λ) , 0 < λ < 1
2 : Die Symmetrie ist C3v mit Rotationen, die die

Achsen x, y, z aufeinander abbilden. Es sind keine fraktionellen Translatio-
nen ~f involviert.

∆-Punkt

∆, ~k = (δ, 0, 0) , 0 < δ < 1: Die Symmetrie ist C4v zur Rotationsachse x. Der
Charakter der Darstellungen von C4v wird mit der Phase e−i~k·~f = e−iδπ/2

multipliziert, sobald ein Shift um ~f in der Symmetrieoperation involviert
ist.
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Γ-Punkt E 3C2
4 6C4 6C2 8C3 I 3IC2

4 6IC4 6IC2 8IC3

Γ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Γ2 1 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 1
Γ12 2 2 0 0 −1 2 2 0 0 −1
Γ′25 3 −1 −1 1 0 3 −1 −1 1 0
Γ′15 3 −1 1 −1 0 3 −1 1 −1 0
Γ′1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1
Γ′2 1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1
Γ′12 2 2 0 0 −1 −2 −2 0 0 1
Γ25 3 −1 −1 1 0 −3 1 1 −1 0
Γ15 3 −1 1 −1 0 −3 1 −1 1 0

L {E|0} {δ1,−1
3xyz|0} {Iδ2xȳ,2x̄z,2yz̄|0} {I|~f} {Iδ1,−1

3xyz|~f} {δ2xȳ,2x̄z,2yz̄|0}

L1 1 1 1 1 1 1

L2 1 1 −1 1 1 −1

L3 2 −1 0 2 −1 0

L′1 1 1 1 −1 −1 −1

L′2 1 1 −1 −1 −1 1

L′3 2 −1 0 −2 1 0

∆ {E|0} {δ2x|0} {δ−1
4x |~f}{δ4x |~f} {Iδ2x|~f}{Iδ2y|~f} {Iδ2yz|0}{Iδ2yz̄|0}

∆1 1 1 e−iδπ/2 e−iδπ/2 1

∆′
1 1 1 e−iδπ/2 −e−iδπ/2 −1

∆2 1 1 −e−iδπ/2 e−iδπ/2 −1

∆′
2 1 1 −e−iδπ/2 −e−iδπ/2 1

∆5 2 −2 0 0 0

Λ-Linie {E|0} {δ−1
3xyz|0}{δ3xyz|0} {Iδ2xȳ|0}{Iδ2x̄y|0}{Iδ2yz̄|0}

Λ1 1 1 1
Λ2 1 1 −1
Λ3 2 −1 0

Tabelle 3.4: Charaktertafeln der irreduziblen Darstellungen an spe-
ziellen ~k-Punkten für das Diamantgitter. (δ1,−1

3xyz kurz für δ3xyz, δ
−1
3xyz;

δ2xȳ,2x̄z,2yz̄=̂δ2xȳ, δ2x̄z, δ2yz̄)
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Freie Elektronen im Diamantgitter

Wir betrachten die freien Blochfunktionen (m Bandindex)

Ψ~k,m
= ei

~k·~rei
~Km·~r (3.10)

mit ~k und ε in Einheiten von ka = 2π/a und Ea = (2π)2~2/2ma2 gemessen.
Am Γ-Punkt ist ~k = 0 und für die niedrigste Energie ε = 0 (d.h., ~Km =
(0, 0, 0)) ist die Darstellung Γ1. Für ~k = 0 und ~Km = (±1,±1,±1), m =
1, . . . 8, haben wir 8 Eigenvektoren zur Energie ε = 3 am Γ-Punkt.

Mit diesen Blochfunktionen konstruieren wir die Darstellungsmatrizen

Dij ({R|a}) =
∫
d3rΨ∗

0mi
U{R|~a}Ψ0mj (3.11)

und finden die Charaktertabelle

E C2
4 C3 IC4 IC2 I IC2

4 IC3 C4 C2

8 0 2 0 4 0 0 0 0 0

Der Vergleich mit der Charaktertabelle 2.2 von Oh ergibt, dass diese 8-
dimensionale Darstellung in die Darstellungen Γ1 + Γ′2 + Γ′25 + Γ15 der Di-
mensionen 1 + 1 + 3 + 3 = 8 zerfällt. Für die weiteren Darstellungen an
den Γ-, X- und L-Punkten verfährt man ebenso; das Resultat findet man
in Tab. 3.6. Kombinieren wir diese Informationen mit den Kompatibilitäts
Beziehungen 3.7 für die Darstellungen Γ − Λ − L und Γ − ∆ − X
so können wir aus dieser Information leicht die schematische Bandstruktur
Abb. 3.4 für die freien Elektronen im Diamanten konstruieren. Zum Ver-
gleich ist in Abb. 3.4 die echte Bandstruktur des Diamanten gezeigt. Die
Abb. 3.4 zeigt schematisch, wie sich die verschiedenen Entartungen bei Ein-
schalten eines Gitterpotentiales V (~r ) aufheben und wie sich die Bänder mit
∆ Symmetrie arrangieren. Beachte, dass zwei sich kreuzende Bänder glei-
cher Symmetrie (hier ∆′

2-Darstellungen) durch die Wirkung des zusätzlichen
Potentials V hybridisieren, d.h. es entsteht ein Gap und die Kreuzung wird
aufgehoben. Bänder verschiedener Symmetrie mischen hingegen nicht, z.B.
wechselwirken ∆1,∆5 nicht mit ∆′

2 und die Kreuzung der Bänder wird nicht
beeinflusst.5

5Bei den obigen Analysen wird die Kompatibilitätstafel 3.7 intensiv genutzt.
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~k # Moden ~n2 Darstellungen

Γ-Punkt 1 (0, 0, 0)2 Γ1

8 (1, 1, 1)2 Γ1,Γ
′
25,Γ15,Γ

′
2

6 (2, 0, 0)2 Γ′25,Γ
′
12,Γ

′
2

12 (2, 2, 0)2 Γ1,Γ
′
25,Γ15,Γ12,Γ25

L-Punkt 2
(

1
2 ,

1
2 ,

1
2

)2
L1, L

′
2

6
(

3
2 ,

1
2 ,

1
2

)2
L1, L

′
2, L3, L

′
3

6
(

1
2 ,

3
2 ,

3
2

)2
L1, L

′
2, L3, L

′
3

6
(

5
2 ,

1
2 ,

1
2

)2
L1, L

′
2, L3, L

′
3

2
(

3
2 ,

3
2 ,

3
2

)2
L1, L

′
2

X-Punkt 2 (1, 0, 0)2 X1

4 (0, 1, 1)2 X1, X4

8 (1, 2, 0)2 X1, X2, X3, X4

8 (2, 1, 1)2 2X1, X3, X4

Tabelle 3.6: Diamantgitter an den Punkten Γ, L, X: Anzahl der Moden
(n1, n2, n3), die Energie E = ~2k2

~n/(2m) = Ea~n
2 in Einheiten von Ea =

2π2~2/(2ma2) und die zugehörigen irreduzible Darstellungen.
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Abb. 3.4: Links: Schematische Bandstruktur des Diamantgitters entlang
hochsymmetrischer Richtungen. Die Koeffizienten n〈m1m2m3〉 geben die
Entartung n der Moden und einen Representanten des ~k Vektors ~Km =
ka(m1,m2,m3). Γ-Punkt: Γ1 bei ε = 0, Γ1 + Γ′2 + Γ′25 + Γ15 bei ε = 3;
X-Punkt: X1 bei ε = 1, X1 + X4 bei ε = 2; Linien ∆: Γ1 ist kompatibel
mit ∆1, X1 ist kompatibel mit ∆1,∆′

2, X4 ist kompatibel mit ∆5, Γ′25 ist
kompatibel mit ∆′

2 + ∆5, Γ′15 ist kompatibel mit ∆1 + ∆5, Γ′2 ist kompati-
bel mit ∆′

2. Mit dieser Information lassen sich die Punkte korrekt verbinden.
Beim Einschalten eines Gitterpotentiales spalten X1(↓), X4(↑) auf und eben-
so Γ1(↑↑),Γ′2(↑),Γ′25(↓)+Γ15. Die beiden Bänder mit gleicher Symmetrie ∆′

2

dürfen sich nicht schneiden und hybridisieren (avoided level crossing). Die
Verschiebung der Bänder (partielle Aufhebung der Entartungen) und Hy-
bridisierung der beiden sich kreuzenden ∆′

2-Bänder beim Einschalten eines
Gitterpotentiales V (~r ) ist nochmals schematisch dargestellt: Die beiden ∆′

2-
Bänder verbinden X1(2〈100〉) → Γ′2(8〈111〉) und X1(4〈011〉) → Γ15(8〈111〉)
(vgl. Abb. 3.4) und hybridisieren unter V (gestrichelte Linien). Die Bänder
mit den Symmetrien ∆1 und ∆5 bleiben unverändert. Man erhält schliesslich
die rechts gezeigte Bandstruktur des Diamantgitters. (Abb. aus [Bas75])
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Γ-Punkt Γ1 Γ2 Γ12 Γ′25 Γ′15
Λ-Linie Λ1 Λ2 Λ3 Λ1 + Λ3 Λ2 + Λ3

Γ-Punkt Γ′1 Γ′2 Γ′12 Γ25 Γ15

Λ-Linie Λ2 Λ1 Λ3 Λ2 + Λ3 Λ1 + Λ3

Γ-Punkt Γ1 Γ2 Γ12 Γ′25 Γ′15
∆-Linie ∆1 ∆2 ∆1 + ∆2 ∆′

2 + ∆3 ∆′
1 + ∆5

Γ-Punkt Γ′1 Γ′2 Γ′12 Γ25 Γ15

∆-Linie ∆′
1 ∆′

2 ∆′
1 + ∆′

2 ∆2 + ∆5 ∆1 + ∆5

X-Punkt X1 X2 X3 X4

Λ-Linie ∆1 + ∆′
2 ∆′

1 + ∆2 ∆5 ∆5

L-Punkt L1 L2 L3 L′1 L′2 L′3
Λ-Punkt Λ1 Λ2 Λ3 Λ1 Λ2 Λ3

Tabelle 3.7: Kompatibilitätstafeln der irreduziblen Darstellungen des Dia-
mantgitters.

Vergleich der Sequenz C-Si-Ge-Sn-Pb

Wir diskutieren die Bandstrukturen der Gruppe IV, C-Si-Ge-Sn-Pb, die sich
mit zunehmendem Atomgewicht vom Isolator zum Halbleiter zum Halbme-
talle zum Metall entwickeln. Die Elektronen Konfigurationen sind

C(2s2, 2p2), Si(3s2, 3p2), Ge(4s2, 4p2), Sn(5s2, 5p2). (3.12)

Die inneren Schalen werden bei der Diskussion der Bandstruktur nicht
berücksichtigt, da die entsprechenden Zustände ihren Charakter von lokali-
sierten Atomorbitalen behalten. Auf die 2 Atome pro Einheitszelle müssen
wir dann 2 · 4 = 8 Elektronen unterbringen. Die relevanten Bänder haben
die Symmetrie ∆ (oder Λ) und mit dim(∆1 + ∆′

2 + ∆5) = 1 + 1 + 2 = 4 und
2 Spinzuständen pro Band füllen wir die Bandstruktur bis zum Γ′25-Punkt
auf. Für C/Si/Ge erhalten wir dann eine indirekte Bandlücke (Gap) mit den
Energien E∆

g = 5.5/1.12/0.67 eV; diese Materialien sind demnach Isolatoren
(C) oder Halbleiter (Si/Ge), vgl. Abb. 3.5 und 3.5. In Sn verschwindet das
Gap und wir erhalten ein Halbmetall, Pb ist (wie bekannt) ein Metall. Die
Gaps von C, Si und Ge sind indirekt, da ihre Valenzbandmaxima (in Γ′25) und
ihre Leitungsbandminima (entlang ∆1 und am L-Punkt) bei verschiedenen
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~k-Vektoren sind. Beachte, dass je kleiner das Gap, desto grösser die statische
Dielektrizitätskonstante εC/Si/Ge/Sn/Metall = 5.7/12.0/16.0/23.8/∞.

SiC

1.12

5.5

Ge Ge + LS

0.67

Abb. 3.5: Bandstrukturen von C (oben links) und Si (oben rechts) mit
dem indirekten Bandgap von 5.5eV und 1.12eV. (Abb. aus [Bas75]). Un-
ten: Bandstrukturen von Ge ohne(links)/mit(rechts) Spin-Bahn (~L · ~S)-
Kopplung. (Abb. aus [Bas75]).
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Von besonderem Interesse ist die Aufspaltung der Ge-Bandstruktur auf
Grund der Spin-Bahn-Kopplung, vgl. Abb. 3.5 und 3.6. Die ~L · ~S-Kopp-
lung ist ∝ Z2 und gemäss Abschnitt 2.5.2 müssen wir zu Doppelgruppen
übergehen da der Hamiltonian nunmehr spinabhängig ist.6 Die relevanten
Bänder (bei p-Dotierung, z.B. mit Al; Ge:Al) sind die Λ3- und ∆5-Bänder
welche als “heavy hole”-Bänder bezeichnet werden: ein flaches Band mit Dis-
persion E = ~2k2/2m entspricht einer grossen Masse. Teilchen in den Λ1-
und ∆′

2-Bändern werden als “light holes” bezeichnet. Es sind die heavy-hole
Bänder die besonders stark aufspalten. Als Beispiel zum Übergang zu Dop-
pelgruppen betrachten wir den X-Punkt. Die zweidimensionalen Darstel-
lungen ∆5 und X4 beschreiben zwei Spin-entartete Bänder die 4 Elektronen
beherbergen. Unter Einbeziehung des Spins sind diese Bänder also vierfach
entartet. Beim Übergang zu Doppelgruppen geht denn die zweidimensionale
Darstellung X4 in die vierdimensionale Darstellung X5 über. Die Analyse
der Symmetrie am X-Punkt sieht folgendermassen aus: Die Symmetrie is
D4h, wegen des Spins erhalten wir die Doppelgruppe D′

4h, und die Nicht-
symmorphizität verdoppelt die Anzahl der Symmetrieoperationen nochmals.
Unsere Symmetriegruppe hat dann 2 · 2 · 16 = 64 Elemente die sich in 16
Klassen arrangieren lassen. Die Abzählung ergibt die Dimensionalitäten

64 =
10∑
1

l2α︸ ︷︷ ︸
16

+
14∑
10

l2α︸ ︷︷ ︸
16

+
16∑
15

l2α︸ ︷︷ ︸
32=2·42

(3.13)

und folglich haben die neuen irreduziblen Darstellungen gerade die
gewünschte Dimension, dimX5 = 4.

Schliesslich noch eine Bemerkung zum metallischen Charakter von Zinn Sn.
Betrachte den Γ-Punkt in C, Si, Ge und die Aufspaltung aufgrund der SO-
Kopplung, vgl. Abb. 3.6. Die Darstellungen Γ′25 (dim = 3 multipliziert mit
2 für den Spin) und Γ′2 (dim = 1 mal 2) gehen über in Γ+

7 +Γ+
8 (dim = 2+4)

und in Γ−7 (dim = 2). In Sn ist HSO so gross, dass das SO-Gap zwischen
Γ+

7 und Γ+
8 Platz für die 2-dimensionale Darstellung Γ−7 im Gap schafft.

Entsprechen müssen wir das untere Band von Γ+
8 noch füllen und das obere

Band bleibt lehr. Da das obere Band das untere gerade berührt spricht man
von einem Halb-Metal (die Fermi-Energie liegt weder in einer Lücke, noch
in einem Band).

6Beim Übergang zur relativistischen Beschreibung finden wir 3 zusätzliche Terme im
Hamiltonoperator: Hv4 , HDarwin ∼ ∇2ϕ und HSO ∼ ~L · ~S. Nur der SO-Term ändert
die Symmetrie des Problems und erfordert die Einführung von Doppelgruppen, vgl. die
Aufspaltungen im Bänderschema in Abb. 3.6.
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Abb. 3.6: Schematische Bandstruktur am Γ-Punkt für C, Si, Ge, Sn mit
Darstellungen und Entartungen: (a) C, Si, Ge ohne ~L · ~S-Kopplung, (b) C,
Si, Ge mit ~L · ~S-Kopplung, (c) Sn mit ~L · ~S-Kopplung.

Zinkblende-Struktur: GaAs

Die Zinkblende-Struktur sieht aus wie die des Diamantes, wobei in der Zink-
blende die beiden Atome in der Einheitszelle verschieden sind. Prominentes
Beispiel ist GaAs, der wichtigste III-V-Halbleiter mit der grössten tech-
nologischen Bedeutung (natürlich ist der Kolonne IV Halbleiter der tech-
nologisch wichtigste). Im GaAs sind die Gallium Atome auf ~d1, die Arsen
Atome auf den Plätzen auf ~d2 zu finden. Die Zinkblende hat eine symmorphe
Raumgruppe und die zugehörige Punktgruppe Td ist eine reduzierte kubische
Symmetrie (vgl. Abb. 1.7). Die Charaktere der relevanten Darstellungen bei
Γ, Λ, L, ∆ und X sind in Tabelle 3.8 gegeben.

Die Bandstruktur von GaAs inklusive Spin-Bahn-Kopplung ist in Abb. 3.7
gezeigt. Beachte dabei, dass sich beim Übergang zur Doppelgruppe, X1 →
X6 und X3 → X7, die Dimension der Darstellung verdoppelt da in der
Doppelgruppe der Spinfreiheitsgrad explicit berücksichtigt ist. Im Vergleich
zum Germanium (Ge) fällt das Splitting der Energien am X-Punkt auf,
eine Folge der reduzierten Symmetrie beim Übergang Ge-Ge zu Ga-As mit
verschiedenen Atomen in der Einheitszelle. GaAs hat ein direktes Gap am
Γ-Punkt mit einer Bandlücke Eg,GaAs = 1.42eV. Gehen wir in der Gruppe
weiter zu InSb, wird das Gap wieder kleiner, Eg,InSb = 0.16eV.

Weitere wichtige Halbleiter, welche diesem Schema folgen, sind die II-VI-
Materialien. Sie haben Zinkblende oder Wurzit-Struktur,7 zum Beispiel ZnSe
(Zinkblende) oder ZnO (Wurzit). Wurzit ist reduziert hexagonal; von II-VI

7Ga(Zn)-Ebenen in GaAs (ZnO) folgen der Sequenz ABCABC (ABABAB).
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zu III-V zu IV-IV nimmt die Ionogenizität ab und die Kovalenz zu.
Die Gaps für diese Materialien sind gross und direkt, z.B. Eg = 3.2eV in
ZnO. Beachte dabei: je kleiner das direkte Gap, desto kleiner die effektive
Masse m∗ der Leitungselektronen am Γ-Punkt, desto grösser die Mobilität
µ = eτ/m∗ (τ Streuzeit) der Ladungsträger.8 Mehr dazu im Kapitel über
Halbleiter.

GaAs + LS

1.42

Abb. 3.7: Bandstruktur von GaAs inklusive Spin-Bahn-Kopplung (in Klam-
mern die irreduziblen Darstellungen der einfachen Gruppe) (Abb. aus
[Bas75]).
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Γ-Punkt E 3C2
4 6IC4 6IC2 8C3

Γ1 1 1 1 1 1
Γ2 1 1 −1 −1 1
Γ12 2 2 0 0 −1
Γ15 3 −1 −1 1 0
Γ25 3 −1 1 −1 0

Λ- oder L-Punkt E Iδ2xȳ, δ2xz̄, δ2yz δ3xyz, δ
−1
3xyz

Λ1, L1 1 1 1
Λ2, L2 1 −1 1
Λ3, L3 2 0 −1

∆-Punkt E δ2x Iδ2yz Iδ2yz̄

∆1 1 1 1 1
∆2 1 1 −1 −1{
∆3

∆4

1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

X-Punkt E δ2x δ2y, δ2z Iδ−1
4x , Iδ4x Iδ2yz, Iδ2yz̄

X1 1 1 1 1 1
X2 1 1 1 −1 −1
X3 1 1 −1 −1 1
X4 1 1 −1 1 −1
X5 2 −2 0 0 0

Tabelle 3.8: Charaktertafeln der kleinen Punktgruppe G~k
= Td an aus-

gewählten ~k-Punkten. Die Darstellungen ∆3 und ∆4 sind via Zeitumkehrung
entartet.
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3.2 Vielteilchenaspekte

3.2.1 Born-Oppenheimer Approximation

Das zu lösende volle Vielteilchenproblem

H = Te + TK + Vee + VeK + VKK (3.14)

involviert die kinetischen Energien Te und TK der Elektronen und Ker-
ne/Ionen sowie die Wechselwirkungstherme Vee zwischen Elektronen, VKK

zwischen Kernen/Ionen, und VeK zwischen Elektronen und Kernen/Ionen.
Die Kerne/Ionen erzeugen im Festkörper das Gitterpotential für die Elek-
tronen. Das Problem ist komplex und nur approximativ lösbar.

In der Born-Oppenheimer-Approximation hält man die Gittervektoren ~Ri

fest, d.h. VKK(~Ri) wird fixiert und TK = 0. Ziel ist dann die Lösung des
elektronischen Problems. Kennt man das Gitter so ergibt sich daraus durch
Lösung des elektronischen Problems die Bandstruktur. Ist das Gitter unbe-
kannt, so wählt man verschiedene Gittertypen und minimiert die totale Ener-
gie des Systems als Funktion des Gittertyps und der Gitterkonstanten. Auf
diese Weise lässt sich der Grundzustand bestimmen und die Kristallstruktur
aus Bandstrukturrechnungen ableiten. Durch die Änderung von Parametern
wie äusserem Druck lassen sich ferner strukturelle Phasenübergänge vorher-
sagen und durch die Berechnung der Energie von deformierten Zuständen
kann, unter Hinzunahme des kinetischen Terms TK der Kerne, das Phono-
nenspektrum gefunden werden.

Das in Born-Oppenheimer-Approximation zu lösende elektronische Problem

HΨ = EΨ, H = Te + VeK + Vee (3.15)

für eine total antisymmetrische Wellenfunktion Ψ in einem periodischen Po-
tential VeK(~r ) kennen wir aus der Quantenmechanik II. Eine geeignete Stra-
tegie zur approximativen Lösung dieses Vielteilchenproblems wird durch die
Hartree-Fock Theorie gegeben.

3.2.2 Hartree und Hartree-Fock Approximation

Produktansätze für Ψ (~r1, . . . , ~rN ) wie Hartree, ΨH =
∏

i φ~ki
(~ri), oder

Hartree-Fock (HF), ΨHF = det[φ~k1
, . . . , φ~kN

], ergeben Eigenwertprobleme
von bemerkenswerter Komplexität; die entsprechenden Differentialgleichun-
gen ergeben sich aus der Variation des Funktionales F [φ~k1

, . . . , φ~kN
] =
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〈Ψ|H|Ψ〉 −
∑

i εi〈φ~ki
|φ~ki

〉,−~2∆
2m

+ VeK +
N∑

j=1

e2
∫
d3r′

|φj (~r ′)|2

|~r − ~r ′|


Hartree

φi(~r ) (3.16)

−
N∑

j=1

(
δsisje

2

∫
d3r′

φ∗j (~r ′)φi (~r ′)
|~r − ~r ′|

)
Fock

φj(~r ) = εiφi(~r ).

Hier sind wir mit zwei Problemen konfrontiert:

1. Die HF-Gleichungen sind sehr kompliziert, hauptsächlich wegen des
nichtlokalen Austausch- oder Fockterms.

2. Wir haben durch unseren Produkt/Determinanten-Ansatz eine Ap-
proximation eingeführt und dabei die dynamischen Korrelationen zwi-
schen den Elektronen vernachlässigt.

Um hinsichtlich der letzteren Frage die Qualität der HF Approximation
abzuschätzen, untersuchen wir Na, für das die Freie-Elektronen-Approxi-
mation einen guten Startpunkt darstellt. Mit der Teilchendichte n = 2.65 ·
1022/cm3, ergibt sich kF = (3π2n)1/3 = 0.92 Å−1 und die Fermienergie
εF = 3.24 eV, ein guter Wert im Vergleich zum Resultat εF ≈ 3.2 eV aus
Photoemissionsexperimenten (vgl. Abb. 3.8) [Cit73].

Hartree-Approximation

Als nächstes bemerken wir, dass die Hartree Approximation mit dem Ionen-
potential

VeK(~r ) = −e2
∫
d3r′

n(~r ′)
|~r − ~r ′|

(3.17)

einer homogen verteilten Ionenladung n(~r )n gerade das Resultat freier Elek-
tronen reproduziert (Jellium-Modell), das heisst, die Hartree Gleichungen[

− ~2

2m
∆−

∫
d3r′

e2

|~r − ~r ′|

(
n−

∑
j

∣∣φj

(
~r ′
)∣∣2)]φi (~r ) = εiφi (~r ) . (3.18)

werden durch die ebenen-Wellen Einteilchenzustände φ~k
= exp[i~k · ~r]/

√
V

gelöst; deren Auffüllen bis zur Fermienergie εF = ~2k2
F/2m mit Elektronen

(Spin σ =↑, ↓) ergibt eine konstante Dichte 2
∑

|~k|<kF

∣∣φ~k
(~r )
∣∣2 = n und das
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Abb. 3.8: Photoe-
missionsspektrum von
Na aus dem sich die
Bindungsenergie su
≈ 3.2eV abschätzen
lässt.

Hartree-Problem reduziert sich auf dasjenige von freien e−. Auf der Stufe
der Hartree-Approximation beschreiben wir Na (bis auf die totale Energie)
bereits sehr gut.

Hartree-Fock-Approximation

Als nächstes verbessern wir unsere Approximation und gehen zu Hartree-
Fock (HF) über. Innerhalb des Jellium-Modells sind die ebenen Wellen φ~k

=
exp[i~k · ~r]/

√
V weiterhin Lösungen der HF-Gleichungen. Der Hartree-Term

verschwindet (die Coulombwechselwirkungen der Elektronen mit sich selber,
Ionen mit sich selber, und zwischen Elektronen und Ionen heben sich im
Jellium Modell, d.h., konstante ausgeschmierte Ladungsdichten, gerade weg)
und der Fock-Term ergibt

−
∫
d3r′

e2

|~r − ~r ′|
∑
~k′

e−i~k′·~r ′ei
~k·~r ′ei

~k′·~r = ei
~k·~r Σx(k) (3.19)

mit der Selbstenergie9

Σx(k) = −e2
∑
~k′

∫
d3r′

ei(
~k ′−~k )·(~r−~r ′)

|~r − ~r ′|
= −4πe2

∫
k′<kF

d3k′

(2π)3
1

|~k − ~k ′|2
=

9Die Selbstenergie Σx entspricht physikalisch dem Austauschgraphen in Abb. 3.10 der
Störungsreihe in e2.
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Abb. 3.9: Dimensionlose
Selbstenergie f(y) in Hartree-
Fock Approximation, Σx(k)
= (−e2kF/π)f(k/kF), vgl. Gl.
(3.21). Abbildung aus Referenz
[Ash76].

= −e
2kF

π

∫ 1

0
dx

∫ 1

−1
dz

x2

(k/kF)2 + x2 − 2xzk/kF

(3.20)

= −e
2kF

π
f(k/kF),

f(y) = 1 +
1− y2

2y
ln
∣∣∣∣1 + y

1− y

∣∣∣∣ . (3.21)

Die Funktion f(y) ist in Abb. 3.9 skizziert und damit erhalten wir die Teil-
chenenergien in Hartree-Fock Approximation,

εk =
~2k2

2m
+ Σx(k) =

~2k2

2m
− e2kF

π
f(k/kF). (3.22)

Das Resultat für die Dispersion ist erschreckend (vgl. Abb. 3.10): für
rs/aB = 4 erhöht sich die Bandbreite bis εF um mehr als das Doppelte
gegenüber dem Hartree-Resultat! 10 Damit haben wir ein grosses Problem;
statt einer systematischen Verbesserung gegenüber der Hartree Approxima-
tion ergibt die Hartree-Fock Theorie eine Verschlechterung: Die Bandbreite
wird zu gross und ausserdem zeigt die spezifische Wärme cV ∼ T/| lnT |
wegen der logarithmischen Singularität in ∂yf einen unphysikalischen lnT -
Faktor. Gehen wir in der Störungsreihe über die Hartree-Fock Approxima-
tion hinaus wird die Situation wieder besser – dynamische Korrelationen
und Abschirmeffekte wie die Renormierung der Coulomb-Wechselwirkung,
v~q ∼ 1/q2 → 1/(q2 + λ2), reduzieren die Wichtigkeit des Austauschterms.11

10aB = ~2/mee
2 = 0.529 · 10−10m der Bohr-Radius, rs = [3/(4πn)]1/3 (Seitz-)Radius

des (Kugel)-Volumens pro Leitungselektron. Für Metalle ist typischerweise rs/aB ∼ 2−6.
11λ bezeichnet die Abschirmlänge, z.B., in Thomas-Fermi-Approximation, vgl. Ab-

schnitt 3.2.3.
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Abb. 3.10: Schematische Dispersionen εH~k
und εHF

~k
in Hartree und Har-

tree-Fock Approximation (links). Die entsprechenden Feynman Diagramme
aus der Störungstheorie, für die Hartree Energie (oben rechts) und für die
Austausch Energie (unten rechts).

Lokale-Dichte-Approximation

Um verlässliche Bandstrukturrechnungen durchführen zu können brauchen
wir eine andere Technik als (verbesserte) Störungstheorie. Offensichtlich pro-
duziert die ~k-Abhängigkeit von Σx(~k) eine “Streckung” des Bandes; diese
~k-Abhängigkeit ist eine Folge des nichtlokalen Potentials im Austauschterm.
Das Ersetzen von Σx(~k) durch eine Konstante löst gleichzeitig zwei Proble-
me: Die Bandbreite wird zum Hartree-Wert renormiert und das Problem der
Nichtlokalität der Austauschwechselwirkung verschwindet. Slater hat 1951
vorgeschlagen, die Austauschenergie Σx(~k) über alle ~k-Werte zu mitteln und
definiert damit ein Potential

Vx =

∫
k<kF

d3kΣx(~k )

4πk3
F/3

= −3
2
e2 (3n/π)

1
3 . (3.23)

Für das Jellium-Modell erhalten wir einen trivialen Shift; die Verallgemei-
nerung auf inhomogene Probleme mit ortsabhängigem n(~r ) jedoch berück-
sichtigt die Austauscheffekte in nichttrivialer Weise. Später haben Kohn und
Sham gezeigt, dass die korrekte Weise, Austauscheffekte in einer lokalen
Dichte-Approximation zu berücksichtigen Σx(kF) und nicht den Mittelwert
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Σx(~k ) involviert, so dass

Vx(~r ) = −e2 [3n(~r )/π]
1
3 . (3.24)

3.2.3 Thomas-Fermi-Approximation

Die Ersetzung n→ n(~r ) entspricht der wohlbekannten Thomas-Fermi-Idee:
Betrachte ein inhomogenes Elektronenproblem im äusseren Potential V (~r ).
Aus der räumlichen Konstanz des chemischen Potentials (im Gleichgewicht)
folgt

µ = εF [n(~r )] + Veff(~r ) (3.25)

mit

εF[n(~r )] =
~2k2

F[n(~r )]
2m

=
~2

2m
[3π2n(~r )]

2
3 , (3.26)

Veff(~r ) = V (~r ) +
∫
d3r′

e2n(~r ′)
|~r − ~r ′|

, (3.27)

womit wir eine Bestimmungsgleichung für die lokale Dichte n(~r ) für gege-
benes µ und V (~r ) erhalten,

n (~r ) =
1

3π2

[
2m
~2

(
µ− V (~r )−

∫
d3r′

e2n(~r ′)
|~r − ~r ′|

)] 3
2

. (3.28)

Diese Gleichung folgt auch aus einem Variationsprinzip: Die totale Energie
des Systems ist

ETF [n(~r )] = (3.29)

=
∫
d3r

[
V (~r )n (~r ) +

3(3π2)
2
3 ~2

10m
n

5
3 (~r ) +

1
2

∫
d3r′

e2n (~r )n (~r ′)
|~r − ~r ′|

]

und die TF-Gleichung 3.28 ergibt sich durch Variation von ETF bezüglich
n (~r ) unter der Nebenbedingung

∫
d3r n (~r ) = N , die durch den Lagrange-

parameter µ erzwungen wird.

Wir sehen, dass in TF-Approximation das Problem vollständig auf die Be-
stimmung einer Dichte n (~r ) reduziert wurde. Die Idee von Slater kann nun
trivial inkorporiert werden, indem wir zum effektiven Potential

V TF
eff (~r ) = V (~r ) + e2

∫
d3r′

n (~r )
|~r − ~r ′|

(3.30)
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einen Term −e2 [3n (~r ) /π]1/3 bzw. in der Energie in Gl. (3.29) einen Term
∼ n4/3 hinzufügen,

V ×
eff (~r ) = V (~r ) + e2

∫
d3r′

n (~r ′)
|~r − ~r ′|

− e2 [3n (~r ) /π]
1
3 . (3.31)

Dieser TF-Zugang berücksichtigt offensichtlich Austauscheffekte in gemit-
telter Weise, behandelt aber die kinetische Energie nicht optimal, sondern
nur via der mittleren Dichte. Indem wir zu Hartree zurückkehren, können
wir den kinetischen Teil verbessern. Zu lösen ist dann das gekoppelte System
von Eigenwertgleichungen(

− ~2

2m
∆ + V (~r ) + e2

∫
d3r′

n (~r ′)
|~r − ~r ′|

− e2[3n (~r ) /π]
1
3

)
φi = εiφi (3.32)

mit der Dichte
n (~r ) =

∑
i

|φi (~r )|2 , (3.33)

wobei
∑

i über alle besetzten Zustände geht. Damit ist die Aufgabe auf
folgendes gekoppeltes Eigenwertproblem reduziert:(

− ~2

2m
∆ + V ×

eff [n (~r ) ;~r ]
)
φi (~r ) = εiφi (~r ) , (3.34)

n (~r ) =
∑

i

|φi (~r )|2 , (3.35)

das heisst, das zu lösende Problem ist ein Einteilchenproblem im selbstkon-
sistenten periodischen Potential.12

3.2.4 Theorem von Hohenberg und Kohn

Die obigen Betrachtungen erscheinen dem kritischen Betrachter alles andere
als rigoros. Tatsächlich steht die Gl. (3.34) auf durchaus gesundem Funda-
ment, wie das Theorem von Hohenberg und Kohn zeigt.

Zuerst betonen Hohenberg und Kohn den fundamentalen Charakter der
Dichte n (~r ) des Grundzustandes unseres Vielteilchensystems:

12Der Ansatz von Slater Vx = Σx(~k ) war physikalisch sinnvoll, aber ad hoc. Der Wert
Vx = Σx(kF) von Kohn-Sham folgt aus einem Variationsprinzip plus lokaler Dichte-Ap-

proximation. In der Folge wurden sog. Xα-Potentiale Vxc = −(3/2)αe2 (3n/π)1/3 disku-
tiert, welche auch Korrelationseffekte mitnehmen. Allerdings zeigt es sich, dass für die
meisten Metalle α = 2/3 ist: Korrelationseffekte sind klein und auch nicht notwendiger-
weise durch einen Term ∼ n1/3 zu berücksichtigen.
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1. Es gehöre die Dichte n (~r ) zum Grundzustand |Ψ〉 unseres Vielteil-
chenproblems mit externem Potential V (~r ). Ebenso gehöre n′ (~r ) zu
V ′ (~r ). Dann gilt: Falls n′ (~r ) = n (~r ) ist V ′ (~r ) = V (~r ) + const, d.h.,
die Dichte n (~r ) legt V (~r ) bis auf eine Konstante eindeutig fest.

2. Sei umgekehrt V (~r ) gegeben. Dann minimiert die korrekte Dichte
n (~r ) die Grundzustands Energie des N -Teilchenproblems.

Damit folgt auch, dass für ein gegebenes Potential V (~r ) ein Energiefunktio-
nal

EV [n(~r )] =
∫
d3r n (~r )V (~r ) + F [n (~r )] (3.36)

existiert, dessen Minimum gerade die korrekte Dichte n (~r ) ist und das die
korrekte Energie EN liefert.13 Würden wird das Funktional kennen, so könn-
ten wir n (~r ) durch Minimierung leicht erhalten. Das Hauptproblem ist aber,
F zu finden. Diese unlösbare Aufgabe behandeln wir, indem wir F aus be-
kannten Termen und einem unbekannten (hoffentlich kleinen) Rest zusam-
mensetzen. Wir setzen das Funktional

F [n (~r )] = T [n (~r )] +
e2

2

∫
d3rd3r′

n (~r )n (~r ′)
|~r − ~r ′|

+ Exc [n (~r )] (3.37)

an als Summe der kinetischen Energie (zu finden durch Lösung der Hartree-
typ Differentialgleichungen für die Wellenfunktionen φi)

T [n (~r )] =
∑
i bes.

〈
φi

∣∣−~2∆/2m
∣∣φi

〉
, (3.38)

dem Hartree-Term aus Gl. 3.16 und einem unbekannten Funktional
Exc [n (~r )], das zusätzliche Effekte von Austausch und Korrelation enthält.
Dieser Zugang heisst Dichte-Funktionaltheorie [Hoh64, Koh65]. Um einen
Ausdruck für Exc [n (~r )] zu bekommen, nimmt man an, dass sich n (~r ) auf
der Skala λTF (λ−2

TF = 4πe2N (εF), N(εF) die Zustandsdichte am Fermi Ni-
veau) langsam ändert, so dass die Lokale-Dichte-Approximation (LDA) be-
nutzt werden kann,

ELDA
xc [n (~r )] =

∫
d3r n (~r ) εxc [n (~r )] . (3.39)

Dabei ist εxc[n] die Austausch-Korrelationsenergie pro Teilchen für ein ho-
mogenes System (im Geiste von Thomas-Fermi). εxc(n) wurde von Ceperley
und Adler durch Monte-Carlo-Simulationen berechnet [Cep80].

13Beachte, dass eine Funktion von 3 Variablen eine Vielteilchen Wellenfunktion mit 3N
Variablen festlegt.
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Weitere Verbesserungen erhält man, indem zusätzlich Gradiententerme
der Form

∫
dr3 h[n(~r ); |∇n(~r )|] berücksichtigt werden, sogenannte Becke-

Perdew-Korrekturen [Bec92, Per92]. Damit können Chemiker ihre Moleküle
mit grosser Genauigkeit beschreiben.

Das Theorem von Hohenberg und Kohn rechtfertigt die Suche nach einem
optimalen Funktional welches Austausch- und Korrelationseffekte im Grund-
zustand des Elektronensystems korrekt berücksichtigt. Damit ist diese Auf-
gabe ‘im Prinzip’ lösbar. Probleme die sich heute stellen, sind stark Korre-
lierte Systeme in welchen die elektronischen Eigenschaften von den Wechsel-
wirkungen dominiert werden, z.B., via Öffnung einer Mott Isolator Lücke;
eine neue Methode die kürzlich entwickelt wurde um diese schwierigen Fälle
zu behandeln ist die ‘Dynamical Mean Field Theory’ (DMFT) oder andere
Techniken wie LDA+U.

In der Folge wenden wir uns dem zweiten Thema zu: Gegeben ein gutes
effektives Potential für die Elektronen, wie wird das komplexe elektronische
Problem effizient gelöst. Dazu leiten wir als Intermezzo erst ein Variations-
prinzip für Blochfunktionen her.

3.3 Bandstrukturrechnungen

3.3.1 Elektronen im periodischen Potential

Fast freie Elektronen

Fast freie Elektronen bewegen sich in einem schwachen periodischen Gitter.
Das Gitter bewirkt eine Veränderung der Dispersion, von freien Elektronen
mit εk ∝ k2 zu einem Spektrum mit Bandlücken = verbotenen Zonen in der
Energie wo die Teilchen nicht mehr propagieren können, siehe Abb. 3.11 für
ein 1D-Beispiel. Dieses Resultat ist aus der Quantenmechanik I und/oder
der Festkörperphysik I bekannt, siehe (Bloch-) Elektronen im Kristall. Die
Lücken lassen sich im 1D Kronig-Penney Model exakt berechnen oder folgen
via (fast) entarteter Störungstheorie im Potential V~k

im Unterraum zu ~k

und ~k + ~K~m für ein geeignetes ~k auf dem BZ-Rand14; die fast entartete

14Z.B., ~k ≈ − ~K~m/2 im Zentrum des BZ-Randes. Alternativ sind die Wellenfunktionen
der sich schneidenden Bänder zu mischen.
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Störungstheorie führt dann auf den effektiven Hamiltonoperator

Heff =

(
ε~k + V0 V ∗

~K~m

V ~K~m
ε~k+ ~K~m

+ V0

)
(3.40)

im entsprechenden Unterraum, den es zu diagonalisieren gilt. Die Eröffnung
einer Bandlücke modifiziert die freie Dispersion εk → ε~k und damit auch die
freie Zustandsdichte (in 3D) ρ(ε) = [(2m/~2)3/2/2π2]

√
ε.15 Zusätzlich zu

den Bandlücken treten Hybridisierungen von Bändern gleicher Symmetrie
auf, vgl. die ∆1 Bänder in Abb. 3.5 für Ge oder die ∆1-Bänder entlang ΓX
für Cu (fcc) in Abb. 3.11.

Fast gebundene Elektronen

Den Fall fast gebundener Elektronen haben wir in der Festkörperphysik I
und/oder der Quantenmechanik II behandelt und wir repetieren die wichtig-
sten Resultate. Wird das Gitterpotential hochgefahren, so gehen die parabo-
lischen Bänder mit der Dispersion εk ≈ ~2k2/2m (fast) freier Elektronen zu
cos(kiai)-Bändern fast gebundener Elektronen über. Startpunkt für die fast
gebundenen Elektronen ist ein Gittermodel mit fermionischen Operatoren
c†iσ, ciσ welche Elektronen am Platz i mit spin σ erzeugen und vernichten.
Ein (Tunnel-) Matrixelement t erlaubt diesen Elektronen zu den nächsten
Nachbarn Positionen (〈i, j〉) zu hüpfen und damit (delokalisierungs-) Energie
zu gewinnen; für ein einfach kubisches Gitter ergibt sich der Hamiltonope-
rator,

H = −
∑
〈i,j〉σ

tc†iσcjσ =
∑
~kσ

ε~k
c†~kσ

c~kσ
, (3.41)

ε~k = −2t
∑

i

cos kiai + const. (3.42)

Starke Gitterpotentiale, d.h., schwache Hüpfamplituden t, führen auf flache
Bänder und breite Bandlücken. Durch Entwickeln von ε~k um die Extrema
bis in O(k2), t(

∑d
i=1(kiai)2) = ta2k2, kann die Dispersion durch eine ef-

fektive Masse m∗
i ausgedrückt werden, ~2/2m∗

i a
2
i = t. Eine grosse (kleine)

Bandbreite 4d t entspricht dabei einer kleinen (grossen) Masse m∗
i .

Die Zustandsdichte (dS bezeichnet das Flächenelement im Raum konstanter

15In d = 1, 2 Dimensionen skaliert die Zustandsdichte wie ∼ 1/
√
E,∼ 1.
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Abb. 3.11: Links oben: In der fast entarteten Störungstheorie werden die
Zustände im Unterraum k und k + Kn gemischt wenn k → −Kn/2. Un-
ten: Die durch die Fourierkomponenten Vn des periodischen Potentiales
V (x)+V (x+w) induzierten Mischungen der Zustände eröffnen Bandlücken
bei ±Kn/2. Die Dispersion lässt sich in der ausgedehnten Zone darstellen
mit beliebig grossen k-Werten; der Symmetrie angepasst ist die Darstellung
in der reduzierten Brillouin Zone mit k ∈ [−π/w, π/w] dem Kristallimpuls
(gegeben durch den k-Wert der irreduziblen Darstellung der Translations-
gruppe). Das Zurückfalten der Bänder in die erste BZ bedingt die Numme-
rierung n der Bänder gemäss den assoziierten Shifts Kn; äquivalent gibt der
Bandindex n die Form un(x) ∼ exp[2πi(n−1)x/w] des periodischen Anteils
der Blochfunktion an. Rechts oben: Bandstruktur von Kupfer entlang der
Gamma – X Linie. Die beiden ∆1 Bänder Hybridisieren unter der Wirkung
des periodischen Gitterpotentials (Abb. aus Bondi).
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Abb. 3.12: Schematische Zustandsdichten in 3 Dimensionen von (links) fast
freien (∼

√
ε) und (rechts) von fast gebundenen Elektronen im kubischen

Gitter mit cos-Bändern und Van-Hove-Singularitäten.

Energie)

ρ(ε) =
1

4π3

∫
ε~k

=ε

dSk̂∣∣∇~k
ε~k
∣∣ (3.43)

von fast freien und fast gebundenen Elektronen in 3 Dimensionen ist in
Abb. 3.12 gezeigt. Für fast gebundene Elektronen beachte man die sog. van-
Hove-Singularitäten in ρ(ε) an den Extrema der cos-Bänder wo ∇~k

ε~k = 0.

Exkurs: Variationsprinzip für Blochfunktionen

Als Hilfsmittel formulieren wir das Blochproblem als Variationsproblem. Es
sei H~k

der Raum der differenzierbaren16 (Bloch)-Funktionen Ψ~k
zum Wel-

lenvektor ~k und

F [Φ, χ] =
∫
d3r

(
~2

2m
∇Φ∗ · ∇χ+ V (~r ) Φ∗χ

)
(3.44)

eine Bilinearform über H~k
. Das Skalarprodukt sei bezeichnet als

(Φ, χ) =
∫
d3rΦ∗χ. (3.45)

Die Lösungen Ψ~k
zum Schrödingerproblem mit V (~r ) periodisch

− ~2

2m
∆Ψ~k

+ V (~r )Ψ~k
= ε~kΨ~k

(3.46)

16nicht notwendigerweise stetig differenzierbaren
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minimieren das Energiefunktional

E [Ψ] =
F [Ψ,Ψ]
(Ψ,Ψ)

. (3.47)

Beweis: (i) Falls Ψ~k
eine Lösung von Gl. (3.46) zur Energie ε~k ist, dann gilt

für Φ ∈ H~k
,

F
[
Φ,Ψ~k

]
= ε~k

(
Φ,Ψ~k

)
, (3.48)

F
[
Ψ~k
,Φ
]

= ε~k
(
Ψ~k
,Φ
)
. (3.49)

Beweis durch partielle Integration und Ausnutzung der Blochbedingung
(Bloch-Periodizität).

(ii) Falls nun Ψ = Ψ~k
+ δΨ ∈ H~k

, dann ist δΨ ∈ H~k
und

F [Ψ,Ψ] = ε~k
[(

Ψ~k
,Ψ~k

)
+
(
Ψ~k
, δΨ

)
+
(
δΨ,Ψ~k

)
+O

(
δΨ2

)]
, (3.50)

(Ψ,Ψ) =
(
Ψ~k
,Ψ~k

)
+
(
Ψ~k
, δΨ~k

)
+
(
δΨ~k

,Ψ~k

)
+O

(
δΨ2

)
. (3.51)

Demnach wird das Energiefunktional E[Ψ] gerade durch Ψ~k
minimiert, denn

E [Ψ] = ε~k +O
(
δΨ2

)
. (3.52)

3.3.2 Überblick über Methoden zur Berechnung der Band-
struktur

In den folgenden Abschnitten besprechen wir einige klassische Methoden
zur Berechnung von Bandstrukturen und wir beginnen mit einem kurzen
Überblick. Das zu lösende Problem wird durch Gl. (3.34) gegeben (V kurz
für V ×

eff), (
− ~2

2m
∆ + V (~r )

)
Ψ~k

(~r ) = ε~kΨ~k
(~r ) , (3.53)

wobei die Einteilchen-Wellenfunktion Ψ~k
die Blochbedingung erfüllt,

Ψ~k
(~r + ~R~n) = ei

~k·~R~nΨ~k
(~r ) . (3.54)

Das Potential V (~r ) zeigt die Gittersymmetrie, V (~r ) = V (~r + ~R~n), und
enthält im allgemeinen Vielteilcheneffekte in LDA-Approximation, d.h., die
Lösung Ψ~k

wird in einer Selbstkonsistenz-Schleife zur Berechnung von V (~r )
herangezogen.



80 KAPITEL 3. BANDSTRUKTUREN

Die Lösung von Gl. (3.53) involviert zwei Aspekte: Gl. (3.54) zeigt, dass die
Wellenfunktionen über den ganzen Kristall ausgedehnt sind (Aspekt freier
Elektronen); Gl. (3.53) enthält das (im allgemeinen) attraktive Potential der
Kerne bzw. Ionen (Aspekt gebundener Atomorbitale). Bandstrukturrech-
nungen versuchen diese beiden (gegensätzlichen) Aspekte möglichst effizient
unter einen Hut zu bringen und es gibt die beiden folgenden grundlegenden
Strategien.

Kristallmethoden

Die prinzipielle Vorgehensweise ist:

1. Starte von der Bloch-Periodizität in Gl. (3.54) und entwickle Ψ~k
in ein

vollständiges System von Blochfunktionen ψ
n~k

,

Ψ~k
=
∑

n

cnψn~k
. (3.55)

2. Berechne die Koeffizienten cn so, dass die Schrödingergleichung (3.53)
erfüllt wird.

Beispiele von Techniken die dieser Strategie folgen sind

– (N)FE: (Nearly) Free Electrons (Abschnitt 3.3.3),

– TBA: Tight Binding Approximation (Abschnitt 3.3.3)

– OPW: Orthogonalized Plane Wave Approximation (Abschnitt 3.3.3)

– PSP: Pseudo-Potential Approximation (Abschnitt 3.3.3)

Zelluläre Methoden

Vorgehensweise:

1. Löse das Schrödingerproblem in einer Zelle, entweder der Wigner-
Seitz-Zelle oder in einer Kugel mit Radius r0 innerhalb der Wigner-
Seitz-Zelle. Im letzteren Fall wird das Potential üblicherweise durch
das Muffin-Tin-Potential17

V MT (~r ) =
{
V (~r ) , r < r0,
0, r > r0,

(3.56)

17”Kuchen-Büchse”, vgl. Abb. 3.18.
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genähert.

2. Superponiere die Lösungen der Schrödinger-Gleichung mit fester Ener-
gie zu Blochfunktionen so dass die korrekten Randbedingungen am
Zellenrand erfüllt sind.

Beispiele von Techniken die diese Strategie benutzen sind

– WSCM: Wigner-Seitz Cellular Method (Abschnitt 3.3.4),

– APW: Augmented Plane Waves (Abschnitt 3.3.4),

– KKR: Korringa-Kohn-Rostocker Green’s function method (3.3.4).

3.3.3 Kristallmethoden zur Bandstrukturrechnung

Nearly Free Electrons (NFE) vs. Tight Binding Approximation
(TBA)

Wir starten von diametralen Ansätzen für die Bloch-artigen Wellenfunk-
tionen, und zwar ebene Wellen in der Nearly Free Electron-Methode oder
eine Überlagerung von lokalisierten Zuständen (Orbitalen) ψn bei der Tight
Binding Approximation,18

φNFE
n~k

= ei
~k·~rei

~Kn·~r, (3.57)

φTBA
n~k

=
∑
~Rm

ei
~k·~Rmψn(~r − ~Rm) (3.58)

(wir enummerieren die Gittervektoren ~Kn und Gitterpunkte ~Rn fortlaufend).
Beide Ansätze genügen der Blochbedingung (wir nutzen, dass ~Kn · ~Ri = 0,
resp., ~Rm → ~Rm + ~Ri = ~R′m),

φ
NFE/TBA

n~k
(~r + ~Ri) = ei

~k·~Riφ
NFE/TBA

n~k
(~r ). (3.59)

Aus diesen Wellenfunktionen werden die allgemeinen Lösungen

ΨNFE/TBA
~k

=
∑

n

cn φ
NFE/TBA

n~k
(3.60)

der Schrödingergleichung, HΨ~k
= EΨ~k

, kombiniert. Durch Projektion auf
φNFE

m~k
bzw. ψm ergeben sich daraus die Gleichungen für die Koeffizienten cn.

18Die Indizes NFE und TBA lassen wir später, soweit möglich, wieder weg.



82 KAPITEL 3. BANDSTRUKTUREN

NFE

In NFE erhalten wir

0 =
[~2(~k − ~Km)2

2m
− ε~k

]
cm +

∑
n

V ( ~Kn − ~Km) cn, (3.61)

V (~k ) =
∫

Vuc

d3r

Vuc
e−i~k·~r V (~r ). (3.62)

Wir sehen, dass sich für V = 0 wieder die Dispersion ε~km
= (~2/2m)(~k −

~Km)2 freier Elektronen ergibt. Für kleines V 6= 0 ergibt sich für isolierte
Bänder in nichtentarteter Störungstheorie ein (kleiner) Shift, an Kreuzungs-
stellen hingegen hybridisieren die Bänder in entarteter Störungstheorie; es
entstehen Energiegaps und schneidende Bänder gleicher Symmetrie meiden
sich, vgl. Abb. 3.11.

TBA

In TBA findet man das Gleichungssystem

0 =
(
Em − ε~k

)
cm +

∑
n

Umncn, (3.63)

Umn =
∑
Ri 6=0

ei
~k·~Ri

[
(Em − ε~k)Smn(~Ri) + δVmn(~Ri)

]
+ δVmn(0),

Smn(~R) =
∫
d3r ψ∗m(~r )ψn(~r − ~R ), (3.64)

δVmn(~R) =
∫
d3r ψ∗m(~r ) [V (~r )− Vatom(~r )]ψn(~r − ~R ). (3.65)

Zur Analyse dieser Gleichungen erstellen wir vorab eine grobe Abschtzung
der Terme: Für lokalisierte Atomorbitale ψm(~r ) ist sowohl der Überlapp
Smn(~R ) ∼ 0 als auch δVmn(~R 6= 0) ∼ 0; falls V ∼ Vatom im Bereich wo
ψ∗mψn 6= 0 so ist auch δVmn(0) vernachlässigbar. Sind die Atomorbitale
ψm(~r ) auf die ganze Einheitszelle ausgedehnt, ist Umn endlich, aber immer
noch relativ klein. Aus Gl. (3.63) folgt dann (Em − ε~k) cm ∼ 0, also ist
entweder ε~k ≈ Em oder cm ≈ 0.

Damit finden wir, dass für ein j-fach entartetes Orbital mit Energie Em

die j Koeffizienten cm,0, . . . , cm,j zu berücksichtigen sind und das entspre-
chende j × j-Matrixproblem zu lösen ist. Sind zum Beispiel die 2l + 1 Ato-
morbitale s, p, d, . . . mit Drehimpuls l = 0, 1, 2, . . . entartet, so entstehen



3.3. BANDSTRUKTURRECHNUNGEN 83

2l + 1 = 1, 3, 5, . . . hybridisierte s, p, d, . . .-Bänder. Für Übergangsmetalle
können auch die s und d-Orbitale benachbarter Schalen fast entartet sein,
En,2 ∼ En+1,0, so dass 6 hybridisierte sd-Bänder entstehen.

Schliesslich betrachten wir das verfeinerte Resultat für ein s-Band in TBA

ε~k = E0 +
δV00 +

∑
~Ri
δV00(~Ri)ei

~k·~Ri

1 +
∑

~Ri
S00(~Ri)ei

~k·~Ri

, (3.66)

wobei E0 und S00(~Ri) die Energie und den Überlap der um ~Ri verschobenen
Eigenfunktion des atomaren s-Orbitals bezeichnen. Für ein symmetrisches
Potential und S00 � 1, δV00(R > Rnn) ∼ 0 (mit ~Rnn der Abstand zwischen
nächsten Nachbarn) erhält man wieder die cos-Bänder

ε~k = E0 + δV00 + δV00

∑
~Rnn

cos(~k · ~Rnn). (3.67)

Für ein sc, bcc, fcc kubisches Gitter sind 6, 8, und 12 nächste Nachbarn zu
berücksichtigen und ergeben damit verschiedene Formen für die s-Bänder.

Es folgt, dass die NFE-Approximation gut ist für schwache Gitterpotentia-
le V , wohingegen die TBA gute Resultate liefert, wenn die ursprünglichen
atomaren Orbitale gut lokalisiert sind – in beiden Fällen brauchen wir nur
wenige Koeffizienten cn um die Bloch Zustände aufzubauen. Deshalb ist die
TBA gut zur Berechnung der (energetisch tiefen) Kern-Bänder der Gitte-
rionen geeignet. Bei den höheren Energien der Valenz- und Leitungsbänder
können wir atomare Streuzustände nicht vernachlässigen, d.h., wir brauchen
einen vollständigen Satz von ψn in Gl. 3.58, und die TBA wird aufwendig
wegen der vielen cn und dem kontinuierlichen Spektrum. Man könnte dann
versucht sein zu argumentieren, dass für die hochenergetischen Valenz- und
Leitungselektronen das Potential V (~r ) klein ist und die NFE-Approxima-
tion gute Resultate geben sollte. Dieses simple Argument ist falsch, obwohl
ein Aspekt dieses Arguments in der PSP (Pseudo Potential) -Approximation
aus folgendem Grund überlebt:

Wir betrachten das nackte Kerngitter VK = −
∑

~Ri
Ze2/|~r − ~Ri|. Die nied-

rigsten Zustände füllen wir mit Tight-Binding-Bändern; die korrespondie-
renden Wellenfunktionen sind auf eine enge Umgebung um die Kerne herum
lokalisiert, vgl. Abb. 3.13. Um die Kerne herum zeigen die Wellenfunktionen
starke Oszillationen, wenn die potentielle Energie in kinetische umgewan-
delt wird. Zweitens ist zu beachten, dass die Wellenfunktionen zu höherer
Energie orthogonal auf denjenigen niedrigerer Energie stehen und damit
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Reψ
k
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r
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Abb. 3.13: Schematische Wellenfunktionen: (oben) Kern-Elektronen Re ΨK
~k

,
die bei den atomaren Orbitalen lokalisiert sind und auf der Skala 2π/k mo-
duliert werden, (unten) Valenzelektronen Re ΨV

~k
, die zwischen den Atomen

eine ebene Welle sind, aber an den Atomen Oszillationen zeigen [Ash76].

mehr Knoten im Bereich der Kerne zeigen. Diese Eigenschaft bleibt erhalten,
wenn wir zu den Valenzelektronen übergehen. Die Valenzelektronen sind
ihrer schwachen Bindung wegen auf den ganzen Bereich zwischen den Kernen
ausgedehnt und zeigen aber trotz der schwachen Bindung im Kernbereich
starke Oszillationen, vgl. Abb. 3.13. Genau diese Oszillationen verlieren wir
in der NFA und machen damit eine unkontrollierte Approximation.
Warum sehen viele Bandstrukturen dennoch wie diejenige freier Elektronen
in einer bestimmten Kristallsymmetrie aus? Der Grund lieft darin, dass wir
eine zweite ungerechtfertigte Approximation benutzen, und zwar die eines
schwachen Potentials V . Das Potential V ist aber nicht schwach,
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V ( ~Ki) ∼ 4πZe2

Vuck2
∼ e2

2aB︸︷︷︸
13.6eV

a3
B

Vuc︸︷︷︸
≈10−3

1
(aBk)2︸ ︷︷ ︸
≈1

8πZ︸︷︷︸
≈102−103

∼ eV, (3.68)

Ekin ∼ εF =
~2k2

F

2m
∼ eV. (3.69)

Damit ist Epot ∼ Ekin und die Elektronen sind nicht fast-frei. Diese beiden
falschen Annahmen fast-freier Elektronen und schwachen Potentials kom-
pensieren sich gerade – wie, das sehen wir, wenn wir die OPW-Methode
analysieren.

Orthogonalized Plane Waves (OPW)

Als Bloch-artige Welle wie in Gl. (3.55) setzen wir eine freie ebene Welle an,
die auf die TB-Wellenfunktionen des Kerns orthogonal ist,

φOPW
n~k

= ei
~k·~re−i ~Kn·~r︸ ︷︷ ︸

φNFE
n~k

−
∑
TBA

〈
φTBA

n~k

∣∣∣φNFE
n~k

〉
φTBA

n~k
, (3.70)

wobei die Summe
∑

TBA über alle besetzten Kern-Zustände geht und

φTBA
n~k

=
∑
~R~m

ei
~k·~R~m ψn(~r − ~R~m). (3.71)

Die OPW-Methode vereinigt damit Aspekte von NFE und TBA. Die Koef-
fizienten cn in

ΨOPW
~k

=
∑

n

cn φ
OPW
n~k

, (3.72)

vgl. Gl. (3.55), finden wir dann, indem wir das Energiefunktional E[Ψ~k
] nach

den Koeffizienten cn minimieren. Beachte dabei, dass die Minimierung unter
der Nebenbedingung der Erhaltung der Norm erfolgt,

mincnE = mincn

[
F
[
Ψ~k
,Ψ~k

]
− λ

(
Ψ~k
,Ψ~k

)]
. (3.73)

Wir erhalten wieder ein Eigenwertproblem (λ→ ε~k),

det
〈
φOPW

n~k

∣∣∣∣−~2∇2

2m
+ V (~r )− ε~k

∣∣∣∣φOPW
n′~k

〉
= 0, (3.74)

für die Banddispersion ε~k der Valenz- und Leitungselektronen; die Koeffizi-
enten (Eigenvektoren) cn bestimmen die Blochfunktionen Ψ~k

.

Im OPW-Schema behandeln wir demzufolge die
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– Kern-Elektronen in TBA,

– Valenz- und Leituns-Elektronen in OPW.

Je mehr Valenz- und Leitungsbänder wir brauchen und je genauer wir sie be-
rechnen wollen, desto mehr OPW müssen wir verwenden (typisch 10−100).
In den Symmetriepunkten der Brillouinzone können wir durch geschickte Li-
nearkombination die Matrix in Gl. (3.74) in Blockform bringen, d.h., unter
Verwendung der irreduziblen Darstellungen ausreduzieren.

Betrachten wir als nächstes das Eigenwert-Problem in Gl. (3.74) etwas ge-
nauer. Mit HΨOPW

~k
= ε~kΨ

OPW
~k

und dem OPW-Ansatz Gl. (3.70)

ΨOPW
~k

=
∑

n

cnφ
NFE
n~k

−
∑

n

cn
∑
TBA

〈
φTBA

n~k

∣∣∣φNFE
n~k

〉
φTBA

n~k

= ΨNFE
~k

−
∑
TBA

〈
φTBA

n~k

∣∣∣ΨNFE
~k

〉
φTBA

n~k
(3.75)

erhalten wir die Eigenwertgleichung(
−~2∇2

2m
+ V Pseudo

)
ΨNFE

~k
= ε~kΨ

NFE
~k

(3.76)

mit einem speziellen nichtlokalen Pseudopotential V Pseudo; dies führt uns
direkt auf die Methode der Pseudopotentiale die wir im nächsten Abschnitt
diskutieren.

Pseudopotentiale

Das Pseudopotential

V PseudoΨNFE
~k

= V (~r ) ΨNFE
~k

+
∑

n

(
ε~k − ETBA

n

) 〈
φTBA

n~k

∣∣∣ΨNFE
~k

〉
φTBA

n~k

(3.77)
ist abhängig vom gesuchten Eigenwert ε~k und wegen des Skalarproduktes im
zweiten Term zudem nichtlokal; somit ist V Pseudo ein schwierig zu behan-
delndes Potential. Andererseits können wir leicht einsehen, dass die Relation
ε~k > ETBA

n einen positiven Korrekturterm
∑

n(ε~k−E
TBA
n )〈φTBA

n~k
|ΨNFE

~k
〉 > 0

erzeugt der das negative (attraktive) Kernpotential V < 0 zumindest teil-
weise kompensiert und damit das effektive Potential V Pseudo reduziert. Das
Pseudopotential fungiert damit gerade als schwaches Gitterpotential der
NFA – das ist der Grund, warum die NFA oft so gut funktioniert.
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s

r

p

V

r0

ψ

d

Abb. 3.14: Links: Skizze der Pseudopotentiale für l = 0, 1, 2 in Si (Coulomb-
potential gestrichelt); Rechts: Si-3s-Wellenfunktion für das Pseudopotential
V pseudo (durchgezogene Linie, keine Knoten) und für das atomare Potential
V (gestrichelte Linie, 2 Knoten).

0 r
rnl

Enl

V Abb. 3.15: Semi-Empirische
Pseudopotentiale: (a) nicht
abgeschirmtes ionogenes Po-
tential, (b) nicht abgeschirm-
tes Pseudopotential, (c) abge-
schirmtes Pseudopotential.

Hat man die Funktionsweise des Pseudopotentiales erkannt, so ändert man
die Philosophie: Suche gute Pseudopotentiale, welche im “Aussenraum”
(d.h., weit weg von den Atomen) gerade die korrekte Valenz-Wellenfunktion
erzeugen und im “Innenraum” (in der Nähe der Kerne) die stark oszillieren-
de Valenz-Wellenfunktion durch eine weiche NFE-Wellenfunktion ersetzen.
Für eine Skizze von typischen Pseudopotentialen siehe Abb. 3.14.

Nichtlokale ab-initio-Pseudopotentiale werden einmalig berechnet und erge-
ben zusammen mit einem DFT-LDA-Zugang gute Resultate für Bandstruk-
turen. Beachte, dass Pseudopotentiale transferierbar sind; einmal berechnet
für fixes Z, n, l können sie in verschiedenen Umgebungen benutzt werden. In
einem andereren Zugang wird das Pseudopotential parametrisch angesetzt
und die erhaltene Bandstruktur wird an experimentelle Daten gefittet, z.B.
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Abb. 3.16: Das tatsächliche Gitterpotential (links, mit gittersymmetrischen
Äquipotentiallinien) wird durch ein zentralsymmetrisches Potential in der
Einheitszelle (rechts, sphärisch symmetrische Äquipotentiallinien) (Abb. aus
[Ash76].

an optische Übergänge (semi-empirische Pseudopotentiale), vgl. Abb. 3.15.

3.3.4 Zelluläre Methoden zur Bandstrukturberechnung

Wir betrachten (wie zuvor) den einfachsten Fall mit einem Atom pro Ein-
heitszelle und nehmen für letztere gerade die Wigner-Seitz-Zelle mit der
vollen Symmetrie des Gitters. Mit

Ψ~k
(~r + ~R~m) = ei

~k·~R~mΨ~k
(~r ) (3.78)

genügt es, das Schrödingerproblem in einer Zelle zu lösen. Um eine Lösung
für das Kristallproblem zu erhalten, müssen wir noch die Randbedingungen
am Zellenrand erfüllen. Sie lauten gerade

Ψ~k
(~r ) = e−i~k·~R~mΨ~k

(~r + ~R~m), (3.79)

~n (~r ) · ~∇Ψ~k
= −e−i~k·~R~m ~n(~r + ~R~m) · ~∇Ψ~k

(~r + ~R~m), (3.80)

wobei beide Positionen ~r und ~r + ~R~m auf dem Zellenrand liegen und ~n die
Aussennormale auf dem Rand der Brillouinzone ist.

Als grundlegende Approximation wird jetzt V (~r ) als zentral-symmetrisch
angenommen, vgl. Abb. 3.16, und es bleibt folgendes Problem zu lösen:

Ψ~k
=

∞∑
l=0

l∑
m=−l

clm(~k )Ylm (φ, θ)Rl

(
ε~k, r

)
, (3.81)
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0 =
1
r2
∂r

(
r2∂rRl

)
+
[
2m
~2

(
ε~k − V (r)

)
− l(l + 1)

r2

]
Rl, (3.82)

Ψ~k
(~r )

−~n · ~∇Ψ~k
(~r )

}
= e−i~k·~R~m

{
Ψ~k

(~r + ~R~m)
~n · ~∇Ψ~k

(~r + ~R~m)
. (3.83)

Die Randbedingungen legen dann die Koeffizienten clm sowie die Energie ε~k
fest: Dazu beschränken wir die Anzahl der Koeffizienten clm in Gl. (3.81)
auf M und die Anzahl Punkte, auf denen wir die Randbedingungen von
Gl. (3.83) implementieren, demzufolge ebenfalls auf M . Wir wählen eine
Energie E und fixieren ε~k = E, bestimmen die (im Ursprung regulären)
Lösungen Rl(E, r) von (3.82) und erhalten aus den Randbedingungen (3.83)
ein lineares Gleichungssystem S für die Koeffizienten clm. Die Variation von
~k, so dass die Determinante von S verschwindet, detS = 0, bestimmt das
zu E gehörige ~k und wir erhalten das gesuchte Resultat ε~k = E. Die an-
schliessende Variation von E ergibt sich die vollständige Dispersionsrelation
ε~k.

Die mühsame Eigenschaft dieser zellulären Methode ist die Implementierung
der Randbedingungen. 1937 hat Slater die APW-Methode zur Vereinfachung
dieses Problems vorgeschlagen, vgl. den übernächsten Abschnitt, 3.3.4. Zu-
vor diskutieren wir die Berechnung der Kohäsionsenergie eines einfachen
Metalles mit der Wigner-Seitz Methode.

Wigner und Seitz

Wigner und Seitz haben mit der folgenden Methode bereits 1933 metallisches
Na (bcc, 3s Valenzelektronen) untersucht und die Kohäsions-Energie durch
Bestimmung des unteren Bandrandes ε~k=0

berechnet. Die Symmetrie am Γ-
Punkt ist Γ1 (3s-Welle) und demnach brauchen wir Zustände mit l = 0, 4, 6
in Gl. (3.82), da laut Tabelle 2.8 die irreduzible Darstellung Γ1 von Oh mit
den Darstellungen D0+, D4+ und D6+ kompatibel ist. l = 4, 6 haben eine
hohe Energie und wir beschränken uns deshalb auf l = 0. Wir lösen also das
Eigenwertproblem[

1
r2
∂r

(
r2∂r

)
+

2m
~2

(E − V (r))
]
φ0(r) = 0 (3.84)

mit den Randbedingungen φ0(r → ∞) → 0 (für ein freies Atom),
∂rφ0|r=r0 = 0 (für ein Atom im Gitter mit ~k = 0 am unteren Bandrand)
oder φ0|r=r0 = 0 (mit ~k ∈ Rand der BZ am oberen Bandrand). Dabei haben
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Abb. 3.17: 3s1-Wellenfunktion φ0 in Wigner-Seitz-Approximation im Ver-
gleich zum atomaren Orbital (gestrichelt). Die Randbedingung ∂rφ0|r=r0 =
0 führt auf eine Absenkung des Energieeigenwertes verglichen mit demjeni-
gen im freien Atom (Abb. aus [Ash76]).

wir die Wigner-Seitz-Zelle durch eine Kugel approximiert. Die Lösung für
φ0 ist in Abb. 3.17 gezeigt.

Durch die Absenkung der Energie der 3s Elektronen beim Übergang vom
Gas zum Kristall ergibt sich die Kohäsions (innere Bindungs-) Energie des
Kristalls. Beachte, dass im Na mit einem Elektron pro Atom nur die Hälf-
te des Bandes aufgefüllt wird; entsprechend werden nur die energetisch
günstigeren (abgesenkten) Zustände gefüllt, währenddem die ungünstigen
Zustände am Zonenrand (wo φ0|r=r0 = 0) leer bleiben.

Augmented Plane Waves (APW)

In der APW-Methode wird das Potential durch ein sphärisches Muffin-Tin-
Potential ersetzt (vgl. Abb. 3.18),

V MT(r) =
{
V (r), r < r0,
0, r > r0.

(3.85)

Die Lösungen zu diesem Potential haben die Form

φ~k,ε~k
= ei

~k·~rΘ(r − r0) +
∞∑
l=0

l∑
m=−l

clm(~k )Ylm (φ, θ)Rl

(
ε~k, r

)
Θ(r0 − r) ,

(3.86)
d.h., eine ebene Welle ausserhalb von r0 und ein Orbital zum Potential
V innerhalb von r0 (mit der gesuchten Dispersion ε~k als Parameter). Die
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Abb. 3.18: Muffin-Tin-Potential V MT entlang der Diagonalen (rechts). Das
zentralsymmetrische Potential in der Umgebung der Ionen wird durch ein
konstantes Potential im Zwischenbereich ergänzt. Abb. aus [Ash76].

Stetigkeit bei r = r0 implementieren wir via entwickeln der ebenen Welle
exp(i~k · ~r ) in sphärische Harmonische und erhalten

clm(~k ) = 4πY ∗
lm

(
θ~k, φ~k

) jl(kr0)
Rl

(
ε~k, r0

) , (3.87)

wobei θ~k, φ~k
die sphärischen Koordinaten des Vektors ~k sind. Die Augmen-

ted Plane Waves sind durch die Gl. (3.86) und (3.87) definiert und sind
stetig, aber nicht unbedingt stetig differenzierbar. An den Rändern des MT-
Potentials bei r = r0 zeigen die Ableitungen Sprünge, was δ-Funktionen im
Operator der kinetischen Energie erzeugt. Obwohl wir im Bereich r < r0
einen vollständigen Satz angesetzt haben, haben wir in den Zwischenberei-
chen nur eine einzige ebene Welle angepasst. Wir sollten aber alle ebenen
Wellen exp[i(~k + ~K~m) · ~r ] zulassen und damit zur Superposition

Ψ~k
(~r ) =

∑
~Km

cm(~k)φ~k+ ~Km,ε~k
(~r ) (3.88)

übergehen. Dass die Blochbedingung erfüllt ist, folgt sofort aus der Eva-
luation von Ψ~k

(~r + ~Ri) im Zwischenbereich und mit Gl. (3.88) wird das
Matching-Problem elegant gelöst. Es bleibt die Bestimmung der Koeffizien-
ten cm(~k ). Das Einsetzen von Gl. (3.88) ins Energiefunktional von Gl. (3.47)
und das Minimieren bezüglich cm(~k ),

∂E
[
Ψ~k

]
∂cm(~k )

= 0, (3.89)
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ergibt ein lineares Gleichungssystem S für die cm(~k ). Die Bedingung detS =
0 bei gegebenem E = ε~k und variierendem ~k bestimmt schliesslich die Di-
spersion. Eine noch elegantere Lösung des Problems der Randbedingungen
in der zellulären Methode ist die Green’s-Funktionen-Methode im folgenden
Abschnitt.

Methode von Korringa, Kohn und Rostoker (KKR)

Bei dieser Methode findet man zuerst (und ein für alle mal für einen be-
stimmten Gittertyp) die Gitter-Green’s-Funktion,(

~2

2m
∆ + E

)
G~k

(~r − ~r ′, E) = δ
(
~r − ~r ′

)
, (3.90)

G~k
(~r + ~Rm, E) = ei

~k·~RmG~k
(~r,E), (3.91)

G~k
(~r,E) = − 1

NVuc

∑
n

ei(
~k− ~Kn)·~r

~2(~k+ ~Kn)2

2m − E

. (3.92)

Wie in der Streutheorie wird dann das Differentialproblem (vgl. Gl. 3.53)
in ein Integralproblem (Lippmann-Schwinger-Gleichung) transformiert, wel-
ches die Bloch’schen Randbedingungen unter Gittertranslationen bereits
berücksichtigt,

Ψ~k
(~r ) =

∫
Kr0

d3r G~k

(
~r − ~r ′, E

)
V
(
~r ′
)
Ψ~k

(
~r ′
)
, (3.93)

mit Kr0 die Kugel zum Muffin-Tin Potential V MT. Der Ansatz (3.81) für
Ψ~k

mit Lösungen Rl von (3.82) zu einer gewählten Energie ε~k = E gibt
uns wiederum ein lineares Gleichungssystem S für die Koeffizienten clm und
die Bedingung det = 0 bestimmt die Dispersion.19 Die APW und KKR
sind sehr ähnlich; während APW die Anzahl ebener Wellenvektoren ~K~m im
Zwischenbereich limitiert, begrenzt KKR die Anzahl der “Atomorbitale” im
Kernbereich.

3.3.5 ~k · ~p -Methode

Die ~k · ~p -Methode soll keine komplette Bandstruktur ergeben, sondern ist
vorwiegend ein theoretisches Werkzeug um die Bandstruktur in gewissen

19In diesem Schema werden die Koeffizienten also nicht durch die Randbedingungen
(3.83) sondern durch die Lippmann-Schwinger Gleichung (3.93) bestimmt.
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Punkten der B.Z. zu approximieren, z.B. die Beschreibung der Dispersion
via einer effektiven Masse m∗,

ε~k|~k→0
≈ ~2k2

2m∗ . (3.94)

Wir starten mit der Blochfunktion Ψ
n~k0

(~r ) zu ~k0, welche wir als bekannt

voraussetzen. Die Wellenfunktionen exp[i(~k − ~k0) · ~r ] Ψ
n~k0

(~r ) sind dann

Blochwellen zu ~k. Damit wir die Lösungen von HΨ~k
= ε~kΨ~k

erhalten, gehen
wir zur Superposition

Ψ~k
(~r ) =

∑
m

cme
i(~k−~k0)·~rΨ

m~k0
(~r ) (3.95)

über. Beachte dabei, dass wir die Blochfunktionen zu ~k in diejenigen zu ~k0

entwickeln. Die Anwendung des Variationsprinzips oder die Projektion auf
exp[i(~k − ~k0) · ~r ]Ψ

n~k0
(~r ) ergibt das Eigenwertproblem[

En(~k0) +
~2

2m
(~k − ~k0)2 − ε

n~k

]
cn+

~
m

(~k−~k0) ·
∑
m

~Mmn(~k0) cm = 0 (3.96)

mit20

~Mnm(~k0) =
∫
d3rΨ∗

n~k0
(~r ) ~p Ψ

m~k0
(~r ) (3.97)

=
m

i~
[En(~k0)− Em(~k0)]

∫
d3rΨ∗

n~k0
(~r ) ~r Ψ

m~k0
(~r ). (3.98)

Die Idee ist es dann, z.B. die ~k0 = 0-Energien und Wellenfunktionen21 via
OPW, APW, . . . zu berechnen und dann, via Gln. (3.96) und (3.98), die
Dispersion im Rest der B.Z. zu erhalten. Die Matrixelemente können via
Symmetriebetrachtungen durch ein reduziertes Set von Parametern ausge-
drückt werden. Ausserdem sind die Gleichungen hier viel leichter zu lösen
als mit der APW-, OPW- etc. Methode.

Für ~k nahe ~k0 können wir Gl. (3.96) und (3.98) in Störungstheorie lösen. Für
ein extremales ~k0 verschwinden die diagonalen Matrixelemente Mnn(~k0) = 0
und wir erhalten

ε
n~k

= En(~k0) +
~2

2m
(~k − ~k0)2 +

~2

m2

∑
i6=n

|(~k − ~k0) · ~Mni(~k0)|
En(~k0)− Ei(~k0)

. (3.99)

20Benutze [H,~r ] = ~
im
~p

21Allgemein, die Energien und Wellenfunktionen in der Umgebung eines Hochsymme-
triepunktes
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Damit erhalten wir die effektive Masse in Richtung ~s = (~k − ~k0)/|~k − ~k0|:

1
m∗

s

=
1
m

[
1 +

∑
i6=n

|~s · ~Mni(~k0)|2(2/m)

En(~k0)− Ei(~k0)

]
. (3.100)

Die effektive Masse höherer Bänder wird auf Grund der Wechselwirkung
mit niedrigeren (höheren) Bändern reduziert (erhöht). Für die Sequenz Li,
Na, K, Rb, Cd (ns1, n = 2, . . . , 6) der Alkali Atome haben wir mcond =
1.33, 0.96, 0.86, 0.76, 0.73me; die Abnahme der effektiven Masse entspricht
der Zunahme der Anzahl von Kernzuständen. In direkten Halbleitern ist
mvalenz > mcond. Und Isolatoren mit kleinen Gaps haben tendenziell kleinere
Massen.



Kapitel 4

Elektronengas

4.1 Grundzustand und Anregungsspektrum

Freie Elektronen im Vakuum werden beschrieben durch ebene Wellen ψ~kσ
=

exp(i~k · ~r )χσ, die Dispersion ε~k = ~2k2/2m und die Zustandsdichte1

ρfrei(ε) =
1

2π2

(
2m
~2

) 3
2 √

ε. (4.1)

Im kristallinen Festkörper treten an ihre Stelle die Blochwellen2

ψ
n~kσ

= ei
~k·~r u

n~k
(~r ) χσ (4.2)

mit ~k ∈ B.Z., u
n~k

periodisch, mit der Dispersion/Bandstruktur ε
n~k

und der
Zustandsdichte

ρ(ε) =
2

(2π)3
∑

n

∫
ε=ε

n~k

dSk̂∣∣∇~k
ε
n~k

∣∣ . (4.3)

Den Aspekt des Kristallgitters haben wir in Kapitel 3 diskutiert. Hier sind
wir an den Aspekten Anregungen, Statistik und Struktur des e−-Gases im
Festkörper interessiert und weniger an den Details der Bandstruktur. Wir
können dann die Bandstruktur in einfachster Weise durch eine effektive
Bandmasse m∗

n berücksichtigen, indem wir für die Dispersion schreiben,

ε
n~k
≈ ~2k2

2m∗
n

+ const. (4.4)

1im folgenden in 3 Dimensionen
2ohne Spin-Bahn-Kopplung

95
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Es ist m∗
n > 0 (m∗

n < 0) für die Entwicklung um ein Minimum (Maximum)
von ε

n~k
und m∗

n kann grösser oder kleiner als die Elektronmasse me sein.
Stark gebundene Elektronen geben m∗

n � me (flache Bänder, TBA), aber
auch m∗

n � me (steile Bänder) treten auf, z.B. in Halbleitern mit direktem
Gap (vgl. Abschnitt 3.3.3 über NFE und TBA). In einigen Halbleitern (z.B.
Si, Ge) ist die effektive Masse der Leitungselektronen anisotrop und durch
eine Matrix M∗

n beschrieben

ε
n~k
≈ const.+

~2

2

(
~k − ~k0

)
M∗

n
−1
(
~k − ~k0

)
. (4.5)

Wir werden in der Folge sehen, dass die Elektronen im Festkörper ihre Masse
auch durch Wechselwirkungen ändern können, z.B. durch die e−-e−-Wech-
selwirkung oder die Elektron-Phonon-Wechselwirkung, m∗

n = m(1+λ); man
sollte deshalb die effektive Masse genauer, z.B. als Bandmasse, spezifizieren.
Im folgenden notieren wir für die Bandmasse m statt m∗

n und setzen ~ = 1;
entsprechend sind (ω, ~k) =̂ (E, ~p).

4.1.1 Grundzustand

Der Grundzustand des Elektronengases ist gegeben durch das Auffüllen der
tiefsten Zustände mit Kristallimpuls ~k mit maximal 2 Elektronen verschie-
denen Spins σ bis zur Fermienergie εF = ~2k2

F/2m, vgl. Abb. 4.1. Die Teil-
chendichte (in 3 Dimensionen) ist damit

n =
N

V
= 2

∫
k<kF

d3k

(2π)3
=

2
8π3

4π
∫ kF

0
k2dk =

k3
F

3π2
(4.6)

und der Fermiimpuls kF ist gegeben als kF =
(
3π2n

) 1
3 . Mit jedem Zustand

|~p, σ〉 ist auch (für eine gerade Teilchenzahl N) der Zustand |−~p,−σ〉 besetzt
und der Grundzustand hat Gesamtimpuls ~P =

∑N
i=1 ~pi = 0 und Spin 0.

4.1.2 Anregungen des Elektronengases

Teilchen und Löcher

Die tiefliegenden Anregungen des Elektronengases erhalten wir, indem wir
Elektronen mit p0 < pF in unbesetzte Zustände mit p > pF transferieren, z.B.
|~p0, σ〉 → |~p, σ〉. Das angeregte e−-System besitzt dann einen Gesamtimpuls
~p−~p0 und die Energie (p2−p2

0)/2m wurde dem System hinzugefügt. Beachte,



4.1. GRUNDZUSTAND UND ANREGUNGSSPEKTRUM 97
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Abb. 4.1: Links: Bis zur Fermienergie εF gefüllter Fermisee; Rechts: An-
regung eines Elektrons (eex) zum Impuls ~p, p > pF unter Erzeugung eines
Loches (h) und eines unkompensierten Elektrons (euc) im Fermisee.

dass der Gesamtimpuls der Anregung die Summe der Impulse ~p des angereg-
ten Elektrons und −~p0 des unkompensierten Elektrons ist; demgegenüber ist
die Anregungsenergie nicht die Summe der Energien des angeregten (p2/2m)
und des unkompensierten Elektrons (p2

0/2m). Wir können also den angereg-
ten Zustand nicht einfach durch die Energien und Impulse der angeregten
bzw. unkompensierten Elektronen beschreiben.

Wir führen deshalb eine neue Sichtweise ein:

Gefüllter Fermisee = neues Vakuum = Grundzustand
Elektron− Loch−Anregungen = Quasiteilchen

Anregungsenergie = E − E0, (4.7)

wobei E die Energie des angeregten Zustandes und E0 die Energie des gefüll-
ten Fermisees ist. Für die Anregungsenergie E − E0 finden wir dann (mit
ξ~p ≡ ε~p − εF)

E − E0 =
∑
~p,σ

ε~p n~pσ −
∑

p<pF,σ

ε~p = (4.8)

=
∑

p>pF,σ

ε~p n~pσ −
∑

p<pF,σ

ε~p

(
1− n~pσ

)
= (4.9)

=
∑

p>pF,σ

ξ~p n~pσ +
∑

p<pF,σ

∣∣ξ~p∣∣ (1− n~pσ

)
. (4.10)

Dabei ist n~pσ (∈ {0, 1} für T = 0) die Besetzung des Zustandes |~p, σ〉 und
Gl. 4.10 lässt sich als Summe der Energien der Elektronen (p > pF) und
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Abb. 4.2: Dispersion ε~p und Anregungsenergie
∣∣ξ~p∣∣ > 0 für Elektronen (e)

und Löcher (h). Die Erzeugung einer Teilchen/Loch Anregung kostet immer
eine Energie |ξp| > 0.

Löcher (p < pF) interpretieren. Beachte, dass die Erzeugung eines Teilchens
(e−) oder eines Loches (h) immer die Energie

∣∣ξ~p∣∣ > 0 kostet (vgl. Abb. 4.2).

Ebenso erhalten wir den Impuls

~p− ~p0 =
∑
~p,σ

~p n~pσ −
∑

p<pF,σ

~p︸ ︷︷ ︸
=0

= (4.11)

=
∑

p>pF,σ

~p n~pσ +
∑

p<pF,σ

(−~p )
(
1− n~pσ

)
. (4.12)

Wir können jetzt das Teilchen-Loch (e−-h)-Anregungsspektrum im Elektro-
nengas konstruieren (particle-hole excitations, pair excitations); dabei unter-
scheiden wir zwischen Einteilchen-Anregungen (single-particle excitations),
welche dem System ein Teilchen hinzufügen/entnehmen, bzw. ein Loch ent-
nehmen/hinzufügen (Teilchenzahl ist nicht erhalten), und Paaranregungen
mit erhaltener Teilchenzahl.3

Paaranregungen haben keine eindeutige Beziehung zwischen Energie und
Impuls und ergeben ein Kontinuum. Um das Anregungsspektrum (die er-
reichbaren Anregungsenergien) zu fixem Impuls ~p0 zu erhalten, verschieben
wir die Fermikugel um ~p0, vgl. Abb. 4.3; ein Teilchen mit einem Impuls ~p

3Daneben gibt es auch kollektive Anregungen, z.B. den nullten Schall (zero sound), den
ersten Schall (first sound), die Plasmaschwingungen (Plasmonen =̂ plasmons), die auf die
(hier nicht vorhandene) Wechselwirkung zwischen den Teilchen zurückzuführen sind.
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Abb. 4.3: Fermikugel und um p0 verschobene Fermikugel. Elektronen aus
der waagerecht schraffierten Fläche können in leere Zustände im senkrecht
schraffierten Gebiet angeregt werden. Die minimalen und maximalen Anre-
gungsenergien ergeben sich durch die kürzesten und längsten Distanzen des
senkrecht schraffierten Bereichs vom Nullpunkt (links, pF und pF+p0 und p0;
rechts pF − p0 und pF + p0), wobei das Elektron immer der Fermioberfläche
entnommen wird.

im waagerecht schraffierten Gebiet kann in das senkrecht schraffierte Gebiet
angeregt werden. Für p0 < 2pF schneiden sich die beiden Kugeln und die
minimale Anregungsenergie ist E−E0 = 0. Die maximale Anregungsenergie
ergibt sich zu,

E − E0 =
1

2m
[
(p0 + pF)2 − p2

F

] p0�pF≈ p0pF

m
= vFp0. (4.13)

Für p0 > 2pF schneiden sich die Kugeln nicht mehr und die minimalen und
maximalen Anregungsenergien sind gegeben durch

E − E0 =
1

2m

[
(p0 ∓ pF)2 − p2

F

]
=

1
2m

(
p2
0 ∓ 2p0pF

)
. (4.14)

Man definiert die Anregungsenergie ω = E − E0 und erhält das Paaranre-
gungsspektrum in Abb. 4.4.

Zweite Quantisierung

Wir schreiben diese Ideen in die zweit-quantisierte Form um (Bogoliubov-
Valatin Transformation) und starten mit dem Hamiltonoperator

H =
∑
~pσ

ε~pσ c
†
~pσc~pσ, (4.15)
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Abb. 4.4: Paaranregungsspek-
trum des freien Elektronengases.
Das schattierte Gebiet entspricht
den erlaubten Anregungsenergi-
en. Die beiden Parabeln ωmax =
[(p+pF)2−pF)2]/2m und ωmin =
[(p − pF)2 − pF)2]/2m definie-
ren die maximalen und mini-
malen Anregungsenergien. Die
lineare Steigung am Ursprung
wird durch die Fermigeschwin-
digkeit vF festgelegt [vgl. auch
mit dem Formfaktor S0 (~q, ω) in
Gl. (5.58)].

wobei c†~pσ der (fermionische) Erzeuger eines Elektrons mit ~p, σ ist; entspre-

chend gelten die Anti-Kommutatoren {c†~pσ, c~p ′σ′} = δ~p ~p ′δσ σ′ . Wir gehen
über zu den Energien ξ~p = ε~p − εF und erhalten4

K = H − εFN =
∑
~pσ

ξ~p c
†
~pσc~pσ. (4.16)

Wir definieren nun

– c†~pσ, c~pσ: Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren für Elektronen (e−)
ausserhalb der Fermikugel, p > pF,

– d†~pσ, d~pσ mit d~pσ = c†~pσ: Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren für
Löcher (h) innerhalb der Fermikugel, p < pF.

Die Operatoren d†~pσ (d~pσ) erzeugen (vernichten) eine Lochanregung mit Im-

puls −~p und Spin −σ. Mit 1− c†~pσc~pσ = c~pσc
†
~pσ = d†~pσd~pσ erhalten wir

K =
∑

p<pF,σ

ξ~p +
∑

p>pF,σ

ξ~p c
†
~pσc~pσ +

∑
p<pF,σ

|ξ~p | d†~pσd~pσ. (4.17)

4Beachte, dass mit εF → µ (µ chemisches Potential) der Übergang H → K gerade
dem Übergang vom kanonischen (feste Teilchenzahl) zum grosskanonischen (variable Teil-
chenzahl) Ensemble entspricht. Das thermodynamische Potential F (V, T,N) wird durch
Ω (V, T, µ) = F −µN ersetzt (tatsächlich, Ω (V, T, z) mit der Fugazität z = exp(µ/T )) und
es ist 〈N〉 = −∂Ω/∂µ bzw. µ = ∂F/∂N .
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Für die Grundzustandsenergie des gefüllten Fermisees finden wir EFS =
〈FS|H|FS〉 = 〈FS|K|FS〉+NεF = (3/5)εFN , denn

〈FS |K|FS〉 =
∑

p<pF,σ

ξ~p +

+
∑

p>pF,σ

ξ~p 〈FS|c†~pσc~pσ|FS〉︸ ︷︷ ︸
=0

+
∑

p<pF,σ

|ξ~p | 〈FS|d†~pσd~pσ|FS〉︸ ︷︷ ︸
=0

= −2
5
εFN. (4.18)

Quasiteilchen-Operatoren

Es ist etwas unangenehm, mit zwei Typen von Operatoren zu arbeiten.
Wir definieren deshalb die Quasiteilchenoperatoren α†~p ↑ und α−~p ↓ durch

Linearkombination von Erzeugern c†~p ↑ und Vernichtern c−~p ↓ (d.h. Erzeugern
eines Loches mit ~p, ↑),

α†~p ↑ = u~p c
†
~p ↑ − v~p c−~p ↓, (4.19)

α−~p ↓ = v~p c
†
~p ↑ + u~p c−~p ↓. (4.20)

Die Fermi-Antivertauschungsrelationen gelten für die neuen Operatoren α~pσ,
falls u2

~p + v2
~p = 1, was mit unserer Definition5

u~p = 1 , v~p = 0, für p > pF, (4.21)
u~p = 0 , v~p = 1, für p < pF, (4.22)

gewährleistet ist. Damit erzeugt α†~pσ für p > pF ein Elektron mit Impuls

~p und Spin σ und für p < pF ein Loch mit Impuls ~p und Spin σ. α†~pσ ist
also ein Erzeuger für Quasiteilchen mit ~p, σ für alle ~p. Das Einsetzen der
Definitionen in den Gl. (4.19) – (4.22) in Gl. (4.16) ergibt

K = H − εFN =
∑

p<pF,σ

ξ~p +
∑
~pσ

|ξ~p |α†~pσα~pσ. (4.23)

5Diese Wahl von u~p und v~p bewirkt, dass ξ~p im Hamiltonian K durch |ξ~p| ersetzt wird,
womit alle Anregungsenergien für Teilchen- und Loch Anregungen positiv werden.
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4.2 Endliche Temperaturen

Unser Ziel ist es, die Verteilungsfunktion n(ε~k) für die Gleichgewichts-
Besetzung der Zustände bei endlicher Temperatur kBT = 1/β zu finden.6

Bei T = 0 ist (im Gleichgewicht) das System im Grundzustand und wir
wissen aus dem vorigen Abschnitt, dass nur die Fermikugel besetzt ist,

n
(
ε~k, T = 0

)
= Θ

(
εF − ε~k

)
. (4.24)

Elektronen bei endlicher Temperatur T 6= 0 im thermodynamischen Gleich-
gewicht werden durch die Fermiverteilung f(ε) beschrieben,

n
(
ε~k, T

)
= f

(
ε~k
)

=
1

eβ(ε~k
−µ) + 1

. (4.25)

Ist das System nicht im thermodynamischen Gleichgewicht (z.B. in Gegen-
wart eines Temperatur Gradienten ∇T 6= 0 oder einer chemischen Kraft
∇µ 6= 0) so ist n(ε) 6= f(ε) und die Verteilungsfunktion n(ε) muss durch die
Lösung eines kinetischen Problems, z.B. der Boltzmanngleichung, bestimmt
werden.

Seien nun En und |n〉 die Energien und Eigenzustände eines Systems mit
dem Hamiltonoperator H, im fixen Volumen V und fixer Teilchenzahl N .
Dann gibt die Gibbsverteilung

wn =
1
ZN

e−En/T , ZN =
∑

n

e−En/T , (4.26)

die Wahrscheinlichkeit an, das System im Zustand |n〉 zu finden (ZN die
kanonische Zustandssumme). Der Erwartungswert der Grösse A berechnet
sich dann aus

〈A〉N =
∑

n

〈n |A|n〉wn =
∑

n

Anwn (4.27)

und das thermodynamische Potential ist F (V, T,N) = −T lnZN .

Erlauben wir zusätzlich den Teilchenaustausch mit dem Reservoir, gehen wir
zur grosskanonischen Beschreibung über: Der Transfer eines Teilchens kostet
dabei gerade die Energie E(N + 1) − E(N) = µ, die durch das chemische
Potential µ gegeben ist. Die Wahrscheinlichkeit, einen N -Teilchenzustand
|n〉 mit Energie En zu finden, ist dann7

wnN =
1
Z
e−(En−µN)/T , Z =

∑
nN

e−(En−µN)/T , (4.28)

6Wir setzen kB = 1 und messen Temperaturen in Einheiten der Energie, 1eV = 11605K.
7Beachte, dass hier En von N abhängig ist.
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mit der grosskanonischen Zustandssumme Z. Das zugehörige thermodyna-
mische Potential ist Ω(V, T, z = eµ/T ) = F − µN = −pV = −T lnZ.

Eine elegante Beschreibung ergibt sich durch die Definition des Dichteope-
rators (statistischer Operator, Dichtematrix),8

ρ̂N =
1
ZN

e−H/T , ρ̂ =
1
Z
e−K/T . (4.29)

Damit lassen sich Erwartungswerte von Operatoren A einfach schreiben als
〈A〉N = tr (ρ̂NA) bzw. 〈A〉 = tr (ρ̂A).

Sei unser System nun der einzelne Quantenzustand |~pσ〉 im Fermigas. Dieser
Zustand kann nur 0- oder 1-fach besetzt werden (Fermistatistik) und damit
wird

Z~pσ =
∑
n~pσ

e−βξ~pn~pσ = 1 + e−βξ~p , (4.30)

ρ~pσ =
1

1 + e−βξ~p
exp

(
−βξ~p c

†
~pσc~pσ

)
. (4.31)

Durch elementare Rechnung erhält man daraus die Fermiverteilung f(ε~p)
für die Besetzung des Zustandes |~pσ〉 im Gleichgewicht,

〈n~pσ〉 = tr
(
n~pσρ~pσ

)
=
∑

n

〈n|c†~pσc~pσρ~pσ|n〉 = (4.32)

=
〈
1
∣∣ρ~pσ

∣∣ 1〉 =
e−βξ~p

1 + e−βξ~p
=

1

1 + eβ(ε~p−µ)
= f(ε~p). (4.33)

Die Fermiverteilung f(ε, T ) ist in Abb. 4.5 graphisch dargestellt.

Mit limT→0 f (ε, T ) = Θ (µ− ε) erhalten wir bei T = 0 wieder die korrekte
Verteilungsfunktion für den Grundzustand. Beachte auch die scharfe Form
der Ableitung

∂f

∂ε
= − δ (ε− εF)|T=0 ≈ − δ (ε− µ)|T>0 . (4.34)

Indem wir die Besetzungszahl f(ε) aufintegrieren, erhalten wir das chemische
Potential µ(T ),

n =
N

V
=
∫ ∞

0
dερ(ε)f(ε) =

1
2π2

(
2m
~2

) 3
2
∫ ∞

0

dε
√
ε

1 + e(ε−µ)/T
=

8Vergleiche Quantenmechanik I: ρ̂N =
P

i wi|Ψi〉〈Ψi| wird im Gleichgewicht gerade

durch ρ̂N =
P

n Z
−1
N e−En/T| {z }

=wn

|n〉 〈n| = Z−1
N e−H/T P

n |n〉 〈n| gegeben.
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T > 0

T = 0
T = 0

T > 0
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Abb. 4.5: Fermiverteilung f(ε, T ) in Abhängigkeit von der Temperatur T
und ρ(ε)f(ε, T ). Die bezüglich µ symmetrische Fermifunktion wird durch
ρ(ε > µ) schwächer gewichtet als durch ρ(ε > µ). Vergleiche die besetzten
Zustände in ρ(ε)f(ε, T ) mit der Photointensität in Abb. 3.8.

=
1

2π2

(
2mT
~2

) 3
2

F (µ/T ) (4.35)

mit dem Fermiintegral

F (y) =
∫ ∞

0

dx
√
x

1 + ex−y
=
{ √

πey/2, y � −1,
2y

3
2 /3, y � 1.

(4.36)

Für Halbleiter mit y = µ/T � −1 ergibt sich

n ≈ 2
(
mT

2π~2

) 3
2

e−|µ|/T , (4.37)

während für Metalle mit y � 1 gilt:

n ≈ 2
3

4√
π

( mµ
2π~2

) 3
2 µ≈~2k2

F/2m
≈ k3

F

3π2
. (4.38)

Die nächste Ordnung in 1/y (µ� T wegen µ ∼ eV ∼ 104K � 102−103K ∼
T ) ergibt die Temperaturabhängigkeit von µ,

µ = εF

[
1− π2

12

(
T

εF

)2

+ . . .

]
; (4.39)
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beachte, dass ∆µ/µ ∼ 10−3 typischerweise (warum nimmt µ(T ) mit T ab ?
Ist auch das Gegenteil möglich ?). Mit der Energiedichte

〈ε〉 =
3
5
εF

[
1 +

5π2

12

(
T

εF

)2

+ . . .

]
(4.40)

erhalten wir die spezifische Wärme pro Teilchen,

c =
d〈ε〉
dT

=
π2

2
T

εF

, (4.41)

oder pro Volumen, wir die spezifische Wärme pro Teilchen,

Cv =
mkF

3~2
T. (4.42)
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Kapitel 5

Struktur und Antwort

5.1 Struktur des elektronischen Systems

Wir untersuchen das Elektronensystem1, indem wir die Streuung eines Teil-
chens betrachten, ~P → ~P ′ = ~P − ~q, das schwach via H ′ =

∑
i V (~ri− ~R) mit

den Elektronen am Ort ~ri wechselwirkt (vgl. Abb. 5.1; die folgende Herlei-
tung gilt auch für das wechselwirkende System). Beim Streuprozess geht das
System vom Grundzustand |0〉 mit der Energie E0 in den angeregten Zu-
stand |n〉 mit der Energie En = E0 +ωn0 und dem Impuls ~pn über. Energie-
und Impulserhaltung implizieren

(~P − ~q )2

2M
+ En =

P 2

2M
+ E0 ⇒ ωn0 = ~q · ~V − q2

2M
, (5.1)

(~P − ~q ) + ~pn = ~P +~0 ⇒ ~pn = ~q. (5.2)

Das System ist also nach dem Streuprozess durch die Quantenzahlen ~q, ω
charakterisiert.

Die Übergangswahrscheinlichkeit |0〉 → |n〉 folgt aus Fermi’s Goldener Regel,

W0,n (~q, ω) = 2π
∣∣〈n ∣∣H ′∣∣ 0〉∣∣2 δ[ω − ωn0], (5.3)

wobei die δ-Funktion die Energieerhaltung beim Energietransfer ωn0 auf das
Elektronensystem gewährleistet; beachte, dass ωn0 und ~q nicht unabhängige

1Beachte, dass diese Analyse weitgehend Systemunabhänging ist, also nicht nur für
elektronische sondern auch für andere Vielteilchensystems anwendbar ist; hier brauchen
wir die Sprache im Kontext von elektronischen Systemen, ‘pour fixer les idées’.

107
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Variabeln sondern via (5.1) verbunden sind. Die Rate W (~q, ω) erhalten wir
durch Summation über alle möglichen Endzustände |n〉. Weiter können wir
H ′ schreiben als (ρ (~r ) =

∑
i δ (~r − ~ri) bezeichnet die Elektronendichte)

H ′ =
∑

i

V (~ri − ~R ) =
∫
d3r V (~r − ~R )ρ(~r ) = (5.4)

=
∑

~q

V~q e
−i~q·~R ρ−~q (5.5)

mit

V~q =
∫
d3r V (~r )e−i~q·~r, (5.6)

ρ~q =
∑

i

e−i~q·~ri =
∑
~pσ

c†~pσc~p+~qσ; (5.7)

beachte, dass ρ~q=0 = N gerade die Teilchenzahl ergibt2 Damit erhalten wir

W (~q, ω) = 2π|V~q |2
∑

n

∣∣〈n ∣∣ρ−~q

∣∣ 0〉∣∣2 δ (ω − ωn0) . (5.10)

2Eine konsistente Definition der Fouriertransformation für ein endliches kontinuierliches
Volumen ν ist

1

ν

Z
d3r e−i~q·~r = δ~q,0, (5.8)

1

ν

X
~q

ei~q·~r = δ3(~r). (5.9)

In unserer Definition von ρ fehlt das Normierungsvolumen ν; dies entspricht der Wahl
ν = 1 für das Quantisierungsvolumen des Impulses. Entsprechend ist überall gemäss
der physikalischen Dimension die Teilchenzahl N durch die Teilchendichte n = N/ν zu
ersetzen.

0

nP , M

P−q , M

e  −System

Abb. 5.1: Streuung eines Teilchens mit Impuls ~P und Masse M an einem
Elektronensystem im Grundzustand |0〉 mit Endzuständen ~P ′ = ~P − ~q und
|n〉.
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5.1.1 Dynamischer Strukturfaktor

Indem wir den systemspezifischen Faktor in Gl. (5.10) extrahieren, erhalten
wir den dynamischen Strukturfaktor S (~q, ω),

S (~q, ω) =
∑

n

∣∣〈n ∣∣ρ−~q

∣∣ 0〉∣∣2 δ (ω − ωn0) , (5.11)

W (~q, ω) = 2π
∣∣V~q

∣∣2 S (~q, ω) . (5.12)

Mit Hilfe eines Streuexperimentes können wir damit etwas über die Struk-
tur, namentlich die Dichte-Korrelationen im elektronischen System erfahren.
Denn mit

ρ~q (t) = eiHtρ~q e
−iHt (5.13)

im Heisenberg Bild ist

S (~q, ω) =
1
2π

∫
dt
∑

n

〈
0
∣∣ρ~q

∣∣n〉 〈n ∣∣ρ−~q

∣∣ 0〉 ei(E0−En+ω)t (5.14)

=
1
2π

∫
dt
∑

n

〈
0|eiE0tρ~q e

−iEnt|n
〉︸ ︷︷ ︸

〈0|ρ~q (t)|n〉

〈
n|ρ−~q |0

〉
eiωt (5.15)

=
1
2π

∫
dt
〈
0|ρ~q (t)ρ−~q (0)|n

〉
eiωt (5.16)

=
1
2π

∫
dt S (~q, t) eiωt (5.17)

die Fouriertransformierte der dynamischen Dichte-Dichte-Korrelation

S (~q, t) =
〈
0|ρ~q (t)ρ−~q (0)|0

〉
. (5.18)

Es sind gerade diese Dichte-Korrelationen, die die Antwort (response) eines
Systems auf viele äussere Störungen bestimmen.

5.2 Antwort des elektronischen Systems

Um etwas über ein System im Gleichgewicht in Erfahrung zu bringen, unter-
suchen wir dasselbe mit einer feinen Probe (die schwache Störung soll das
System nicht weit aus dem Gleichgewicht treiben). Zum Beispiel können
wir Informationen über Dichten, Ströme oder Spins im System bekommen,
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indem wir ein geeignetes Potential an die jeweilige Grösse des Systems an-
koppeln, z.B.

H ′ =
∫
d3r ρ (~r )φ (~r, t)︸ ︷︷ ︸P

~q

R
dω
2π

ρ−~q exp(−iωt)φ~q ω

+
1
c

∫
d3r~j(~r ) · ~A(~r , t) + . . . . (5.19)

Üblicherweise treiben wir das System mit einer Mode, z.B., für eine skalare
Kopplung zwischen Potential φ und Dichte ρ,

H ′ = ρ−~q e
−iωt φ~q ω + c.c., (5.20)

und suchen eine Antwort, hier in Form einer Dichteschwankung〈
ρ−~q (t)

〉
=
〈
Ψ(t)

∣∣ρ~q

∣∣Ψ(t)
〉
, (5.21)

wobei |Ψ(t)〉 die Wellenfunktion des Systems unter dem Einfluss von H ′ ist,

i∂t |Ψ(t)〉 =
(
H +H ′) |Ψ(t)〉 . (5.22)

Mit φ(t) ∝ e−iωteηt (η → 0+, adiabatisches Einschalten) ist auch〈
ρ~q (t)

〉
=
〈
ρ~q ω

〉
e−iωteηt (5.23)

und wir können die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion definieren,

χ(~q, ω) =
〈ρ~q ω〉
φ~q ω

. (5.24)

Die Berechnung von χ folgt dem Standardverfahren der zeitabhängigen
Störungstheorie: wir starten mit dem Ansatz |Ψ(t)〉 =

∑
n an(t)e−iEnt |n〉,

an(−∞) = δn0, und evolvieren den Zustand mit der Schrödingergleichung
i∂tΨ = (H +H ′) Ψ. In erster Ordnung in φ erhalten wir nach Integration
über die Zeit (für n 6= 0)

an(t) =
∫ t

−∞
dt′ȧn

(
t′
)

=

〈
n
∣∣ρ−~q

∣∣ 0〉φ~qω

ω − ωn0 + iη
e−i(ω−ωn0+iη)t

−
〈
n
∣∣ρ~q

∣∣ 0〉φ−~q−ω

ω + ωn0 − iη
e−i(ω+ωn0−iη)t.

Aus 〈
ρ~q (t)

〉
=

〈
Ψ(t)

∣∣ρ~q

∣∣Ψ(t)
〉

=
∑

n

(〈
0
∣∣ρ~q

∣∣n〉 an(t)e−iωn0t +
〈
n
∣∣ρ~q

∣∣ 0〉 a∗n(t)eiωn0t
)
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finden wir durch Einsetzen von an(t)

〈ρ~q (t)〉 = φ~q ωe
−iωteηt

∑
n

[ |〈n|ρ−~q |0〉|2

ω − ωn0 + iη
−

|〈n|ρ~q |0〉|2

ω + ωn0 + iη

]
(5.25)

und wir finden3 die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion

χ(~q, ω) =
∑

n

|〈n|ρ−~q |0〉|2
[

1
ω − ωn0 + iη

− 1
ω + ωn0 + iη

]
=

∑
n

∣∣〈n ∣∣ρ−~q

∣∣ 0〉∣∣2 2ωn0

(ω + iη)2 − ω2
n0

. (5.26)

Der Vergleich mit Gl. (5.11) ergibt sofort4

χ (~q, ω) =
∫ ∞

0
dω′S

(
~q, ω′

) [ 1
ω − ω′ + iη

− 1
ω + ω′ + iη

]
, (5.27)

Imχ (~q, ω) = −π [S (~q, ω)− S (~q,−ω)] . (5.28)

Bemerkenswerterweise hängt die Antwort χ (~q, ω) eines Systems auf äussere
Störungen eng mit der Struktur bzw. den Korrelationen (Fluktuationen) im
System im Gleichgewicht zusammen.

5.2.1 Summenregeln

f-Summenregel

Die f -Summenregel5 für den Strukturfaktor S (~q, ω) und die Dichte-Korre-
lation χ (~q, ω) lautet (N bezeichnet die Teilchenzahl)∫ ∞

0
dω ωS (~q, ω) =

Nq2

2m
, (5.29)

χ (~q, ω →∞) =
Nq2

mω2
. (5.30)

Beweis: Die Kontinuitätsgleichung

∂tρ~q = −i
[
ρ~q,H

]
= −i~q ·~j~q, (5.31)

∂tρ = −~∇ ·~j, (5.32)
3Benutze die Zeitumkehrinvarianz: zu |n〉, En, ψn und ~q gibt es |m〉, Em = En, ψm =

ψ∗n und −~q.
4Beachte, dass S (~q,−|ω|) = 0, vgl. Gl. (5.11).
5Der Buchstabe f steht für die Oszillatorstärke, vgl. Gl. (5.38)
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die die Dichte ρ~q mit der Stromdichte

~j~q =
1
2

∑
i

(
~pi

m
e−i~q·~ri + e−i~q·~ri

~pi

m

)
(5.33)

=
∑
~k,σ

~k + ~q/2
m

c†~kσ
c~k+~qσ

(5.34)

verknüpft, ist Ausdruck der Teilchenzahlerhaltung. Weiter ist der Doppel-
kommutator [[

ρ~q,H
]
, ρ−~q

]
=
[
~q ·~j~q, ρ−~q

]
=
Nq2

m
. (5.35)

Seine Evaluation im Grundzustand ergibt〈
0
∣∣[[ρ~q,H

]
, ρ−~q

]∣∣ 0〉 =
∑

n

〈0|~q ·~j~q |n〉〈n|ρ−~q |0〉

−〈0|ρ−~q |n〉 〈n|~q ·~j~q |0〉︸ ︷︷ ︸
=−ωn0〈n|ρ~q |0〉

=
∑

n

ωn0

{
|〈n|ρ−~q |0〉|2 + |〈n|ρ~q |0〉|2

}
= 2

∑
n

ωn0|〈n|ρ−~q |0〉|2︸ ︷︷ ︸
2
∫ ∞

0
dω ωS(~q, ω)

=
Nq2

m
. (5.36)

Schliesslich ist mit Gl. (5.27)

χ(~q, ω →∞) =
2
ω2

∫ ∞

0
dω′ ω′S

(
~q, ω′

)
=
Nq2

mω2
. (5.37)

Man bezeichnet

f0n =
2m
q2
ωn0|〈n|ρ−~q |0〉|2 (5.38)

als Oszillatorstärke des Übergangs |0〉 → |n〉 und mit Gl. (5.36) gilt∑
n

f0n = N. (5.39)
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Kompressibilitäts-Summenregel

Die Kompressibilitäts-Summenregel (in Abwesenheit von langreichweitiger
Wechselwirkung)6 lautet (Beweis, siehe später)

lim
~q→0

∫ ∞

0
dω

S(~q, ω)
ω

=
N

2ms2
, (5.40)

lim
~q→0

χ(~q, 0) = − N

ms2
= −Nnκ (5.41)

mit der Teilchendichte n, der Schallgeschwindigkeit s,

s2 =
1

κmn
=
N

m

∂µ

∂N
, (5.42)

und der Kompressibilität

κ =
1
Nn

∂N

∂µ
. (5.43)

5.2.2 Analytizität, Anregungen und Kausalität

Pole und Schnitte

Wir betrachten die Analytizitätsstruktur von χ(~q, ω) in Gl. (5.26) in der
komplexen ω-Ebene. χ(~q, ω) besitzt unendlich viele7 Pole bei

ω = ±ωn0 − iη, η → 0+, (5.44)

d.h. in der unteren Hälfte C− der komplexen Ebene. Die Energien ωn0

sind gerade die Anregungsenergien |0〉 → |n〉 derjenigen Zustände |n〉, wel-
che durch die Störung φ(~q, ω) an |0〉 koppeln (→ endliche Matrixelemente
〈n|ρ−~q |0〉). Die Anregungen können individuelle Teilchen im System be-
treffen, z.B. die Paaranregungen in Abb. 4.4 mit kontinierlichem Spektrum
(Schnitte von χ(ω) bei fixem ~q ), oder kollektiver Natur sein, wie z.B. Schall-
wellen (diskrete Pole von χ(ω) bei fixem ~q ). Die Antwortfunktion χ(~q, ω)
enthält damit in ihrer Analytizitätsstruktur die Information über die Anre-
gungen im System, welche durch φ(~q, ω) aktiviert werden können.

Wir können diesen Sachverhalt folgendermassen verstehen: Sei L(ρ) die La-
grangedichte des Systems und das skalare Potential φ eine externe Störung,

6Eine korrespondierende Summenregel gilt für geladene Teilchen.
7genauer, so viele, wie es Zustände |n〉 des Vielteilchenproblems gibt.
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ω

qIm ω
Paaranregungen

kollektive Mode

Re

Abb. 5.2: Analytizität von χ in
der komplexen ω-Ebene.

welche an die Ladung ρ koppelt. Dann ergibt sich durch Variation nach ρ
die Bewegungsgleichung für ρ,

δ

δρ
(L − ρφ) = 0 ⇒ ∂L

∂ρ
− d

dt

∂L
∂ρ̇

= φ. (5.45)

Das System antwortet auf die Störung φ mit einer Deformation 〈ρ〉, welche
für kleine φ linear in φ ist. Damit erhalten wir eine ”Polarisierung” des
Systems,

〈ρ(ω)〉 = χ(ω)φ(ω), 〈ρ(t)〉 =
∫
dt′ χ(t− t′)φ(t′), (5.46)

wobei χ die Polarisierbarkeit des Systems beschreibt. Die Deformation 〈ρ〉
wird aus elementaren Anregungen aufgebaut; entsprechend muss χ die In-
formation über diese Anregungen enthalten.

Betrachte jetzt die Konsequenz eines Poles in χ(~q, ω) bei ω~q − iΓ~q. Dann
ist χ = ∞ und eine beliebig kleine Störung φ = φ0 exp(−iω~q t) exp(i~q · ~r )
erzeugt eine beliebig grosse Antwort 〈ρ〉 exp(−iω~q t) exp(i~q ·~r ). Die Schwin-
gung mit Energie ω~q und Impuls ~q ist eine Eigenschwingung des Systems
(kollektive Mode), deren Dämpfung durch den Imaginärteil Γ~q beschrieben
ist. Ebenso identifiziert man einen Schnitt in χ(~q, ω) als kontinuierliches
Spektrum der Paaranregungen. Die Abbildung 5.2 zeigt die Analytizitäts-
struktur von χ(~q, ω) bei festen ~q.

Wie kommen wir von den Polen bei ω = ±ωn0 − iη, ωn0 ∈ R, η = 0+, auf
die Analytizitätsstruktur mit Schnitten (→ Paaranregungen) und Polen (→
kollektive Moden) in C−? Die Pole ω = ±ωn0−iη liegen dicht und definieren
im thermodynamischen Limes einen Schnitt unterhalb der reellen Achse (in
der mesoskopischen Physik kann genau dieser Limes nicht vollzogen werden).
χ(ω) ist analytisch auf jeder Seite des Schnittes, χI in C+ ∪ R und χII in
C−, vgl. Abb. 5.3. Mit Gl. (5.26) folgt χI(ω) = [χII(ω − 2iη)]∗ und wegen
ImχI 6= 0 springt χ(ω) auf der reellen Achse um

χI − χII = 2i ImχI = −2πi[S(~q, ω)− S(~q,−ω)] (5.47)
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und der Strukturfaktor S (~q, ω) beschreibt gerade den Sprung in χ bzw.
Imχ am Schnitt. In der unteren komplexen Halbebene ist χ(ω) = χII(ω)
analytisch. Die Pole, welche die kollektiven Moden beschreiben, finden wir
indem wir χI(ω) durch den Schnitt in die untere Halbebene C− analytisch
zu χI

ac(ω) fortsetzen.8 Beachte, dass dann χI
ac(ω) 6= χII(ω). Insbesondere

enthält χI(ω) auf dem Schnitt bereits alle Information um χI
ac(ω) auf C− zu

finden. Es sei zum Beispiel χI ∼ a(ω)e−iδ(ω) mit

a2 =
Γ2

~q

(ω − ω~q)2 + Γ2
~q

, δ = arctan
Γ~q

ω − ω~q
,

dann hat χI bei analytischer Fortsetzung aufC− einen Pol bei ω~q−iΓ~q, χI
ac ∼

Γ~q/(ω − ω~q + iΓ~q). Beachte auch den Zusammenhang mit realen/virtuellen
Prozessen im System:

Der Imaginärteil Imχ ∝ S(~q, ω) von χ beschreibt reale dissipative Übergänge
bei denen die Energie ω und der Impuls ~q von der Probe ins System Übertra-
gen wird; der zugehörige Feynmangraph ist in Abb. 5.4 gezeigt. Diesen realen
Prozessen gegenüber stehen die virtuellen Prozesse, welche die Eigenschaf-
ten des Systems renormieren. Die beiden Prozesse hängen via Sokhotski’s
Formel 1/(x± iη) = P (1/x)∓ iπδ(x) zusammen; der Term

|〈n|ρ−~q |0〉|2

ω ∓ ωn0 + iη
(5.48)

ergibt einen Hauptwert P als Realteil und eine Delta-Funktion iπδ(ω ∓
ωn0) als Imaginärteil. Letzterer beschreibt die Energieerhaltung (Fermi’s
Goldene Regel) im realen Prozess. Das Matrixelement |〈n|ρ−~q |0〉|2 gibt die
Stärke des Überganges. Als Beispiel erinnere man sich an den Zerfall eines

8Der Index steht für analytical continuation.
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Abb. 5.3: Die Funktionen χI und
χII sind analytisch in der oberen
und unteren komplexen Halb-
ebene. Der Imaginärteil Imχ
springt über dem Schnitt. Die
Pole in χ ergeben sich aus der
analytischen Fortsetzung von χI

in die untere Halbebene.
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−q

00 0

n

P δ

n

−q

Abb. 5.4: Reale (virtuelle) Anregungen |0〉 → |n〉 (→ |0〉) mit Energie ω~q

und Impuls ~q dargestellt als Feynmangraphen (links/rechts). Mit den vir-
tuellen/realen Prozessen assoziiert ist der Hauptwert P und die δ-Funktion
welche die Energieerhaltung beschreibt.

angeregten Zustandes im Atom (realer Prozess, ergibt die Lebenszeit des
Niveaus) und dem assoziierten Lambshift (virtueller Prozess, ergibt einen
Shift des Niveaus).

Kausalität

Eine fundamentale Konsequenz der Analytizitätsstruktur ist die Kausalität.
Berechne dazu das Integral

χ(~q, t) =
∫ ∞

−∞

dω

2π
χ(~q, ω)e−iωt; (5.49)

durch Schliessen der Contour für t < 0 (t > 0) in der oberen (unteren) ω-
Halbebene, siehe Abb. 5.5, erhält man χ = 0 (χ 6= 0). Die Antwortfunktion

χ(~q, t) = Θ(t)χ(~q, t) (5.50)

ist kausal in dem Sinne, dass ein Stoss φ(~q, t) = φ~q δ(t) zur Zeit t = 0 eine
Systemantwort ρ(~q, t) = φ~q χ(~q, t) Θ(t) für positive Zeiten t > 0 erzeugt.

Kramers-Kronig-Relationen

Die Kramers-Kronig-Relationen verbinden die Real- und Imaginärteile einer
kausalen Antwortfunktion gemäss

Re [χ (~q, ω)] =
1
π

∫ ∞

−∞
dω′ Im

[
χ
(
~q, ω′

)]
P
( 1
ω − ω′

)
, (5.51)

Im [χ (~q, ω)] =
1
π

∫ ∞

−∞
dω′ Re

[
χ
(
~q, ω′

)]
P
( 1
ω − ω′

)
. (5.52)



5.3. STRUKTURFAKTOR S0( ~Q, ω) IM ELEKTRONENGAS 117

Γ

q

Im ω

Reω

< 0t

t > 0

q

Im ω

Reω

Abb. 5.5: Integrationscontouren zur Berechnung von χ(t) für negative und
positive Zeiten (links) und Contour Γ zur Berechnung der Kramers-Kronig
Relation (rechts).

Sie folgen sofort aus der Integration entlang der Contour Γ in Abb. 5.5, die
keine Singularitäten einschliesst,

0 =
∫

Γ

χ (~q, ω′)
ω − ω′

dω′. (5.53)

Beachte die Allgemeinheit der obigen Analyse: Es kopple die Störung S an
die Observble σ des Systems, H ′ = σS. Für kleines S ist die Antwort linear
in S, 〈σ〉 ∝ S und wir können die Polarisierbarkeit α = 〈σ〉/S definieren.
α enthält wie χ die Information über alle Systemanregungen, welche sich
durch S anregen lassen, d.h., welche ein Matrixelement |〈n|σ−~q |0〉|2 6= 0
besitzen. Zu α gehört dann die Strukturfunktion 〈σ(t)σ(0)〉.

5.3 Strukturfaktor S0(~q, ω) im Elektronengas

Zur Berechnung des Strukturfaktors S0(~q, ω) =
∑

n |〈n|ρ−~q |0〉|2δ(ω − ωn0

suchen wir für einen gegebenen Impuls ~q die Matrixelemente9

〈ρ−~q 〉 = 〈n|c†~p+~qσc~pσ|0〉 (5.54)

mit (|vac〉 leeres Vakuum)

|0〉 =
∏

p<pF,σ

c†~pσ|vac〉, (5.55)

ρ−~q =
∑
~pσ

c†~p+~qσc~pσ. (5.56)

9Der Index ‘0’ erinnert daran, dass diese Grössen für ein freies Elektronengas gelten.
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F Abb. 5.6: Um ~q verschobene Fermikugeln.

Das Gebiet p < pF und |~p + ~q | > pF,
in dem Teilchen-Loch-Paare mit Impuls ~q
angeregt werden können, ist schraffiert ge-
zeichnet. Abb. aus [Pin66].

Falls ~p in |0〉 besetzt ist und ~p + ~q unbesetzt, dann ist für den angeregten
Zustand |n〉 = c†~p+~qσc~pσ|0〉 mit einem von ~p nach ~p + ~q angeregen Elektron

(vgl. Abb. 5.6) das Matrixelement 〈n|c†~p+~qσc~pσ|0〉 = 1 und die zugehörige
Anregungsenergie ist

ωn0 = ω0
~p,~q =

(~p+ ~q )2

2m
− p2

2m
=
~p · ~q
m

+
q2

2m
. (5.57)

Der dynamische Strukturfaktor ist dann gegeben als

S0(~q, ω) =
∑

n

|〈n|ρ−~q |0〉|2δ(ω − ωn0) (5.58)

=
∑

p<pF,|~p+~q |>pF

1 · δ(ω − ωn0)

= V ρ(ε0F)


ω/2qv0

F, 0 ≤ ω − qv0
F ≤ −

q2

2m ,

pF
2q

[
1−

(
ω

qv0
F
− q

2pF

)2]
, −q2

2m ≤ ω − qv0
F ≤

q2

2m ,

0, q2

2m ≤ ω − qv0
F;

hier bezeichnet V das Systemvolumen und ρ(ε0F) = 3n/2ε0F) ist die Zustands-
dichte an der Fermikante, V ρ(ε0F) = 3N/2ε0F ist extensiv. Der Strukturfaktor
S0(~q, ω) ist in Abb. 5.7 skizziert; gemäss den Überlegungen im Abschnitt
5.2.2 erhalten wir damit auch sofort das Anregungsspektrum.

Das Einsetzen in Gl. (5.28) gibt uns sofort die Antwortfunktion χ0(~q, ω) des
freien e−-Gases. Die Suszeptibilität χ0 wird uns später direkt auf die Di-
elektrizitätskonstante des e−-Gases in Hartree-Fock Approximation und in
RPA (Random Phase Approximation) führen.
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Abb. 5.7: Oben: Dynamischer Strukturfaktor S0(q, ω) für das freie Elektro-
nengas: (A) q < 2pF, (B) q > 2pF, und Position im Paaranregungsspektrum.
Abb. aus [Pin66].

5.3.1 Paar- und Einteilchen-Anregungen

In der Festkörperphysik unterscheiden wir zwischen Experimenten in denen
die Teilchenzahl nicht verändert wird und Experimenten bei denen dem Sys-
tem Teilchen zugeführt oder entnommen werden. Das Anregungsspektrum
eines abgschlossenen Systems mit fixer Teilchenzahl ist durch das Paaran-
regungsspektrum, vgl. die Abbn. 4.4 und 5.7, gegeben.

Experimente, wie z.B. das Tunnelexperiment in Abb. 5.8 oder die Photo-
emission, welche die Teilchenzahl ändern, involvieren das elementare Teil-
chenanregungsspektrum, siehe Abb. 5.8. Indem wir im Tunnelexperiment die
Spannung V manipulieren, ändern wir die relative Lage des elektrochemi-
schen Potentials von Probe und Reservoir. Im Gleichgewicht hat das letzte
Teilchen in der Probe (mit Energie E(N)−E(N−1) = µ) die gleiche Energie
wie das letzte Teilchen im Reservoir. Eine Erhöhung von V drückt Elektro-
nen vom Reservoir in die Probe. Die Teilchen müssen in der Probe einen
freien Zustand finden und entsprechend ist das Teilchenanregungsspektrum
relevant. Umgekehrt liefert eine Erniedrigung von V einen Teilchentransfer
von der Probe ins Reservoir, der analog mit dem Lochanregungsspektrum
zusammenhängt. Zusammen ergibt sich das elementare Quasiteilchenanre-
gungsspektrum (single (quasi-)particle excitation spectrum) in Abb. 5.8.

Beachte die Wichtigkeit des Reservoirs, welches reversibel Teilchen der Ener-
gie µ liefern und absorbieren kann. Ganz anders dagegen geschieht der Teil-
chentransfer im Photoemissionsexperiment, wo die Elektronen aus dem Ma-
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Abb. 5.8: Schematisches Tunneln zwischen Spitze und Probe getrieben
durch die Spannung V . Rechts: Einteilchenspektrum (single particle exci-
tation spectrum) welches im Tunnelexperiment getestet wird.

terial in einem schnellen Prozess hinausgeschlagen werden. Der Prozess ist
weit weg vom Gleichgewicht, nicht reversibel und die Energiebilanzen sind
verschieden.

5.4 Struktur und Antwort bei endlichen Tempe-
raturen

Die Ausdrücke Gl. (5.11) und (5.26) für S(~q, ω) und χ(~q, ω) lassen sich leicht
auf endliche Temperaturen T > 0 verallgemeinern: Bei T > 0 ist nicht
nur der Grundzustand |0〉 besetzt, sondern im statistischen Mittel auch die
angeregten Zustände |m〉 mit der Wahrscheinlichkeit exp(−βEm). Daraus
ergibt sich an Stelle von Gl. (5.26) der Strukturfaktor in der Form

S(~q, ω) =
∑
mn

e−βEm

Z
|〈n|ρ−~q |m〉|2δ(ω − ωnm) (5.59)

mit ωnm = En − Em. Zum Beispiel gilt für das freie Elektronengas

S0(~q, ω)
∣∣∣
T=0

=
∑

p<pF,

|~p+~q |>pF

δ(ω − ω0
~p~q ), (5.60)

S0(~q, ω)
∣∣∣
T>0

=
∑

~p

n0
~p [1− n0

~p+~q ] δ(ω − ω0
~p~q ), (5.61)
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mit der Fermifunktion n0
~p = f(ε~p ). Ebenso erhalten wir anstelle von

Gl. (5.26) für die Suszeptibilität den Ausdruck

χ(~q, ω) =
∑
mn

e−βEm

Z
|〈n|ρ−~q |m〉|2

2ωnm

(ω + iη)2 − ω2
nm

; (5.62)

der Zusammenhang zwischen χ(~q, ω) und S(~q, ω) ist weiterhin gültig

χ(~q, ω) =
∫ ∞

−∞
dω′S(~q, ω)

[ 1
ω − ω′ + iη

− 1
ω + ω′ + iη

]
. (5.63)

Die Suszeptibilität χ0(~q, ω) des freien Elektronengases bei endlichen Tem-
peraturen folgt aus der Kombination von (5.61) und (5.63). Die Suszepti-
bilität χ(~q, ω) ist kausal und es gelten die Kramers-Kronig-Relationen. In
Gl. (5.62) geht das Integral jetzt auch über negative Frequenzen: Während
S(~q,−|ω|) = 0 bei T = 0, gilt jetzt i.a. S(~q,−|ω|) 6= 0 für T > 0. Dies
erklärt sich aus der Tatsache, dass das System bei endlichen Temperaturen
auch Energie an die externe Probe (das streuende Teilchen) abgeben kann.
Allerdings ist das Gewicht in S für ω < 0 exponentiell klein,

S(~q,−ω) = exp(−βω)S(~q, ω). (5.64)

Die Richtigkeit dieser Beziehung wird gezeigt, indem man im Ausdruck
(5.59) für S(~q, ω) die Indizes m und n vertauscht,

S(~q, ω) = eβωS(−~q,−ω) = eβωS(~q,−ω), (5.65)

wobei wir in der letzten Gleichung die Invarianz unter Zeitumkehr ~q → −~q
benutzt haben.

5.4.1 Fluktuations-Dissipations-Theorem

Mit Gl. (5.64) finden wir einen wichtigen Zusammenhang zwischen den Kor-
relationen im System (durch S beschrieben) und der dissipativen Antwort
des Systems (durch Imχ = χ′′ beschrieben). Zusammen mit Gl. (5.62) finden
wir

χ′′(~q, ω) = −π [S(~q, ω)− S(~q,−ω)] = −π(1− e−βω)S(~q, ω). (5.66)

Symmetrisieren ergibt

S̃(~q, ω) =
1
2

[S(~q, ω) + S(~q,−ω)] =
1 + exp(−βω)

2
S(~q, ω) (5.67)

= − 1
2π
χ′′(~q, ω) coth

(βω
2

)
. (5.68)
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Damit erhalten wir für den Korrelator

〈ρ−~q ρ~q 〉 = S(~q, t = 0) =
∫ ∞

−∞
dω e−iωt

∣∣∣
t=0

S(~q, ω) (5.69)

=
∫ ∞

−∞
dωS̃(~q, ω) = −

∫ ∞

0

d~ω
π
χ′′(~q, ω) coth

(~ω
2T

)
. (5.70)

Gleichung (5.70) ist das berühmte Fluktuations-Dissipations-Theorem
(FDT): Es verbindet die Polarisierbarkeit χ(~q, ω) = 〈ρ~qω〉/φ~qω eines Systems
unter dem Einfluss eines äusseren Feldes φ~qω mit dem Korrelator 〈ρ−~q ρ~q 〉,
der die Fluktuationen im Gleichgewicht beschreibt.

Beispiel: Elastisches Medium

Die Lagrangedichte eines elastischen Mediums mit Auslenkung u(~r, t) in d
Dimensionen ist gegeben durch

L0 =
∫
ddr

{m
2

[∂tu]2 −
c

2
[~∇u]2

}
. (5.71)

Falls weiter die externe Kraft f(~r, t) an das System koppelt, L = L0 −∫
ddr f u, erhält man die Euler-Lagrange Gleichungen

m∂2
t u− c∇2u = f. (5.72)

Die Green’sche Funktion für das Problem ist durch die Wahl einer Kraft-
quelle der Form f = δ(~r )δ(t) definiert,

[m∂2
t + η∂t − c∇2]G(~r, t) = 1, (5.73)

G(~q, ω) =
1

cq2 −mω2 − iωη
. (5.74)

Dabei beschreibt η eine Dämpfung des Mediums durch Dissipation auf
Grund der Anwesenheit zusätzlicher (in L0 vernachlässigter) Freiheitsgra-
de. Die thermischen und Quantenfluktuationen des Systems werden dann
durch den Korrelator

〈u−~q u~q 〉 =
∫ ∞

0

d~ω
π

ηω

[cq2 −mω2]2 + η2ω2
coth

(
~ω
2T

)
(5.75)

=


~
η

∞∫
0

d(ηω)2

2π
1

[cq2−mω2]2+η2ω2 , T → 0,

4T
∞∫
0

dηω
2π

1
[cq2−mω2]2+η2ω2 , T � ω

(5.76)
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beschrieben. Mit der Übersetzung φ↔ f , ρ↔ u, χ↔ G erkennen wir sofort
den Zusammenhang zwischen der mikroskopischen Analyse im Elektronensy-
stem und der entsprechenden Behandlung des makroskopischen elastischen
Systems, zwei physikalisch sehr verschiedene Themata mit der identischen
unterliegenden Lösungsstruktur.

5.4.2 Summenregeln bei endlicher Temperatur

Die Summenregeln aus Abschnitt 5.2.1 verallgemeinern sich bei endlichen
Temperatur T zu (siso bezeichnet die isoterme Schallgeschwindigkeit)∫ ∞

−∞
dω ωS(~q, ω) =

Nq2

2m
, (5.77)

lim
~q→0

∫ ∞

−∞
dω

S(~q, ω)
ω

=
N

2ms2iso
. (5.78)
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Kapitel 6

Fermi-Liquid-Theorie

6.1 Grundkonzepte

Die Fermi-Liquid-Theorie (FLT) ist eine allgemeine Theorie für entartete
Fermisysteme, z.B. das elektronische System im Festkörper oder 3He. Das
elektronische System ist atypisch: die e−-e−-Wechselwirkung (WW) ist lang-
reichweitig und es ergeben sich spezifische Besonderheiten. 3He ist dagegen
ein ungeladenes Fermisystem und damit typisch. Wir behandeln zuerst den
Fall ungeladener Systeme und gehen danach auf die Besonderheiten der
langreichweitigen Coulomb-Wechselwirkung ein.1

6.1.1 Quasiteilchen

Der Grundgedanke beim Übergang vom Fermigas (ohne WW) zur Fermi-
flüssigkeit (mit WW) ist es, den Hauptanteil der WW in die Teilchen zu in-
korporieren, so dass wir an Stelle von stark (= voll) wechselwirkenden Teil-
chen nur noch schwach wechselwirkende Quasiteilchen behandeln müssen,
vgl., die schematische Darstellung in Abb. 6.1.

Dieser Übergang von Teilchen zu Quasiteilchen kann vollzogen werden, wenn
beim Einschalten der Wechselwirkung eine bijektive Beziehung zwischen den
Eigenzuständen des nicht wechselwirkenden und des wechselwirkenden Sy-
stems etabliert werden kann,

1Das Kapitel folgt in groben Zügen der Ref.[Pin66].
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+volle WW

QT

FLT

Fermigas

+schwache WW

Abb. 6.1: Schematische Darstellung der Grundidee der Fermi-Liquid Theo-
rie (FLT): Währenddem die Fermionen im Fermigas (FG) frei/unabhängig
sind (bis auf die statistische ‘Wechselwirkung’) sind die Teilchen in der Fer-
miflüssigkeit einer starken Wechselwirkung (WW) ausgesetzt. In der FLT
werden Quasiteilchen (QT) so eingeführt, dass die effektive WW zwischen
ihnen schwach ist.

ideales nicht-ww. System → reales ww. System,
|0〉0 → |0〉,

|~p 〉0 = |0〉+ Teilchen ~p → |~p 〉 = |0〉+ Quasiteilchen ~p, (6.1)

und analog für ein freies Loch bzw., ein wechselwirkendes Quasiloch. Dabei
bezeichnen |0〉0 und |0〉 die Grundzustände des wechselwirkungsfreien und
des wechselwirkenden Systems. Das Schema bricht zusammen, wenn wir
ein “level crossing” finden, z.B., wenn der freie Grundzustand |0〉0 durch
Einschalten der Wechselwirkung in einen Zustand |0〉evol übergeht, der nicht
der echte Grundzustand des wechselwirkenden Systems ist, |0〉 6= |0〉evol.
Dies geschieht typischerweise bei Phasenübergängen, zum Beispiel ist dann
der Grundzustand des wechselwirkenden Systems:

– |0〉 = |SC〉: Supraleitender Grundzustand,

– |0〉 = |(C)DW〉: Grundzustand mit (Ladungs)Dichtewelle.

– |0〉 = |SDW〉: Grundzustand mit Spindichtewelle,

Die Quasiteilchenzustände |~p 〉, die aus den freien Teilchenzuständen ent-
stehen, sind allerdings im allgemeinen keine echten Eigenzustände des Sy-
stems; Quasiteilchen zerfallen (langsam) auf Grund der schwachen verblei-
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benden Wechselwirkung. Dieser Zerfall muss mit der Zeitskala des adia-
batischen Einschaltens der Wechselwirkung verglichen werden. Glücklicher-
weise geht die Lebensdauer der Quasiteilchen wegen der Pauliblockade wie
1/(ε− εF)2 →∞, wenn wir niederenergetische Anregungen in der Nähe der
Fermienergie betrachten,

τqp(ε) ∼
~εF

(ε− εF)2
, |ε− εF| → 0. (6.2)

Deshalb sind die Quasiteilchen nur in der Nähe der Fermienergie εF wohl
definiert und die FLT beschreibt die Niederenergiephysik des Fermisystems.

6.1.2 Energiefunktional der Fermi Flüssigkeit

Temperatur T = 0

Die T = 0-FLT wird aufgebaut auf die Verteilungsfunktion n~p und das Ener-
giefunktional

E[n~p ] = E0 +
∑

~p

ε~p δn~p +
1
2

∑
~p ~p ′

f~p ~p ′ δn~p δn~p ′ , (6.3)

wobei E0 die Energie des Grundzustandes ist. Hierbei wird die Verteilungs-
funktion n~p durch ihre Differenz zur trivialen Grundzustandsverteilungsfunk-
tion

n0
~p = f(T = 0, ε~p) = Θ(ε~p − εF) (6.4)

ausgedrückt,
δn~p = n~p − n0

~p . (6.5)

Der Ansatz (6.3) ist ein phenomenologischer; die Parameter können durch
Vergleich mit experimentellen Daten gefunden werden. Alternativ lassen sich
die Parameter aus einer mikroskopischen Betrachtung herleiten, wodurch der
phenomenologische Ansatz (6.3) mikroskopisch begründet wird. Die Ablei-
tung

ε~p =
∂E

∂(δn~p)

∣∣∣
δn~p=0

(6.6)

gibt uns die Energie des Quasiteilchens (QT) mit Impuls ~p bei δn~p = 0, d.h.
ε~p ist die Energie eines isolierten QT über dem Grundzustand. Da nur QT
mit ε~p ∼ εF interessieren, schreiben wir (für ein isotropes System)

ε~p = εF + (p− pF)vF. (6.7)
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Dabei ist vF ein neuer Parameter, währenddem pF weiterhin durch die Dichte
n des elektronischen Systems gegeben ist: im idealen Gas ist v0

F = p0
F/m, aber

im realen System ist2

vF = pF/m
∗, p3

F = 3π2n = (p0
F)3. (6.8)

Die effektive Masse m∗ berücksichtigt die Masse der mit dem Teilchen
“mitgeschleppten” Wolke anderer Teilchen.

Eine Verteilung δn~p 6= 0 welche vom trivialen Grundzustand abweicht im-
pliziert eine Veränderung der Quasiteilchen Energie,

ε̄~p = εF + (p− pF)vF +
∑
~p ′

f~p ~p ′ δn~p ′ . (6.9)

Die Parameter f~p ~p ′ beschreiben die Wechselwirkung der Quasi-Teilchen un-
tereinander. Falls δn~p (~r, t) von Ort und Zeit abhängt (Nichtgleichgewicht),
wird die QT-Energie ε̄~p (~r, t) ebenfalls orts- und zeitabhängig; das Quasiteil-
chen bewegt sich dann im Molekularfeld der anderen QT.

Endliche Temperatur T 6= 0

Beim Übergang zu endlichen Temperaturen und freier Teilchenzahl gehen
wir zur freien Energie F = E − µN über,

F = F0 +
∑

~p

(ε~p − µ) δn~p +
1
2

∑
~p ~p ′

f~p ~p ′ δn~p δn~p ′ , (6.10)

N = N0 +
∑

~p

δn~p. (6.11)

Die Gleichgewichts-Verteilungsfunktion n0
~p ist bereits nichttrivial und muss

wegen der Abhängigkeit von ε̄~p selbstkonsistent durch

n0
~p = f(T, ε̄~p) =

1
1 + eβ(ε̄~p−µ)

, (6.12)

ε̄~p = ε~p +
∑
~p ′

f~p ~p ′ δn~p ′ , (6.13)

δn~p = n0
~p (T, µ)− n0

~p (0, µ), (6.14)

2Die Relation p3
F = 3π2n wird durch das Luttinger Theorem garantiert.
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berechnet werden, da sich die angeregten Quasiteilchen im Molekularfeld
der anderen angeregten Quasiteilchen befinden. Allerdings ist3

ε̄~p − µ = ε~p − µ︸ ︷︷ ︸
∼T

+
∑
~p ′

f~p ~p ′ δn~p ′

︸ ︷︷ ︸P
~p ′ δn~p ′∝

R
dp p2δn~p ∝T 2

≈ ε~p − µ (6.15)

und damit finden wir für kleine T

n0
~p (T, µ) ≈ 1

1 + eβ(ε~p−µ)
. (6.16)

Ebenso ist εF− µ ∼ O(T 2) und wir setzen µ = εF in niedrigster Ordnung in
T .

6.1.3 Symmetrien

Durch die Ausnutzung von Symmetrien können die Kopplungen fσσ′

~p ~p ′ der
Quasiteilchen-Wechselwirkungen auf eine geringere Zahl von unabhängigen
Parametern zurückgeführt werden. Da die QT nur in der Nähe der Fer-
mifläche definiert sind, benötigen wir die Wechselwirkungen nur bei εF. Die
Zeitumkehrinvarianz (gültig in Abwesenheit eines Magnetfeldes ~H = 0) und
die Invarianz unter Inversion ergibt die beiden Beziehungen4

f(p̂, p̂ ′;σ, σ′) = f(−p̂,−p̂ ′;−σ,−σ′) = f(p̂, p̂′;−σ,−σ′). (6.17)

Dann genügt die Angabe der (anti-)symmetrischen Kombinationen fs/a
~p ~p ′ im

Spinraum definiert durch

f↑↑~p ~p ′ = fs
~p ~p ′ + fa

~p ~p ′ , (6.18)

f↓↑~p ~p ′ = fs
~p ~p ′ − fa

~p ~p ′ . (6.19)

Ist das System zusätzlich isotrop, so können wir fs/a
~p ~p ′ nach den Winkelfunk-

tionen Pl entwickeln (Pl(z) = Legendre Polynome),

f
s/a
~p ~p ′ =

∑
l=0

f
s/a
l Pl(p̂ · p̂′), (6.20)

3Die Abschätzungen sind eine Übung für den Leser. Beachte, dass
P

~p ′ |δn~p ′ |/N ∼
T/εF aber

P
~p ′ δn~p ′/N ∝ T 2.

4Die Richtung p̂ definiert den Ort auf der Fermifläche.
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p[105Pa] F s
0 F a

0 F s
1 F a

1 m∗/m

0 9.15 −0.7 5.27 −0.55 2.76

15 41.33 −0.755 9.71 −0.95 4.24

30 75.60 −0.758 13.20 −0.98 5.40

Tabelle 6.1: Landauparameter F s/a
l und m∗/m für 3He in Abhängigkeit des

Drucks p.

und in dimensionsloser Form schreiben (ρ(µ) bezeichnet die Zustandsdichte
am chemischen Potential)

F
s/a
l = ρ(µ)fs/a

l =
m∗kF

π2~2
f

s/a
l . (6.21)

Zum Beispiel gilt für die Renormierung m∗/m der Masse durch den Über-
gang von freien Teilchen zu Quasiteilchen unter Ausnützung der Galileiin-
varianz die Beziehung

m∗

m
= 1 +

F s
1

3
. (6.22)

In der Tabelle 6.1 sind die Landauparameter F s/a
0/1 und m∗/m für 3He ange-

geben.

6.2 Gleichgewichts Thermodynamik

Wir berechnen einige wichtige thermodynamische Grössen im Rahmen der
Landautheorie.

6.2.1 Spezifische Wärme

Aus der Ableitung der freien Energie5

F = F0 +
∑

~p

(ε~p − µ) δn~p︸ ︷︷ ︸
∝T 2

+
1
2

∑
~p~p ′

f~p ~p ′ δn~p δn~p ′

︸ ︷︷ ︸P
~p δn~p ∝T 2⇒∝T 4

(6.23)

5Es ist
P

~p(ε~p − µ) δn~p ∼ T
P

~p |δn~p| ∝ T 2.
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folgt die spezifische Wärme

Cv =
∂

∂T

[∑
~p

(ε~p − µ)δn~p

]
(6.24)

=
m∗kF

3~2
T

= (m∗/m)C0
v = (1 + F s

1 /3)C0
v ; (6.25)

der Ausdruck (6.24) hat die gleiche Form wie das Resultat (4.42) für
nicht wechselwirkende Fermionen, aber mit einer renormierten Dispersion
ε~p = µ+ vF (p− pF), d.h., eine via m∗/m renormierte Fermi Fermigeschwin-
digkeit vF = v0

Fm
∗/m; entsprechend wird auch die spezifische Wärme re-

normiert. Üblicherweise wird die Masse m∗ schwerer (Mitschleppen einer
Teilchenwolke) und die spezifische Wärme wird erhöht.

6.2.2 Kompressibilität

In der Thermodynamik ist die (isotherme) Kompressibilität κ allgemein ge-
geben durch6

1
κ

= −V ∂p

∂V
= −V ∂p

∂µ

∂µ

∂n

∂n

∂V
= n2∂µ

∂n
. (6.26)

Im nicht wechselwirkenden Fermigas ist

µ ≈ ~2k2
F

2m
=

~2

2m
(3π2n)

2
3 , (6.27)

∂µ

∂n
=

~2

3m
(3π2)

2
3 n−

1
3 , (6.28)

1
κ0

=
v0

F pF n

3
=

2
3
ε0Fn. (6.29)

Die Wechselwirkung in der Fermiflüssigkeit modifiziert den Zusammenhang
zwischen µ und n. Dazu berechnen wir die Änderung δµ aufgrund einer
Verschiebung δpF im Radius der Fermikugel,

δµ =
∂ε~p

∂p

∣∣∣
pF

δpF + 2
∫

d3p′

(2π)3
fs

~p ~p ′ δn~p ′ , (6.30)

mit

δn~p ′ = δ(ε~p ′ − µ) vF δpF. (6.31)
6Benutze Ndµ = −SdT + V dp; für T = const. ist Ndµ = V dp und ndµ = dp.
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Damit erhalten wir (mit 2
∫
d3p′/(2π)3 =

∫
dεp′ρ(εp′) für eine isotrope

Flüssigkeit; beide Spinwerte sind gleichermassen betroffen, weshalb der Spin-
symmetrische Parameter F s

0 auftritt)

δµ = vFδpF + 2
∫

d3p′

(2π)3
fs

~p ~p ′ δ(ε~p − µ) vF δpF︸ ︷︷ ︸
ρ(µ) fs

0 vF δpF = F s
0 vF δpF

(6.32)

und wir finden die renormierte inverse Kompressibilität (mit δpF = pFδn/3n)

1
κ

=
(1 + F s

0 )
3

pF vF n =
2(1 + F s

0 )
3

εF n =
1 + F s

0

1 + F s
1 /3

1
κ0
. (6.33)

6.2.3 Spin-Suszeptibilität χ

Das Resultat für die Spin-Suszeptibilität χ = ∂HM (M = −∂HF/V , H
Magnetfeld) lautet in einem nicht wechselwirkenden Fermigas7

χ0 = ρ(µ)µ2
B =

3
2
n

ε0F
µ2

B. (6.34)

In der Fermiflüssigkeit ergibt sich das renormierte Resultat

χ =
ρ(µ)

1 + F a
0

µ2
B =

1 + F s
1 /3

1 + F a
0

χ0. (6.35)

Beachte, dass typischerweise F a
0 < 0, d.h. die Spin-Suszeptibilität ist in der

Fermilflüssigkeit im allgemeinen auf Grund der Wechselwirkung erhöht.8

6.2.4 Schwere Fermionen

Ein besonders ausgeprägtes Beispiel für eine Fermiflüssigkeit sind die ‘schwe-
ren Fermion Systeme’. Diese Materialien enthalten Atome mit f Elektronen
(z.B. Uran oder Cer Verbindungen) die stark lokalisiert sind (f -Orbitale sind
typischerweise stark lokalisiert). Entsprechend unterliegen diese f Elektro-
nen einer starken Coulombabstossung, so dass es energetisch günstiger ist,

7Zur Herleitung: In einem Magnetfeld verschieben sich die Quasi-Teilchen Energien um
gµBHs (g = 2 Landefaktor, µB = e~/2mc, s = ±1/2), also lauten die neuen Besetzungs-
zahlen n~pσ(H) = f(ε̄~p − gµBσH/2).

8Der spin-antisymmetrische Parameter F a
0 tritt auf weil sich die Besetzungszahlen der

Elektronen mit verschiedenem Spin umgekehrt ändern, δn~p ↑ = −δn~p ↓. Was passiert bei
F a

0 → −1?
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Abb. 6.2: (Links) s- und f -Bänder ohne Coulombwechselwirkung. (Mitte)
Durch die starke Coulombabstossung auf dem f -Orbitalen wird das Orbital
zum chemischen Potential angehoben. (Rechts) Die Hybridisierung von s-
und f -Bändern führt zu flachen f -artigen Bändern mit grosser effektiver
Masse. In einem schnellen Prozess wird der f -Geist fG sichtbar.

diese Orbitale nur einfach zu besetzen (ein Elektron pro Gitterplatz, halb
gefülltes Orbital). Will man diese ‘halbe’ Besetzung des entsprechenden Ban-
des in einem Einteilchenbild beschreiben, so müssen diese Bänder bis zur
Fermienergie angehoben werden (nur dann lässt sich die teilweise Füllung
eines Zustandes via der Fermi-Verteilung beschreiben). An der Fermikante
können die Elektronen mit f -Charakter mit delokalisierten Elektronen (z.B.
s- oder p-Typ) hybridisieren, was zu sehr flachen, sogenannt (‘schweren’)
Bändern mit einer grossen effektiven Masse m∗ führt, vgl. Abb. 6.2.9

Die wichtigsten phänomenologischen Konsequenzen der grossen Masse m∗

sind eine spezifische Wärme Cv und eine Spin-Suszeptibilität χ, die um bis
zu einem Faktor ∼ 103 überhöht sind; das Verhältnis (χ/χ0)/(C0

v/Cv) =
1/(1 + F a

0 ) ist typischerweise klein, ∼ 1.6 für CeAl3.

6.3 Nichtgleichgewicht und kinetische Gleichung

6.3.1 Nichtgleichgewicht

Betrachten wir Phänomene ausserhalb des Gleichgewichts (GG), so müssen
wir eine Nicht-Gleichgewichts-Verteilung n~p berechnen. Es ist vorteilhaft,

9Genauer gesagt gilt das Argument nur auf Zeitskalen, die gross gegenüber der typi-
schen Zeitskala τdressing sind, auf der sich das neue ‘hybridisierte’ Quasiteilchen ausbildet.
In einem Photoemission Experiment gilt stattdessen, dass τem � τdressing ist (schneller
Prozess), so dass sich ein ‘f -Geist’ beobachten lässt.
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das Problem zu zerlegen in einen Anteil δn̄~p der die Abweichung vom lokalen
Gleichgewicht n0

~p (T (~r, t), µ(~r, t)) = f(ε̄~p ) beschreibt plus Rest,

δn~p = n~p − n0
~p (T = 0, µ) = (6.36)

= n~p − f(ε̄~p )︸ ︷︷ ︸
δn̄~p

+ f(ε̄~p )− f(ε~p )︸ ︷︷ ︸
∂ε~p

f (ε̄~p−ε~p )

. (6.37)

Die Abweichung δn̄~p vom lokalen Gleichgewicht lässt sich dann schreiben
als10

δn̄~p = δn~p −
∂f

∂ε~p

∑
~p ′

f~p ~p ′ δn~p ′ . (6.38)

Die Ladungs- und Stromdichten ρ(~r, t) und ~j(~r, t) ergeben sich nichttrivial
aus den Verteilungsfunktionen δn~p und δn̄~p — um sie zu berechnen, müssen
wir erst eine Transportgleichung finden.

6.3.2 Kinetische Gleichung

Während wir in der Gleichgewichts-Thermodynamik die Verteilungsfunktion
n~p aus der Fermifunktion f(ε~p ) erhalten, müssen wir im Nichtgleichgewicht
n~p von Grund auf neu berechnen. Dazu dient die kinetische Gleichung, eine
Ratengleichung, welche uns die Umverteilung der Quasiteilchen in andere
Zustände auf Grund externer Störungen beschreibt. Im allgemeinen ist dann
n~p sowohl orts- als auch zeitabhängig,

n~p = n~p (~r, t) = n0
~p + δn~p (~r, t), (6.39)

wobei n0
~p wie üblich den Grundzustand beschreibt. Die Störungen δn~p (~r, t)

sollen klein sein und können entweder durch äussere Kraftfelder oder spon-
tan (z.B. durch kollektive Moden) entstehen. Üblicherweise zerlegen wir die
Störung δn~p in ihre Fourierkomponenten,

n~p (~r, t) = n0
~p + δn~p (~q, ω) ei(~q·~r−ωt). (6.40)

Für genügend kleine Impulse ~q und Energien ω lässt sich eine derartige
Störung innerhalb der Landautheorie beschreiben, wobei die Bedingungen

~qvF � µ, ~ω � µ, (6.41)

10Bei T = 0 ergibt sich ∂f/∂ε~p → −δ(ε~p − µ).



6.3. NICHTGLEICHGEWICHT UND KINETISCHE GLEICHUNG 135

zu berücksichtigen sind. In diesem (hydrodynamischen) Bereich treten auch
keine Komplikationen aufgrund des Unschärfeprinzips auf.11 Ansonsten
müssten wir zu einer echt quantenmechanischen Beschreibung übergehen,

n~p (~r, t) −→ f(~p+ ~q/2, ~p− ~q/2), (6.42)

wobei f die Wignerfunktion ist (mit ~q konjugiert zu ~r ). In diesem Sinne ist
unsere Analyse als Entwicklung der echten Theorie in den Parametern q/kF

und ω/µ zu betrachten, wobei wir nur den führenden Term mitnehmen.

Wir leiten die Boltzmann-Transport-Gleichung (BTG) für die Landau FLT
her. Wir starten vom WW-freien System und schreiben die Teilchenzahl-
erhaltung im 6-dimensionalen Phasenraum unter Benützung der Notation
(vµ) = (~̇r, ~̇p ) und (∂µ) = (~∇~r, ~∇~p ) auf:

∂tn~p + ∂µ(vµn~p ) = 0, (6.43)

⇔ ∂tn~p + ~̇r · ~∇~r n~p + ~̇p · ~∇~p n~p = 0. (6.44)

Als nächstes schalten wir die Wechselwirkung zwischen Teilchen ein, berück-
sichtigen sie vorerst aber nur via den Streuprozessen welche sie erzeugt. Die-
se Streuprozesse führen zu einer Umverteilung in n~p, welche wir durch ein
Stossintegral berücksichtigen,

∂tn~p + ~v~p · ~∇~r n~p + ~F · ~∇~p n~p = ∂tn~p

∣∣∣
streu

. (6.45)

Der Vollständigkeit halber diskutieren wir verschiedene Stossintegrale
∂tn~p |streu, solche erzeugt durch die Teilchen-Teilchen Wechselwirkung, aber
auch diejenigen die via Streuung an Defekten oder via Streuung an Gitter-
schwingungen (Phononen) entstehen, vgl. dazu Abb. 6.4.

6.3.3 Streuprozesse

Der Streuterm ∂tn~p |streu in Gl. (6.45) kann für bestimmte Streumechanis-
men, vgl. Abb. 6.4, genauer spezifiziert werden.

Teilchen-Defekt-Streuung

Für die Teilchen-Defekt-Streuung (TD), bei der Teilchen an Störstellen mit
der Amplitude W~p ′ ~p = W~p ~p ′ von ~p nach ~p ′ gestreut werden, ergibt sich die

11Beachte, dass in Gl. (6.39) ~r und ~p scharf sind.
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in
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x
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Liouville
flow
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Abb. 6.3: Skizze der Wirkung
von Streuprozessen im Phasen-
raum. Die Streuprozesse ent-
nehmen dem Volumen ∆x∆px

am Ort x Teilchen mit Impuls
px und fügen sie dem Volumen
∆x∆p′x bei (x, p′x) zu, und um-
gekehrt.

Form

∂tn~p

∣∣∣
streu

= −
∫

d3p′

(2π)3
[W~p ′ ~p n~p −W~p ~p ′ n~p ′ ]. (6.46)

Die effektive Änderung der Teilchenzahl ist offenbar gerade die Differenz der
aus dem Zustand ~p hinaus- bzw. hineingestreuten Teilchen und die Wahr-
scheinlichkeit dieser Prozesse ist proportional zur Besetzung n~p des jeweili-
gen Ausgangszustandes, vgl. dazu auch Abb. 6.3.

Teilchen-Teilchen-Streuung

Analog gilt für die Teilchen-Teilchen-Streuung (TT) unterscheidbarer Teil-
chen

∂tn~p

∣∣∣
streu

= −
∫

d3p′

(2π)3
d3p1

(2π)3
d3p′1
(2π)3

{W~p ′~p1
′,~p ~p1

n~p n~p1

−W~p ~p1,~p ′~p1
′ n~p ′ n~p1

′}. (6.47)

Für Fermionen muss darüberhinaus das Pauliprinzip durch Faktoren 1−n~p

im Endzustand berücksichtigt werden, und zwar sowohl für TD- als auch
TT-Streuung,

[. . .] → W~p ′,~p n~p (1− n~p ′)−W~p ~p ′n~p ′(1− n~p ), (6.48)
{. . .} → W~p ′ ~p ′

1,~p~p1
n~pn~p1

(1− n~p ′) (1− n~p1
′)

− W~p ~p1,~p ′~p1
′ n~p ′n~p1

′ (1− n~p ) (1− n~p1
). (6.49)
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Abb. 6.4: Feynmangraphen für Teilchen-Defekt-, Teilchen-Teilchen-, und
Teilchen-Mode Streuprozesse, letztere für Emissions- und Absorptionspro-
zesse von Quanten (z.B., Elektron-Phonon Prozesse).

Elektron-Phonon-Streuung

Bei der Elektron-Phonon-Streuung (TPh) wird der Impuls ~p des Teilchens
unter Absorption/Emission eines Phonons ~q in den Impulszustand ~p ± ~q
gestreut; die Elektron-Phonon Wechselwirkung die diesen Prozess beschreibt
hat die Form

he−ph
~p ~q ∝ c†~p+~q c~p (a~q + a†−~q ) + c†~p c~p+~q (a−~q + a†~q ), (6.50)

aus der sich die Diagramme in Abb. 6.4 ergeben. Für das Stossintegral erhält
man den Ausdruck

∂tn~p

∣∣∣
streu

=−
∫
d3q

(2π)3
{W~p,−~q [n~p (1−n~p+~q )(1+N−~q )−n~p+~q (1−n~p )N−~q ]

+W~p,~q [n~p (1−n~p+~q )N~q − n~p+~q (1−n~p ) (1+N~q )]}. (6.51)

Die Faktoren N~q und 1+N~q sind bosonische Besetzungsfaktoren die bei der
Absorption und der (spontanen und induzierten) Emission der Phononen
auftreten.

Die Stossintegrale hängen damit im wesentlichen von den Amplituden W
und statistischen Faktoren, z.B. n~p oder N~q, ab. Oft sind in den Amplituden
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TD TT TPh
Teilchenzahl + + +

Impuls − + −
Energie + + −

Tabelle 6.2: Erhaltung von Teilchenzahl, Impuls und Energie für
Teilchen-Defekt-(TD)-, Teilchen-Teilchen-(TT)- und Teilchen-Phonon-
(TPh)-Streuung. Beachte, dass bei TT-Streuung weder Impuls noch Energie
relaxiert werden kann, bei TD-Streuung kann nur der Impuls relaxiert wer-
den. Erst die inelastischen Streuprozesse mit Phononen erlauben es dem
Teichen-/Elektronensystem Impuls und Energie abzugeben.

W noch verschiedene Erhaltungssätze implementiert, z.B., die Erhaltung
von Energie und/oder Impuls im Streuprozess, W ∝ δ(εin − εout)δ3(~p in −
~p out), vgl. Tabelle 6.2.

Schliesslich inkorporieren wir auch die Wechselwirkung in die Boltzmann
Transport Gleichung: Betrachte Gl. (6.45),

∂tn~p + ~̇r · ~∇~r n~p + ~̇p · ~∇~p n~p = ∂tn~p

∣∣∣
streu

(6.52)

mit

~̇r → ~v~p =
∂ε̄~p

∂~p
, (6.53)

~̇p → ~̇p~p = −
∂ε̄~p

∂~r
+ ~F . (6.54)

Indem wir die lokale Quasiteilchen-Energie ε̄~p (~r, t) als Quasiteilchen-
Hamiltonfunktion betrachten, erhalten wir ein molekulares Energiefeld in
dem sich die Quasiteilchen bewegen. Wir finden damit die vollständige Boltz-
mann Transport Gleichung,

∂tn~p +
∂ε̄~p

∂~p
· ∇~r n~p +

[
~F −

∂ε̄~p

∂~r

]
· ∇~p n~p = ∂tn~p

∣∣∣
streu

. (6.55)

Für ~F = 0 lässt sich die Gleichung (6.55) elegant durch die Verteilungsfunk-
tionen δn~p und δn̄~p ausdrücken: Mit

n~p = n0
~p + δn~p (~r, t) und ε̄~p = ε~p +

∑
~p ′

f~p ~p ′δn~p ′ (6.56)
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erhalten wir in niedrigster Ordnung δn~p (beachte, dass ∂tn
0
~p = 0 = ~∇~r n

0
~p)

∂tδn~p +
∂ε~p

∂~p
· ~∇~r δn~p − ~∇~pn

0
~p ·
∑
~p ′

f~p ~p ′ ~∇~r δn~p ′ = ∂tn~p

∣∣∣
streu

, (6.57)

⇒ ∂tδn~p + ~v~p · ~∇~r δn~p − ~v~p δ(ε~p − µ) ·
∑
~p ′

f~p ~p ′ ~∇~r δn~p ′ = ∂tn~p

∣∣∣
streu

,

⇒ ∂tδn~p + ~v~p · ~∇~r δn̄~p = ∂tn~p

∣∣∣
streu

. (6.58)

Die Gl. (6.57) hat eine hübsche Interpretation: Mit f~p ~p ′ = 0 erhalten wir
die übliche Boltzmann Transport Gleichung, ∂tδn~p +~v~p · ~∇~r δn~p = ∂tn~p |streu,
zurück. Der Term mit f~p ~p ′ beschreibt dann das molekulare Kraftfeld, wel-
ches treibend auf δn~p zurückwirkt. Dies wird uns auch in Abwesenheit von
Stössen eine kollektive Mode geben, den nullten Schall.

Mit diesen Transportgleichungen können wir viele (neue) Phänomene be-
schreiben. Zuerst finden wir die korrekten Ausdrücke für die Ladungs- und
Stromdichten ρ(~r, t) und ~j(~r, t). Die Fluktuationen in der Ladungsdichte
ergeben sich direkt aus der Verteilungsfunktion δn~p (~r, t),

δρ(~r, t) =
∑

~p

δn~p (~r, t). (6.59)

Die zugehörige Stromdichte folgt dann aus der Teilchenzahlerhaltung

∂tδρ+ ~∇ ·~j = 0 (6.60)

zusammen mit der Transportgleichung (6.58). Nach Integration über ~p ver-
schwindet der Stossterm und wir erhalten den Ausdruck12

~j(~r, t) =
∑

~p

δn̄~p ~v~p. (6.62)

Analog ist die Impulsstromdichte gegeben durch Παβ =
∑

~p δn̄~p pα v~pβ und
die Energiestromdichte hat die Form Qα =

∑
~p δn̄~p ε~p v~pα.

Als nächstes konzentrieren wir uns auf die kollektiven Anregungen im Fermi-
system. Im wesentlichen sind das einfache Dichte-Fluktuationen, d.h., Schall-
wellen. Wir unterscheiden 3 Typen:

12Für ein homogen bewegtes System (~q = 0) lässt sich der Strom aufgrund der Galilei-
invarianz in der Form

~j
~q=0
=

X
~p

δn~p p~p/m. (6.61)

schreiben. Der Vergleich von (6.62) und (6.61) liefert die Beziehung m∗/m = 1 + F s
1 /3.
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– gewöhnlicher, hydrodynamischer, erster Schall,

– nicht-hydrodynamischer nullter Schall,

– Plasmaoszillationen im geladenen Fermisystem.

Wir beginnen mit dem ersten Schall.

6.4 Kollektive Anregungen

6.4.1 Erster Schall, klassisches Gas

Die Wechselwirkung erscheint in Gl. (6.55) an 2 Stellen, in ε̄~p = ε~p +∑
~p ′ f~p ~p ′δn~p ′ und in δtn~p |streu. Wir nehmen an, die Streuraten seien

genügend gross als dass ∂tn~p |streu in der Lage ist, immer ein lokales Gleich-
gewicht zu erzeugen (hydrodynamischer Limes). Für eine einfache Herlei-
tung betrachten wir erst die Situation im klassischen Gas im hydrodynami-
schen Limes: Die Multiplikation von Gl. (6.45) (Teilchen-Teilchen Streuung)
mit den Faktoren A = 1, ~p, p2 und die nachfolgende Integration über ~p lie-
fert (fünf) Erhaltungsgleichungen für die Teilchenzahl (die Kontinuitätsglei-
chung), den Impuls und die Energie,

∂tn+ ∂iji = 0, (6.63)
∂tjk + ∂iΠik/m = nFk/m, (6.64)

∂tE + ∂iei = jiFi, (6.65)

mit

n =
∑

~p

n~p, ~j =
∑

~p

~v~p n~p, (6.66)

Πij =
∑

~p

v~p,iv~p,j n~p, ~e =
1
2

∑
~p

(~p · ~v~p)~v~p n~p, (6.67)

E =
1
2

∑
~p

(~p · ~v~p)n~p. (6.68)

Dabei haben wir die Erhaltungssätze
∑

~pA∂tn~p |streu = 0 benutzt. In
niedrigster Ordnung (keine Viskosität, keine Wärmeleitung) setzen wir
für n~p (~r, t) eine lokale Maxwell-Boltzmann Verteilung mit konvektiver



6.4. KOLLEKTIVE ANREGUNGEN 141

Strömung ~u(~r, t) an (fünf Freiheitsgrade),

n~p (~r, t) ≈ n(~r, t)
( m

2πT (~r, t)

)3/2
exp
[
−(~p−m~u(~r, t))2

2mT (~r, t)

]
, (6.69)

wobei die (fünf hydrodynamischen) Felder n(~r, t), T (~r, t), ~u(~r, t) langsam
in Ort und Zeit variieren. Wir setzen ~F = 0 und beschränken uns auf die
Gleichungen für die Dichte und den Impuls; zudem betrachten wir den adia-
batischen Grenzfall und können somit die Gleichung für den Entropiefluss
ignorieren. Wir erhalten das Gleichungssystem

∂tn+ ∂i(nui) = 0, (6.70)
∂t(mnu)k + ∂i(nui uk + p δik) = 0, (6.71)

∂t( 1
2
mnu2 + 3

2
nT ) + ∂i[( 1

2
mnu2 + 5

2
nT )ui] = nFiui, (6.72)

mit dem Druck (~p/m = ~u+ ~ν, ~ν = thermische Geschwindigkeiten)

p = m
∑

~p

ν2
~p n~p. (6.73)

Diese Gleichungen beschreiben nichtdissipativen Transport (keine Wärme-
leitung, keine Viskosität); Wärme wird nur via Konvektion transportiert und
entlang einer Stromlinie herrscht Adiabatizität, pv5/3 = const. entlang ei-
ner Stromlinie gemäss (6.72). Zur Lösung der Gleichungen (6.70) und (6.71)
setzen wir eine Dichte-Druck-Welle an,

~u = ~u0 e
i(~q·~r−ωt), (6.74)

n = n0 + n′ ei(~q·~r−ωt), (6.75)
p = p0 + p′ ei(~q·~r−ωt), (6.76)

und erhalten in führender Ordnung in den kleinen Amplituden n′, p′, ~u0

ω n′ − n~q · ~u0 = 0, (6.77)
ωmn~u0 − ~q p′ = 0. (6.78)

Von den 5 Unbekannten n′, p′, ~u0 können wir eine eliminieren, indem wir
ersetzen (die Gleichung (6.72) erzwingt eine adiabatische Dichte-Druck Mo-
dulation)

n′ =
∂n

∂p

∣∣∣
S

p′ = nκS p
′, (6.79)
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und wir erhalten das Eigenwertproblem:

ω nκSp
′ − n~q · û0 u0 = 0, (6.80)

~q · û0 p
′ − ωmnu0 = 0. (6.81)

Setzen wir eine transversale Welle an mit ~q · û0 = 0 so finden wir nur ei-
ne überdämpfte Mode. Andererseits finden wir eine gute longitudinale Mo-
de: Die Dispersion des longitudinalen Schalls ist durch die Säkulargleichung
det = mω2n2κS − n q2 = 0 bestimmt und man erhält

ω =
√

1
mnκS

q. (6.82)

Der Schall ist ein Wechselspiel zwischen der Massendichte ρ = mn und dem
Druck p, wobei die Schallgeschwindigkeit s gegeben ist durch

s2 =
∂p

∂ρ

∣∣∣
S

. (6.83)

Wir sehen, dass das Resultat nur von der Dichte und der Kompressibilität
abhängt und extrapolieren deshalb auf das entartete Fermigas; mit κS−κT ∼
(T/εF)2 ist κS ≈ κT = 3/pFv

0
Fn und wir erhalten

s2 ≈ 1
mnκT

=
(v0

F )2

3
; (6.84)

die Einbeziehung von Fermiflüssigkeits Korrekturen ist nichttrivial — soll
m und/oder κT renormiert werden? Wir kommen im nächsten Abschnitt
darauf zurück.

6.4.2 Erster Schall, Fermi Flüssigkeit

Die folgende Herleitung gibt uns das Resultat für den ersten Schall in der
Fermiflüssigkeit inklusive korrekter Fermiflüssigkeits-Renormierungen und
dient auch als Vorbereitung zur Behandlung des nullten Schalls. Wir starten
von Gl. (6.57), setzen eine Fouriermode an,

δn~p (~r, t) = δn~p (~q, ω) ei(~q·~r−ωt) + c.c., (6.85)

und erhalten

(−ω + ~q · ~v~p ) δn~p − (~q · ~v~p )
∂n0

~p

∂ε~p

∑
~p

f~p ~p ′δn~p ′ = ∂tn~p

∣∣∣
streu

. (6.86)
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F up
p

Abb. 6.5: Deformationsfeld u~p der
Fermifläche.

Für tiefe Temperaturen lebt δn~p nur auf der Fermifläche und wir können die
gesuchte Mode als Schwingung der Fermikugel auffassen. Wir setzen deshalb
die Form

δn~p = δ(ε~p − µ) vFu~p (6.87)

an, wobei u~p die Deformation der Fermifläche beschreibt, vgl. Abb. 6.5.
Einsetzen in Gl. (6.86) ergibt

(−ω + ~q · ~v~p )u~p + ~q · ~v~p

∑
~p ′

f~p ~p ′δ(ε~p ′ − µ)u~p ′ = ∂tn~p

∣∣∣
streu

. (6.88)

Um den ersten Schall zu erhalten, nehmen wir an, dass wir viele Streu-
prozesse haben, welche u~p auf 0 drücken, d.h., die Streuprozesse versuchen
zu jedem Zeitpunkt ein Gleichgewicht zu erzeugen. Allerdings können die
Streuprozesse weder die Teilchenzahl noch den Impuls relaxieren, weshalb
die l = 0, 1 Momente von u~p nicht verschwinden und wir deshalb ansetzen,
dass (θ = Winkel zwischen ~q und ~p )

u~p = a+ b cos θ. (6.89)

Mit den Gln. (6.20) und (6.21) finden wir für die l = 0, 1 Komponenten von
Gl. (6.88),

− ωa+
qvF

3
[1 + F s

1 /3] b = 0, (6.90)

−ωb+ qvF[1 + F s
0 ] a = 0. (6.91)

Die Bedingung det = 0 ergibt

ω2 =
v2

F

3
(1 + F s

0 )(1 + F s
1 /3) q2 (6.92)

=
(v0

F)2

3
1 + F s

0

1 + F s
1 /3

q2 (6.93)
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und damit
s2 =

1
mnκ

(6.94)

mit κ = κT gegeben durch (6.33); nur die Kompressibilität wird renormiert.
Im Metall wird die Kompressibilität durch das Elektronensystem determi-
niert (hoher Fermidruck p ∼ nεF statt p ∼ nT ), währenddessen die Mas-
sendichte durch die Ionen festgelegt wird. Mit κ−1 = (1 + F s

0 )vFpFn/3 und
m→M/Z ergibt sich das Resultat von Bohm & Staver

sM =

√
mZ

M
s

f~p ~p ′→0
−→

√
Zm

3M
v0

F. (6.95)

Mit v0
F ∼ 108 cm/s erhalten wir typische Schallgeschwindigkeiten in Metallen

im Bereich sM ∼ 106 cm/s. Im gleichen Stil berechnen wir im folgenden
Abschnitt den nullten Schall.

6.4.3 Nullter Schall

Multipolentwicklung

Wir starten von Gl. (6.57) und betrachten den Limes ohne Streuprozesse,
∂n~p |streu → 0 bzw. ωτstreu � 1. Wir definieren die Winkel

cos θ = p̂ · q̂, (6.96)
cos θ′ = p̂′ · q̂, (6.97)
cosϑ = p̂ · p̂′; (6.98)

der Winkel ϕ bezeichnet das Azimut um die Achse q̂. Mit den Ansätzen∑
~p ′

f~p ~p ′ →
∫
dΩp̂′

4π

∑
l

F
s/a
l Pl(p̂ · p̂′), (6.99)

u~p ′ → us(p̂′)± ua(p̂′), (6.100)

erhalten wir aus Gl. (6.88) die Eigenwertgleichungen für den Eigenwert λ =
ω/qvF der im Spin symmetrischen und antisymmetrischen Oszillationsmoden
us und ua der Fermifläche,13( −ω
qvF cos θ

+1
)
us/a(θ, φ)+

∫
dΩp̂′

4π

∑
l

F
s/a
l Pl(cosϑ)us/a(θ′, φ′) = 0. (6.101)

13In den spin-(anti)-symmetrischen Moden us (ua) oszillieren die Spins ↑ und ↓ mitein-
ander (gegeneinander).
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Mit dem Ansatz us/a(θ, φ) = u
s/a
lm Ylm(θ, φ) entkoppeln die Winkel φ sowie

die symmetrischen und antisymmetrischen Moden, die Drehimpulse l bleiben
aber gekoppelt. Wir erhalten damit kollektive Moden mit wohldefinierter
Spinsymmetrie (s oder a) und fester Quantenzahl m zur Rotation um den
Winkel φ, und zwar für

– m = 0 eine longitudinale Mode,

– m = 1 eine transversale Mode,

– m = 2 eine quadrupolare Mode.

Dispersion

Die Eigenwerte λ = ω/qvF bestimmen die Dispersion der individuellen Mo-
den; alle Moden sind linear und haben wohldefinierte Phasen- und Gruppen-
geschwindigkeiten, unabhängig von q (‘Schallmoden’). Die relevanten Moden
im System werden durch die Wechselwirkung zwischen den Teilchen via den
Parametern F s/a

l festgelegt. Eine allgemeine Diskussion ist nicht angebracht
und wir betrachten hier vorab den wichtigen Fall des nullten Schalls, welcher
charakterisiert ist durch die Spinsymmetrie s und nur Dichtemodulationen
(keine Spindichtemodulationen) involviert; zudem suchen wir eine longitu-
dinale m = 0 Mode. Mit diesen Vorgaben setzen wir F s

0 6= 0 und F
s/a
l = 0

sonst. Wir erhalten die Eigenwertgleichung

0 = (cos θ − λ)u+ cos θ F s
0

∫ π

0
dθ′ sin θ′

u

2︸ ︷︷ ︸
const. 6=0

, (6.102)

→ u = us
NS

cos θ
λ− cos θ

. (6.103)

Durch Einsetzen von Gl. (6.103) in Gl. (6.102) erhalten wir die Bestim-
mungsgleichung für λ,

λ

2
ln
λ+ 1
λ− 1

− 1 =
1
F s

0

. (6.104)

Wir untersuchen diese Gleichung in verschiedenen Spezialfällen:

– λ > 1: Es ergibt sich eine reelle Dispersion

ω = qλ vF (6.105)

mit Schallwellen, die schneller als vF propagieren.
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Abb. 6.6: Struktur der Lösungen λ ∈ C in Abhängigkeit von F s
0 : repul-

sive Wechselwirkung F s
0 > 0 erzeugt Schallwellen mit λ > 1; eine ne-

gative Wechselwirkung erzeugt Instabilitäten, −1 < F s
0 < 0 ⇔ λ ∈ C,

F s
0 < −1 ⇔ λ ∈ iR.

– λ� 1: Die Entwicklung in 1/λ ergibt

λ

2
ln

1 + 1/λ
1− 1/λ

≈ 1 +
1

3λ2
, (6.106)

⇒ λ =
√
F s

0 /3 � 1; (6.107)

das Resultat zeigt, dass λ� 1 konsistent ist mit einer starken Repul-
sion F s

0 > 3.

– Für λ ∼ 1 ergibt sich eine exponentielle Korrektur in 1/F s
0 ,

− 1
2

ln(λ− 1) ≈ 1
F s

0

⇒ λ = 1 + e−2/F s
0 ; (6.108)

das Resultat ist mit schwacher Repulsion, F s
0 & 0, verträglich. Bei

verschwindender Wechselwirkung F s
1 = 0 ist vF = v0

F.

– λ = iα: Der Ansatz einer rein imaginären Lösung wandelt Gl. (6.104)
um in die Relation

α arctan(1/α)− 1 =
1
F s

0

; (6.109)

für α = 0 ergibt sich der Wert F s
0 = −1 und für eine starke at-

traktive Wechselwirkung F s
0 � −1 ergibt sich eine Instabilität mit

α = ±(|F s
0 |/3)1/2 und λ rein imaginär.
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Insgesamt ergibt sich also für eine repulsive Wechselwirkung, F s
0 > 0, eine

reelle Dispersion, λ > 1, wohingegen für eine attraktive WW, F s
0 < 0, die

Mode stark gedämpft ist (λ ∈ iR für F s
0 < −1 und λ ∈ C für −1 < F s

0 < 0),
vgl. Abb. 6.6. Für ein Landau-Fermi-Liquid mit repulsiver Wechselwirkung
findet sich eine nullte Schall Mode.

Ein stark wechselwirkendes (im l = 1 Kanal) Fermi Liquid entwickelt auch
eine m = 1 spin-symmetrische transversale Mode. Hierzu ist wiederum die
Transportgleichung (6.101) zu lösen mit dem Ansatz F s

0 + F s
1 cosϑ. Ein

grosser Parameter F s
1 > 6 erzeugt genügend grosse ‘Scherkräfte’ um eine

transversale Mode zu stabilisieren (vgl. mit der Diskussion des hydrodyna-
mischen Schalles im klassischen Gas wo der Ansatz einer transversalen Mode
mit ~q · û0 = 0 trivial fehlgeschlagen ist). Für F s

1 < 6 taucht die Mode ins
Paarkontinuum und wird überdämpft (Landau Dämpfung). Weiter erwartet
man für F a

0 > 0 eine longitudinale Spinwelle.

Vergleich nullter/erster Schall

Ein Vergleich mit dem ersten Schall drängt sich auf: Der nullte Schall ent-
steht durch das von der Wechselwirkung erzeugte Molekularfeld unter der
Bedingung schwacher Streuung, d.h., ωτ � 1, so dass die Komponenten
us

l≥2 nicht durch Stösse zum Verschwinden gebracht werden. Die Oszillation
der Fermifläche ist nichttrivial (vgl. Abb. 6.7),

u = us
00

cos θ
λ− cos θ

. (6.110)

Der erste Schall entsteht dagegen (bis auf Renormierung) durch die von der
Wechselwirkung zwischen den Teilchen induzierten Stössen im hydrodyna-
mischen Limes, ωτ � 1. Die Komponenten us

l≤2 6= 0 sind alle unterdrückt
und nur die Komponenten l = 0, 1 überleben. Die Oszillation der Fermifläche
ist eine einfache Monopol/Dipol-Oszillation (vgl. Abb. 6.7),

u = us
00 + us

10 cos θ, (6.111)

λ =
√

(1 + F s
0 )/3, (6.112)

s1 =
√

(1 + F s
0 )/3 vF < s0. (6.113)

Beachte, dass der nullte Schall mit Geschwindigkeit s0 schneller ist als der
erste (Geschwindigkeit s1), vgl. Abb. 6.8.
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Abb. 6.7: Oszillationen der Fermifläche bei nulltem/erstem Schall
(links/rechts). Abb. aus [Pin66].
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Abb. 6.8: Schallgeschwindig-
keiten s0 = λ0vF und s1 =
λ1vF des nullten und ersten
Schalls in Abhängigkeit von
F s

0 . Abb. aus [Pin66].

Dämpfung des nullten und ersten Schalls

Schliesslich untersuchen wir die Rolle der Dämpfung α = Imq für den nullten
und den ersten Schall14, wobei wir zur Herleitung von α einfache Skalierungs-
argumente betrachten.15 Der nullte Schall wird durch Streuprozesse zerstört,

14Wir setzen eine gedämpfte Mode mit der Dispersion q = (ω/s) + iα an.
15Die Berechnung der Dämpfung für den ersten Schall ist ein klassisches Problem in der

Hydrodynamik; die Herleitung der hydrodynamischen Gleichungen für das klassische Gas
geht über die niedrigste Ordnung hinaus, der Stossterm wird in einer Relaxationszeitap-
proximation ∂tn~p |streu ≈ −(n~p−nMB)/τ berücksichtigt und der Ansatz für die Verteilungs-
funktion berücksichtigt den Stossterm via der Erweiterung n~p(~r, t) = (1−τD)nMB mit nMB

der lokalen Maxwell Boltzmann Verteilung (6.69), τ der Streuzeit, und D = ∂t +~v~p · ~∇~r +

(~F/m) · ~∇~p ist der Liouville Operator; damit werden dissipative Prozesse wie Viskosität
(η = nTτ) und Wärmeleitung (κ = (5n/2m)Tτ) im Transport berücksichtigt. Die Resulta-
te für das Fermiliquid findet man in Ref. [Smi89]. Um die Dämpfung des nullten und ersten
Schalls zu berechnen wird der Stossterm wiederum in einer Relaxationszeitapproximation
berücksichtigt. Für das entartete Fermigas ist die Viskosität η = (1/5)nεFτ dominant und
die Dämpfung des ersten Schalls ergibt sich zu α = 2ω2η/3mns31 = 2ω2τ/5s1(1+F s

0 ). Für
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Abb. 6.9: Experimentell
gemessener Dämpfungskoef-
fizient α(T ) (in cm−1) und
Schallgeschwndigkeit s(T )
(in m/sec) des nullten und
ersten Schalls in 3He aus
Ref. [Abe66].

währenddem der erste Schall durch deren Abwesenheit zerstört wird; ent-
sprechend erwarten wir ein Maximum in der Dämpfung bei ω ∼ 1/τ , mit
der Streurate τ−1 ∼ T 2/~εF für wechselwirkende Quasiteilchen, abhängig
von der Temperatur. Für die Dämpfung des nullten Schalls erwarten wir
eine Zunahme, für den ersten Schall eine Abnahme mit der Streurate τ−1.
Schliesslich ist die Dämpfung des ersten Schalls frequenzabhängig, wobei
hohe Frequenzen stärker dissipieren (weniger Stösse pro Zyklus). Mit diesen
Argumenten und [α] = m−1 erwarten wir, dass α0 ∼ 1/τs und α1 ∼ ω2τ/s
und die Interpolation der beiden Formeln ergibt16

α ∼ ω2τ/s

1 + ω2τ2
, (6.114)

τ−1 ∼ T 2/εF. (6.115)

Die Abb. 6.9 zeigt die experimentellen Resultate der Messungen an 3He.

den 0-ten Schall ist α = (2/5s1τ)(1 + F s
2 /5)2/(1 + F s

0 ).
16Wenn der nullte Schall in das Paaranregungsspektrum eintritt wird die Mode

überdämpft, siehe Abb. 6.10; dies ist das Phänomen der Landaudämpfung
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6.5 Anregungen im Landau-Fermi-Liquid

Wir haben im Fermigas Paaranregungen gefunden und die Wechselwirkung
in der Fermiflüssikeit hat uns zusätzlich eine (nullte) Schallmode erzeugt. Im
folgenden diskutieren wir die Gesamtheit der Anregungen im Landau-Fermi-
Liquid, vgl. Abb. 6.10, sowie deren Beitrag zum Strukturfaktor S(~q, ω):

1. Paaranregungen Wie im freien Fermigas existieren auch in der
Fermi-Flüssigkeit Paaranregungen mit ähnlichen Eigenschaften (vgl.
Abschnitt 5.3), insbesondere einem kontinuierlichen Spektrum be-
grenzt durch 0 < q < 2pF bei kleinen Energien ω und einer renormier-
ten Fermigeschwindigkeit vF. Die Anregungen (Quasiteilchen-Paare)
haben eine endliche Lebensdauer und sind wohl- (schlecht) definiert
bei kleinen (grossen) Energien ω. Die Matrixelemente 〈n|ρ−~q |0〉, wel-
che eine Paaranregung |n〉 an den Grundzustand koppeln, erreichen
nicht mehr das volle Gewicht 1 wie im Fermigas, da Oszillatorstärke
an die Multi-Paaranregungen und an die kollektive Mode abgegeben
wird.

2. Multi-Paaranregungen: erscheinen im Fermigas als unabhängige
Anregungen und geben keinen Beitrag zum (freien) Strukturfaktor
S0, da die Matrixelemente 〈n|ρ−~q |0〉 verschwinden (die Dichte invol-
viert nur zwei Operatoren und koppelt damit nur die Paaranregun-
gen an den Grundzustand). Im Fermiliquid nimmt das Matrixelement
〈n|ρ−~q |0〉 6= 0 für Multi-Paaranregungen endliche Werte an. Die Er-
haltungssätze für die Energie und den Impuls sind nicht restriktiv und
wir erhalten ein breites Kontinuum. Für kleine ω erzwingt die Pauli-
Blockade ein verschwindendes Gewicht für die n-Paaranregungen, so
dass ihr Beitrag zum Strukturfaktor klein bleibt, S(n)(~q, ω) ∝ ω2n−1,
aber mindestens ∝ ω3. Entsprechend sind für kleine Energien ω → 0
die Paaranregungen S(1)(~q, ω) ∝ ω dominant.

3. Kollektive Anregungen: Im wechselwirkenden Fermiliquid treten
kollektive Anregungen auf, z.B., der nullte Schall; die Mode hat eine
wohl definierte Dispersion und erscheint als Linie (scharfer Peak) im
Spektrum (Strukturfaktor). Ungedämpfter Schall erzeugt eine δ(ω −
λvFq)-Funktion im Strukturfaktor S(~q, ω); die Dämpfung drückt den
Pol von der reellen Achse in die untere Halbebene. Tritt die Schallmode
in das Paarkontinuum ein, so zerfällt sie in Paaranregungen und wird
überdämpft. Der Dichteoperator ρ−~q vermag |0〉 an |nSchall〉 zu koppeln.
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Beachte, dass |nSchall〉 ein einzelner Zustand ist, der die kollektive Anre-
gung aller Teilchen beschreibt und der seine Oszillatorstärke aus allen
N Teilchen bezieht. Umgekehrt ziehen die Paaranregungen jeweils Ge-
wicht aus individuellen Paaren und es gibt ∼ N solche Anregungen.
Die Gesamtheit der Paaranregungen und die kollektive Mode tragen
dann vergleichbare Oszillatorstärken bei, das heisst, die Gewichte des
Paar-kontinuums und des zur Schallmode assoziierten Peaks im Struk-
turfaktor sind vergleichbar gross.

4. Einteilchenanregungen: Wie im Fermigas, vgl. Abschnitt 5.3, tre-
ten wiederum Einteilchenanregungen auf, jedoch mit renormierter Ge-
schwindigkeit vF 6= v0

F und endlicher Lebensdauer.

6.6 Stabilität

Wir haben gesehen, dass eine attraktive Wechselwirkung im l = 0-Kanal (bei
F s

0 < −1) ein rein imaginäres λ = ±i(|F s
0 |/3)1/2 erzeugt, vgl. die Rechnung

in Abschnitt 6.4.3 und Gl. (6.104). Als Folge baut sich eine Fluktuation ∝
exp(iωt) ∼ exp(|ω|t) exponentiell auf; erst die vernachlässigten nichtlinearen
Effekte können das System in einem neuen Grundzustand stabilisieren. In
unserem Fall wird dieser Grundzustand eine permanente Dichtewelle oder
‘density wave’ (DW).17

Instabilitäten von diesem Typ können in jedem Kanal l, a, s auftreten. Das
Kriterium für die Dichtewellen-Instabilität erhalten wir aus der Tatsache,
dass für F s

0 = −1 der Eigenwert λ gerade verschwindet, λ = 0. Wir verall-
gemeinern wir dieses Kriterium und setzen ω = 0 in Gl. (6.101), woraus wir
die Beziehung

u~p +
∫
dΩp̂′

4π
Fl Pl(p̂ · p̂′ )u~p ′ = 0 (6.116)

erhalten. Wir finden Lösungen ua/s
l 6= 0, falls

F s
l = −(2l + 1), F a

l = −(2l + 1); (6.117)

die Fermiflüssigkeit ist demnach stabil, falls F a/s
l > −2l − 1. Insbesondere

ist

m∗ = m(1 + F s
1 /3) > 0 ⇔ F s

1 > −3, (6.118)
17Beachte, dass eine kommensurable DW mit q ∼ 2pF nicht durch unsere langwellen

Analyse (gültig im Limes q � qF) beschrieben werden kann.
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Abb. 6.10: Vergleich Fermigas (links) und Fermiliquid (rechts): (oben) Paar-
anregungsspektrum, (Mitte) S(~q, ω) (vgl. Abb. 4.4 und 5.7), (unten) Di-
spersion |ξ~p |. Im FL ist die Fermigeschwindigkeit vF reduziert und die Qua-
siteilchen im Paar- und Einteilchen Anregungsspektrum sind nur um die
Fermikante herum (kleine Energien) wohldefiniert. Im Fermiliquid tritt eine
kollektive Mode auf (nullter Schall) die beim Eintritt in das Paaranregungs-
spektrum überdämpft wird. Die Schallmode manifestiert sich im Struktur-
faktor.
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κ = κ0 1 + F s
1 /3

1 + F s
0

> 0 ⇔ F s
0 > −1, (6.119)

χ = χ0 1 + F s
1 /3

1 + F a
0

> 0 ⇔ F a
0 > −1. (6.120)

Ist F a
0 < −1 ergibt sich eine ferromagnetische Instabilität.

6.7 Quasiteilchen-Lebenszeiten

Auf Grund der residualen Wechselwirkung f~p~p ′ zwischen den Quasiteilchen
haben selbige nur eine endliche Lebensdauer. Wir haben mehrmals erwähnt,
dass das Quasiteilchen-Konzept nur deshalb funktioniert, weil die Streura-
ten 1/τ für Teilchen nahe der Fermifläche rasch gegen 0 gehen und deshalb
wohldefinierte Quasiteilchen-Zustände bei niedrigen Energien ∼ |ξ~p | ∼ 0
existieren. Wir wollen die single particle relaxation time (Einteilchenlebens-
dauer) τ~p berechnen, die definiert ist durch

∂n~p

∂t
= −

n~p

τ~p
. (6.121)

τ~p lässt sich aus dem Streuintegral in Gl. (6.47) berechnen via

1
τ~p1

=
∑

~p2,~p1
′,~p2

′

σ2,σ′1,σ′2

W (~p1, σ1, ~p2, σ2; ~p1
′, σ′1, ~p2

′, σ′2) δ
3(~p1+~p2−~p1

′−~p2
′),

×δ(ε1+ε2−ε′1−ε′2) δσ1+σ2,σ′1+σ′2
n2[1− n′1][1− n′2]. (6.122)

In Gl. (6.122) haben wir die Erhaltung von Impuls, Energie und Spin explizit
berücksichtigt. Die folgenden Manipulationen sind aufwändig und das End-
resultat lautet (θ ist der Kollisionswinkel im Eingangskanal, cos θ = p̂1 · p̂2)

1
τ~p

=
(m∗)3

16π4~2

〈
W

cos(θ/2)

〉
θ

(πT )2 + ξ2~p

1 + e−ξ~p/T
. (6.123)

Die Streuraten W lassen sich via Fermi’s goldener Regel bestimmen, W ∼
(2π/~)|A|2 und die Streuamplituden A folgen aus den Wechselwirkungspa-
rametern F

s/a
l . Das Auffinden des exakten Zusammenhangs W ↔ F

s/a
l ist

schwierig und nutzlos, da die F s/a
l nicht alle bekannt sind. Deshalb folgen

wir zwei Strategien:
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ξξ p T >> 1

εF

T T T
εF

T << 1ξ p

εF

T >> 1p

Abb. 6.11: Kathegorien von Quasiteilchen mit verschiedenen Lebenszeiten:
ein Quasi-Loch tief im Fermisee (links); ein thermisch angeregtes Quasiteil-
chen mit Energie ∼ T (mitte); ein ‘weit’ oberhalb des Fermisees angeregtes
Quasiteilchen mit Energie ξ~p.

– Für die allgemeine Fermi-Liquid–Beschreibung beschränken wir uns
auf dimensionale Abschätzungen, und

– für ein geladenes Fermi-Liquid (z.B., e− im Metall) wird W durch die
Coulombwechselwirkung dominiert. Wir werden das Schlussresultat im
Kap. 7 in Bornscher Näherung bestimmen.

Durch die dimensionale Abschätzung erhält man

W ∼ 2π
~
|A|2 ∼ 2π

~
|f |2 ∼ 2π

~
1
g2
F 2 ∼ ε2F

~n2
F 2 (6.124)

⇒
~/τ~p
εF

∼ 〈F 2〉
(πT )2 + ξ2~p

ε2F

1
1 + e−ξ~p/T

. (6.125)

Wir diskutieren das Resultat für die wichtigsten Fälle, vgl. Abb. 6.11,

– −ξ~p/T � 1 bzw. ε~p � µ− T , d.h., für Teilchen tief im Fermisee sind
die Quasiteilchen stabil und τ~p →∞ exponentiell in ξ~p/T .

– |ξ~p | � T , d.h., QT sind nur innerhalb einer Energieschale der Breite ∼
T um die Fermifläche angeregt. Dann ist die Breite der Quasiteilchen-
Resonanzen klein,

∆ξ
ξ
∼

~/τ~p
T

∼ T

εF

� 1. (6.126)

– ξ~p � T , d.h., die Quasiteilchen sind ‘weit’ oberhalb der Fermikante
angeregt. Dann ist

∆ξ
ξ
∼

~/τ~p
ξ~p

∼
ξ~p
εF

� 1 (6.127)
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Abb. 6.12: Schematische Streuung von ~p1 und ~p2 nach ~p1
′ und ~p2

′. Beachte,
dass wegen der Impulserhaltung, ~p1 + ~p2 = 0A = ~p ′1 + ~p2

′, der Phasenraum
stark eingeschränkt ist. Abb. aus [Pin66].

solange ξ~p � εF, d.h., in diesem Fall gibt es wohldefinierte niederener-
getische QT-Anregungen.

Der tiefere Grund für diese Stabilität der Quasiteilchen ist die Pauli-
Blockade (PB), welche den Phasenraum stark einschränkt. Zusammen mit
der Energie- und Impulserhaltung erlaubt die Pauliblockade nur Streupro-
zesse entlang der Fermioberfläche (|~pi| ∼ |~p ′i| ∼ εF), vgl. Abb. 6.12.

6.7.1 Herleitung der QT Lebenszeit – Eine Tour de Force

Hier eine Skizze der Herleitung von Gl. (6.123), für Details siehe [Pin66]:

Mit |~p1| ∼ |~p2| ∼ |~p1
′| ∼ |~p2

′| ∼ εF hängt W (~p1, σ1, ~p2, σ2; ~p1
′, σ′1, ~p2

′, σ′2)
nur noch von den Winkeln und Spins ab. Die Winkel definieren wir im
Schwerpunktssystem nach Abb. 6.13 (benutze |~p | ∼ pF und ~p1 + ~p2 = ~p1

′ +
~p2

′)

~P = ~p1 + ~p2, ~p = (~p1 − ~p2)/2, (6.128)
p ≈ 1

2 2 p1 sin(θ/2) ≈ pF sin(θ/2), (6.129)
P ≈ 2pF cos(θ/2), θ ∈ [0, π[, (6.130)
q = |~p1 − ~p1

′| ≈ pF sin(θ/2) 2 sin(φ/2) = 2p sin(φ/2). (6.131)

Für W schreiben wir dann (zähle alle möglichen Spinkonfigurationen zu
σ1 =↑ ab und nutze, dass W↑↓ = W↓↑; der Faktor 2 ist eine praktische
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Abb. 6.13: Streuung ~p1, ~p2 → ~p1
′, ~p2

′ im Schwerpunktssystem. Abb. aus
[Pin66].

Konvention; der Faktor 1/2 steht für die Mittelung über σ2)

2W (θ, ϕ) ≡ 1
2

∑
σ2,σ′1,σ′2

W (. . .) = W↑↓(θ, ϕ) +
1
2
W↑↑(θ, ϕ). (6.132)

Die Summen
∑

~p1
′
∑

~p2

∑
~p2

′ δ3(~p1 + ~p2 − ~p1
′ − ~p2

′)δ(ε1 + ε2 − ε′1 − ε′2)
ersetzen wir durch Integrale

∏
i

∫
[d3pi/(2π~)3]; ein Integral (~p2

′) fällt mit
der δ3-Funktion weg, bleiben noch 6 Integrale. Ein weiteres fällt mit der
δ-Funktion für die Energie weg, bleiben noch 5.

Um die Integrationen zu vereinfachen, schreiben wir d3p1
′d3p2 auf Energie-

und Winkelintegrale um. Wir messen ~p2 bezüglich des Polarwinkels θ zu ~p1

(siehe Abb. 6.14),
d3p2 = p2 d(p2

2/2)︸ ︷︷ ︸
m∗pFdε2

dϕ2 sin θ dθ. (6.133)

und schreiben (mit θ′1 ≈ θ/2 und ϕ dem (Streu-)winkel zwischen ~p1 und ~p1
′)

d3p′1 = m∗pFdε
′
1 sin θ′1︸︷︷︸

θ/2

dθ′1 dϕ. (6.134)

Das Winkelintegral
∫
dθ′1 schreiben wir auf ein Energieintegral

∫
dε′2 um:

mit
dp′2 = pF dθ

′
1 sin θ = (1/p′2) d(p

′
2
2
/2) = (m∗/pF) dε′2 (6.135)

erhalten wir dθ′1 = (m∗/p2
F sin θ) dε′2. Damit finden wir (sin(θ/2) =

1/2 cos(θ/2))

d3p′1 d
3p2 = (m∗)3 dε′1 dε2 dε

′
2

sin θ
2 cos(θ/2)

dθ dϕ2 dϕ (6.136)
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= d
F

θ1d p
F

θ1

θ1

p1 p2

0 A

p2

sinθdp Abb. 6.14: Geometrie zur
Berechnung der Integrale∫
d3p1

′ ∫ d3p2.

und (wir schreiben xi = ξi/T und approximieren n(xi) ≈ f(xi) = 1/[1 +
exp(xi)])

1
τ~p

=
(m∗)3

(2π~)6

∫
W (θ, ϕ)

sin θ
cos(θ/2)

dθ dϕ

∫
dϕ2 (6.137)

×T 2

∫
dx′1dx2dx

′
2 δ(x1+x2−x′1−x′2)[1− f(x1)] f(x2) [1− f(x′2)].

Das Integral
∫
dx′1dx2dx

′
2 ergibt (1/2)[1 − f(x1)](π2 + x2

1) und mit
〈W/ cos(θ/2)〉 =

∫
(dΩ/4π)W (θ, ϕ)/ cos(θ/2) finden wir Gl. (6.123).
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Kapitel 7

Geladene
Fermi-Flüssigkeiten

Die beweglichen Elektronen in Metallen bilden eine geladene Quantenflüssig-
keit beschrieben durch den Hamiltonian1

H = H0 + V (7.1)

H0 =
∑
~pσ

ε0~p c
†
~pσc~pσ, ε0~p = p2/2m,

V =
1
2

∑
~p~p ′~qσσ′

V~q c
†
~p+~qσc

†
~p ′−~qσ′c~p ′σ′c~pσ, V~q =

4πe2

q2
(1− δ~q,0);

die δ-Funktion in V~q subtrahiert den positiven homogenen Hintergrund. Der
zentrale Parameter der wechselwirkenden Elektronenflüssigkeit ist der Seitz-
radius rs = (3/4πa3

Bn)1/3; ersetzen wir darin den Bohrradius aB = ~2/me2

so erhalten wir rs als Verhältnis von kinetischer Energie εF und Coulomb
Energie εC = e2kF/π,

rs =
( 3

4π
1
a3

Bn

)1/3
=
(2π

3

)1/3 3π
4
εC

εF

(7.2)

Für kleine rs ∝ n−1/3 (i.e., bei hohen Dichten n) ist die kinetische Energie
dominant und die Beschreibung als Fermiflüssigkeit ist korrekt; wir disku-
tieren vorab dieses Gebiet hoher Dichten. Bei grossen Werten von rs (kleine

1Wir erinnern, dass wir auf ein Volumen ν = 1 normieren; die Energie V~q ergibt sich
mit korrekter Dimension aus V~q = 4πe2/q2.

159
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Dichten n) ist die Coulombwechselwirkung dominant und das Elektronen-
system zeigt vielfältige Instabilitäten, zum Beispiel eine (Wigner-) Kristall-
phase bei rs > 55 − 75 (aus Monte Carlo Simulationen) oder eine ferroma-
gnetische Instabilität in der Gegend von rs ∼ 18 (siehe dazu Ref. [Sarma05]).

Die langreichweitige Teilchen-Teilchen-Wechselwirkung V (r) ∝ 1/r, bzw.
im Fourierraum ∝ 1/q2, führt auf zahlreiche Divergenzen in der Analyse des
wechselwirkenden Systems. Als Beispiel können wir die störungstheoretische
Berechnung der Grundzustandsenergie erwähnen,

E = 〈0|H0|0〉+ 〈0|V |0〉︸ ︷︷ ︸
=E(1)=EHF

+
∑

i

〈0|V |i〉〈i|V |0〉
Ei − E0︸ ︷︷ ︸
=E(2)

+ . . . . (7.3)

In Hartree-Fock Approximation erhalten wir (mit Ryd = 13.6eV die Ryd-
bergenergie)

EHF =
∑
~pσ

εHF
~p = N

[
2.21
r2s

− 0.916
rs

]
Ryd, (7.4)

εHF
~p = ε0~p + Σx(~p ) =

p2

2m
− e2kF

π

[
1 +

p2
F − p2

2ppF

ln
∣∣∣pF + p

pF − p

∣∣∣] . (7.5)

(7.6)

Berechnen wir daraus die Gruppengeschwindigkeit ~v~p = ∂εHF
~p /∂~p bei pF, fin-

den wir eine logarithmische Singularität. Die Fermiliquid-Parameter f~pσ~p ′σ′

erhalten wir aus

εHF
~pσ =

∂EHF

∂n~pσ
= ε0~pσ −

∑
~p ′σ,

n0
~p ′σ′δσσ′V~p ′−~p = ε0~p + Σx(~p ), (7.7)

f~pσ~p ′σ′ =
∂EHF

∂n~pσ∂n~p ′σ′
= −V~p ′−~p δσσ′ =

−2πe2

p2
F − ~p · ~p ′

δσσ′ ; (7.8)

sie zeigen eine Divergenz ∝ (1− cosϑ) im Vorwärtskanal (vgl. mit der Ru-
therfordstreuung). Die Berechnung der Gleichgewichts Koeffizienten κ, χp

und cV produziert reguläre Ausdrücke für κ und χp

κ

κ0
=
χp

χ0
p

=
1

1− (αrs/π)
, α =

( 4
9π

) 1
3 ≈ 0.521, (7.9)

währenddem die (inverse) spezifische Wärme 1/cV logarithmisch divergent
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qV qV
Abb. 7.1: Diagramm für E(2) in
zweiter Ordnung in V~q.

ist.2 Das Resultat (7.9) signalisiert eine ferromagnetische Instabilität bei
rs = π/α = 6.03 (ein magnetischer Phasenübergang zweiter Ordnung bei
dem χ divergiert, eine Stoner-Instabilität; allerdings findet man schon bei
der Dichte rs = 5.45 einen erste-Ordnung Phasenübergang zum Bloch-
Ferromagnetismus wo alle Elektronen sprunghaft den Spin parallel ausrich-
ten (→ pF vergrössert sich um 21/3) und die Elektronen reduzieren via Pau-
liprinzip (Austauschloch) ihre Coulombwechselwirkung3

In 2-ter Ordnung, vgl. Abb. 7.1, stösst man in der Berechnung von E(2) auf
logarithmische Divergenzen, ebenso in höheren Ordnungen. Die störungs-
theoretische Behandlung des geladenen Systems führt demnach auf Diver-
genzen welche eine direkte Konsequenz der langreichweitigen Wechselwir-
kung V (r) ∝ 1/r, Vq ∝ 1/q2 sind. Summiert man all diese Divergenzen
auf, so erhält man allerdings wieder ein wohldefiniertes Resultat; dies ist
eine Konsequenz der Abschirmung, die schliesslich auf das (metallisch) ab-
geschirmte Coulombpotential V scr

q = Vq/(1 + λ2/q2) führt.

Die Konsequenzen der langreichweitigen Coulomb-Wechselwirkung sind viel-
seitig und wir werden einige davon aufzeigen. Wir beginnen, mit der Diskus-
sion der makroskopischen Aspekte und wenden uns dann der Mikroskopie
zu.

2Die Parameter F a
0 und F s

0 sind ebenfalls logarithmisch divergent (die Winkelintegra-
tion von f~p ~p ′ = f(cosϑ) ∝ 1/(1 − cosϑ) über den Winkel ϑ ist in Vorwärtsrichtung
logarithmisch divergent), allerdings wird diese Divergenz nicht explizit in der Berechnung
von κ und χp welche sich aus der wohldefinierten Hartree-Fock Grundzustandsenergie be-
rechnen lassen; die spezifische Wärme cV involviert Anregungungen bei T > 0. Technisch
kompensieren sich die log-Divergenzen in der Renormierung (1 + F

s/a
0 )/(1 + F s

1 /3) von κ
und χ, währenddem die Divergenz in cv ∝ 1 + F s

1 /3 erhalten bleibt.
3Die Hartree-Fock Werte für die kritischen Radien rs sind ungenau; in RPA (siehe

später) findet man rs|Stoner ≈ 18.7 und rs|Bloch ≈ 17.8, vgl. Ref. [Sarma05]).
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7.1 Dielektrizitätskonstante und Leitfähigkeit

Eine externe Ladungsdichte zρex(~r, t) erzeugt eine dielektrische Verschie-
bung ~D(~r, t),

~∇ · ~D(~r, t) = 4πz ρex(~r, t). (7.10)

Das externe Feld ~D polarisiert das Medium und erzeugt eine Polarisations-
ladung e〈ρ(~r, t)〉, welche ihrerseits einem Feld ~EP entspricht via

~∇ · ~EP = 4πe〈ρ(~r, t)〉. (7.11)

Das verbleibende elektrische Feld im Medium ergibt sich dann aus

~E = ~D + ~EP , (7.12)
~∇ · ~E = 4π[z ρex(~r, t) + e 〈ρ(~r, t)〉]. (7.13)

Die entsprechenden Ausdrücke in Fourierdarstellung sind

i~q · ~D(~q, ω) = 4πzρex(~q, ω), (7.14)
i~q · ~E(~q, ω) = 4π[zρex(~q, ω) + e〈ρ(~q, ω)〉]. (7.15)

Die Antwort ist longitudinal und wir nehmen weiter an, dass sie linear ist.
Wir können dann die Dielektrizitätskonstante ε(~q, ω) via

~E(~q, ω) =
~D(~q, ω)
ε(~q, ω)

(7.16)

definieren. Mit Gl. (7.14) und (7.15) erhalten wir daraus

ε(~q, ω) = 1 +
4πie〈ρ(~q, ω)〉
~q · ~E(~q, ω)

, (7.17)

1
ε(~q, ω)

= 1− 4πie〈ρ(~q, ω)〉
~q · ~D(~q, ω)

. (7.18)

Die Gln. (7.17) und (7.18) scheinen einerseits äquivalent, sind es andererseits
aber nicht! In einem Experiment treiben wir das System mit ~D, nicht mit
~E, da das interne Feld ~E keine experimentell zugängliche Grösse ist. Die
Gl. (7.18) liefert demnach die Systemantwort und wir sollen ε−1(~q, ω) als
Antwortfunktion auffassen.4

4Tatsächlich ist 1/ε = 1 + (4πe2/q2)χ und für Plasmonen ist ε = 0, was einem Pol in
der Antwortfunktion entspricht.
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Oft beschreiben wir die Systemantwort lieber durch Ströme als durch La-
dungen,

e〈 ~J(~q, ω)〉 = σ(~q, ω) ~E(~q, ω). (7.19)

Beachte, dass diese Definition der Leitfähigkeit σ den Strom als Antwort auf
das interne Feld ~E (nicht ~D) charakterisiert. Mit der Teilchenzahlerhaltung,

~q · 〈 ~J(~q, ω)〉 = ω〈ρ(~q, ω)〉, (7.20)

können wir die beiden longitudinalen Antwortfunktionen ε und σ verbinden,

ε(~q, ω) = 1 +
4πi σ(~q, ω)

ω
. (7.21)

Die einfachsten und wichtigsten Antworten des geladenen Elektronensystems
sind die statische Abschirmung, beschrieben durch ε(~q, 0), und die (dynami-
schen) Plasmaschwingungen, ε(0, ω), und wir wollen diese Phänomene kurz
anschauen.

7.1.1 Statische Abschirmung

Wir definieren das zu ~E gehörige skalare Potential φ,

~E = −~∇φ. (7.22)

Die Variation des effektiven chemischen Potentials µ− eφ(~r ) induziert eine
Polarisation der Elektronen (g = 3n/2εF Zustandsdichte),

〈ρ(~r )〉 ≈ −∂µn eφ(~r ) = g eφ(~r ). (7.23)

Mit Gl. (7.13) erhalten wir

q2φ(~q ) = 4π[zρex(~q )− ge2φ(~q )] (7.24)

und nach einem Rearrangement von Termen die ‘massive’ Gleichung

[q2 + λ−2
TF ]φ(~q ) = 4πzρex(~q ), (7.25)

mit der ‘Masse’/Abschirmlänge

1
λ2

TF

= 4πge2 =
6πne2

εF

. (7.26)

Aus der Lösung

φ(~q ) =
4πzρex(~q )
q2 + 1/λ2

TF

(7.27)
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erhalten wir sofort die statische Dielektrizitätskonstante

1
ε(~q, 0)

=
~q · ~E
~q · ~D

=
q2φ

4πzρex
=

q24πzρex

4πzρex(q2 + λ−2
TF )

, (7.28)

ε(~q, 0) = 1 +
1

λ2
TFq

2
. (7.29)

Typischerweise ist λ2
TFk

2
F = πεF/2e2kF ∼ Ekin/Epot ∼ 1 also λTF ∼ 1/kF ∼

1 Å. Die frei beweglichen Elektronen im Metall ‘machen die longitudinale
Elektrostatik massiv’

Vakuum → Metall (7.30)
∇2φ = −4πzρex → [∇2 − λ−2

TF ]φ = −4πzρex. (7.31)

Die Testladung z ρex = z δ(~r ) umgibt sich dabei mit einer Abschirmladungs-
ladung, so dass nur noch ein Feld

φ(~r ) =
z

r
e−r/λTF (7.32)

übrigbleibt. Das langreichweitige Potential wird kurzreichweitig und fällt auf
der Skala λTF ab; diese Abschirmskala wird durch den Wettbewerb zwischen
Ekin (Druck) und Epot (Verdrängung) bestimmt.

7.1.2 Plasmaschwingungen

Plasmaschwingungen sind eine dynamisches Phänomen, das komplementär
zur Abschirmung (ein thermodynamisches Phänomen) ist. Bringen wir bei
t = 0 eine Ladung ins System, bewegen sich die Elektronen, um diese Ladung
abzuschirmen. Dabei schiessen sie über das Ziel hinaus; unter der Voraus-
setzung, dass dieser Prozess nicht (bzw. nur schwach) durch Streuprozesse
gedämpft wird, wiederholt er sich periodisch und wir erhalten eine Schwin-
gung. In einer einfachen Analyse können wir das Elektronensystem aus der
Ruhelage auslenken und die resultierende Dynamik untersuchen.

Wir betrachten im folgenden den langwelligen (q → 0) Grenzfall: Das Aus-
lenken des homogenen Elektronengases um δx erzeugt eine Kondensator-
artige Situation (vgl. Abb. 7.2) mit elektrischem Feld

E = −4πen δx. (7.33)

Die Bewegungsgleichung der Elektronen ergibt sich aus einer Kombination
ihrer Trägheit und den äusseren elektrischen Kräften,

mδẍ = eE = −4πne2δx, (7.34)
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x δxδ

I E e

Abb. 7.2: Die Auslenkung des
Elektronengases um δx erzeugt ein
rücktreibendes elektrisches Feld
E.

mit der Lösung
δx = δx0e

−iωpt (7.35)

und ωp der Plasmafrequenz

ωp =
[
4πne2

m

] 1
2

= (7.36)

=
1√
3
vF

λTF

=
[
8
3
p2

F

2m
e2pF

π

] 1
2

=
[
8
3
εFεC

] 1
2

∼ 10 eV ∼ 1015 s−1.

Die Plasmaschwingungen sind hochfrequent (1 eV = 2.42 · 1014 s−1); Streu-
prozesse (Elektron–Elektron, Elektron–Defekte, Elektron–Phononen) haben
Raten 1/τ ∼ 1012 s−1 und sind damit typischerweise um einen Faktor 103

langsamer.5

Die Dielektrizitätskonstante ε(0, ω) für ein homogenes dynamisches Sy-
stem erhalten wir aus einer einfachen Transportanalyse: Die Schwingung
δx exp(−iωt) erzeugt einen Strom j = σ(ω)E = enδẋ = i(e2n/mω)E und
resultiert in der Leitfähigkeit6

σ(ω) =
ie2n

mω
; (7.37)

5Im Halbleiter ist die Dichte ρHL ∼ 1018cm−3 � ρM ∼ 1023cm−3 und entsprechend ist
die Plasmafrequenz ωp ∼ 10− 100 meV mit typischen Phononfrequenzen vergleichbar.

6Alternativ nutze man die Drudeformel (τ bezeichnet die Stosszeit/Transportzeit)
σ(ω) = σ0/(1− iωτ), σ0 = e2nτ/m; für ωτ � 1 erhält man σ(ω > 1/τ) ≈ ie2n/mω.
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mit Hilfe von (7.21) erhalten wir daraus unmittelbar das Resultat

ε(0, ω) = 1− 4πe2n
mω2

= 1−
ω2

p

ω2
. (7.38)

Die Plasmamode erhalten wir dann gerade als Nullstelle der Dielektrizitäts-
konstanten, ε(ω = ωp) = 0. In nächsten Abschnitt zeigen wir mit Hilfe der
Landau-Silin Transporttheorie, dass die Plasmamode bei ωp nichts anderes
als eine durch die langreichweitige Coulombwechselwirkung geliftete nullte-
Schall Mode ist.

7.2 Landau-Silin-Theorie

Was geschieht mit der Landautheorie bzw. dem nullten Schall, wenn wir
die Fermiflüssigkeit laden? Wie reagieren die kollektiven Anregungen auf
die langreichweitige Coulomb-WW? Dass der naive Zugang nicht funktio-
niert, sieht man bereits in den Wechselwirkungsparametern mit ihren Di-
vergenzen in Vorwärtsrichtung, F s/a

l ∝ 1/(1 − cos θ) (vgl. Rutherfordsche
Streuformel).7 Die Idee der Landau-Silin-(LS)-Theorie ist es, den regulären
Fermiflüssigkeitsanteil in die Landauparameter f~p~p ′ zu packen und den lang-
reichweitigen Anteil gesondert zu behandeln; f~p~p ′ enthält dann nur noch die
abgeschirmte Wechselwirkung zwischen den Quasiteilchen. Diese Idee wird
im folgenden verwirklicht.

7.2.1 Transportgleichung

Betrachte einen angeregten Zustand, der durch die Verteilungsfunktion
δn~p (~r, t) beschrieben wird. Der Zustand produziert eine mittlere Ladungs-
verteilung

e〈ρ(~r, t)〉 =
∑

~p

e δn~p (~r, t), (7.40)

welche ihrerseits ein Polarisationsfeld ~EP (~r, t) via

~∇ · ~EP (~r, t) = 4πe〈ρ(~r, t)〉 (7.41)

7Es ist

f~p ~p ′ =

Z
d3r V (~r )ei(~p−~p ′)·~r = − 2πe2

p2
F(1− p̂ · p̂ ′) ∝

1

1− cos θ
. (7.39)
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erzeugt. In der Transportgleichung für δn~p (~r, t) können wir dieses Polari-
sationsfeld als zusätzliches (externes) Kraftfeld betrachten. Übrig bleibt die
Wechselwirkung zwischen (abgeschirmten) Quasiteilchen, welche keine lang-
reichweitige Wechselwirkungskomponente mehr enthält, da letztere gerade
durch das gemittelte ~EP -Feld beschrieben wird. Die verbleibende kurzreich-
weitige Wechselwirkung beschreibt den fluktuierenden Anteil der Wechsel-
wirkung assoziiert mit den individuellen Quasiteilchen; wir beschreiben die-
se kurzreichweitige, reguläre Wechselwirkung zwischen den abgeschirmten
Quasiteilchen durch die Landauparameter f~p ~p ′ . Für die lokale Energie eines
Quasiteilchens schreiben wir wieder

ε̄~p (~r ) = ε~p +
∑

~p

f~p ~p ′ δn~p ′ , (7.42)

beachten aber, dass die Teilchen zusätzlich dem Feld ~EP unterworfen sind.
Für die Transportgleichung erhalten wir anstelle von Gl. (6.58),

∂tδn~p + ~v~p · ~∇~r δn~p (7.43)

+δ(ε~p − µ)~v~p ·
∑
~p ′

f~p ~p ′ ~∇~p δn~p ′ − δ(ε~p − µ)~v~p · e ~EP = ∂tn~p |streu.

Mit δn~p ∝ exp[i(~q · ~r − ωt)] und der Lösung von Gl. (7.11), e ~EP =
−i~q (4πe2, q2)

∑
~p δn~p, erhalten wir die Gleichung, vgl. Gl. (6.86),

(−ω+~q ·~v~p ) δn~p−~q ·~v~p δ(ε~p−µ)
∑
~p ′

[
f~p ~p ′ +

4πe2

q2

]
δn~p ′ = ∂tn~p |streu. (7.44)

Die totale Wechselwirkung zwischen den Teilchen wird dann durch die Sum-
me

ftotal = f~p ~p ′ +
4πe2

q2
(7.45)

von kurz- und langreichweitigen Komponenten f~p ~p ′ und V~q beschrieben.8

Eine langreichweitige Mode ~q → 0 hat damit eine singuläre Komponente in
der Wechselwirkung.

8Beachte, dass V~q den makroskopischen Wellenvektor ~q der Anregung und nicht die
mikroskopischen Impulse ~p der Teilchen enthält.
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q2pF0
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ω

Abb. 7.3: Shift des nullten
Schalls zur Plasmaschwin-
gung durch die langreich-
weitige Coulombwechsel-
wirkung. Paaranregungen
im grauen Bereich; tritt
die Plasmaschwingung in
das Paarkontinuum ein
so wird sie überdämpft
(Landau Dämpfung). Abb.
aus [Pin66].

7.2.2 Kollektive Moden

Longitudinal

Mit Gl. (7.44) können wir leicht untersuchen, was mit dem nullten Schall
passiert: Wir setzen ∂tδn~p |streu = 0 und führen wieder das Verschiebungsfeld
u~p der Fermifläche ein, δn~p ′ = δ(ε~p ′ − µ)vFu~p ′ . Mit f~p ~p ′ � V~q erhalten wir
(vgl. Gl. (6.102), λ = ω/qvF, F s

0 ⇔ 4πe2g/q2)

(cos θ − λ)u+ cos θ
4πe2 g
q2

∫ π

0
dθ′ sin θ′

u

2
= 0. (7.46)

Die implizite Gleichung

λ

2
ln
λ+ 1
λ− 1

=
1
F s

0

⇔ q2

4πe2 g
(7.47)

lösen wir im Limes q → 0 (⇔ F s
0 →∞, vgl. Abschnitt 6.4.3) und finden

λ2 =
F s

0

3
⇔ ω2 =

4π
3
e2

3
2
n

εF

v2
F =

4πne2

m
= ω2

p. (7.48)

Der nullte Schall transformiert sich unter der langreichweitigen Coulomb-
wechselwirkung in die Plasmaschwingung, vgl. Abb. 7.3.

Wir analysieren noch den Zusammenhang mit der Kompressibilität κ. Neh-
men wir an, wir möchten κ = [n2∂nµ]−1 für das geladene Fermisystem be-
stimmen. Im geladenen System ist eine Dichteerhöhung δn mit einer un-
endlichen Energieerhöhung δµ verbunden, solange der positive Hintergrund
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Abb. 7.4: Kollektive Moden ei-
ner geladenen Fermiflüssigkeit: bei
der hochfrequenten Plasmamode
vermag der ionogene Hintergrund
nicht zu folgen und wir erhal-
ten ein Gap; bei der langsamen
Schallmode folgen die Ionen der
Schwingung der Elektronen.

nicht mit deformiert wird; bei einem steifen Hintergrund ist κ = 0 und
das Elektronensystem ist inkompressibel. Eine Schallmode hätte somit eine
Schallgeschwindigkeit s2 ∝ 1/κ → ∞. Da für die hochfrequente Plasma-
schwingung der Hintergrund (ausgeschmierte Ionen) als statisch betrachtet
werden kann (mIon � me), setzt die Plasmaschwingung bei endlichen hohen
Frequenzen ein.

Andererseits ist der Hintergrund in Wirklichkeit kompressibel. Eine Dich-
teschwankung ρ(~r ) erzeugt dann eine Dichteschwankung ρH(~r ) im Hinter-
grund, deren Ladung −eρH(~r ) ein Polarisationsfeld ~EH erzeugt. Im Limes
κH � κe kann der Hintergrund (fast) perfekt folgen und die beiden Pola-
risationsfelder kompensieren einander, ~EH + ~EP ≈ 0. Die Kompressibilität
des Elektronensystems ist dann allein durch die Landau Parameter f~p ~p ′ der
abgeschirmten Quasiteilchen bestimmt (∂nµ = mpF/π

2~2),

κ =
1
n2

mpF

π2~2

1 + F s
1 /3

1 + F s
0

= κ0
1 + F s

1 /3
1 + F s

0

. (7.49)

Nehmen wir also eine niederfrequente kollektive Mode an, bei der sich der
Hintergrund mit dem geladenen Fermisystem deformiert, so erhalten wir
einen konventionellen Schall mit Schallgeschwindigkeit s ∼ 1/

√
κ. Berück-

sichtigen wir noch die Masse des Hintergrundes in der Kinematik der Schwin-
gung, so erhalten wir das Bohm-Staver-Resultat

s2 =
1

(M/Z)nκ
=
Zm

M

1
mnκ

. (7.50)

Zusammenfassung: Verbinden wir die geladene Elektronenflüssigkeit und die
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geladene Ionenflüssigkeit, so mischen sich deren kollektive Moden in eine
(vgl. Abb. 7.4)

– hochfrequente Plasmamode (Hintergrund/Ionen können nicht folgen,
κ = 0, s = 0, endliches Gap ωp > 0), und eine

– niederfrequente Schallmode (Hintergrund/Ionen können folgen, die
endliche Kompressibilität κ = κ0(1 + F s

1 /3)/(1 + F s
0 ) der Elektronen-

flüssigkeit ist dominant da Te ∼ εF � TH, andererseits ist die Masse
M der Ionen ist dominant, M � m, und es ergibt sich eine endliche
Schallgeschwindigkeit s <∞, kein Gap).

~q 6= 0-Plasmaschwingungen

Bei grossen q können wir f~p ~p ′ nicht gegen 4πe2/q2 vernachlässigen und die
Plasmamode geht in den nullten Schall über. Die Abschätzung ωp ∼ vFq
ergibt, dass dies erst bei grossen q ∼ 1/λTF ∼ pF der Fall ist, wo unsere
hydrodynamische Theorie nicht mehr brauchbar ist. Darüberhinaus dringt
der Plasmaast bereits früher in das Paaranregungsspektrum ein und wir
erhalten Landaudämpfung, vgl. Abb. 7.3. Die genaue Dispersion der Plas-
maschwingungen erhalten wir später aus den Nullstellen der Dielektrizitäts-
konstanten9 ε(~q, ω) [⇔ Pole von ε−1(~q, ω) = 1 + (4πe2/q2)χ(~q, ω) bzw. Pole
von χ(~q, ω)].

Transversal

Wir können uns fragen, wie andere (vom nullten Schall verschiedene) kol-
lektive Moden auf die langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung reagieren:

9Dass die Nullstellen von ε gerade Dichteschwingungen des Systems ergeben, findet
man leicht aus folgender makroskopischen Betrachtung: Mit

∂tρ+ ~∇ · ~J = 0 ⇒ ~q · ~J = ωρ, (7.51)

~∇ · ~E = 4πρ ⇒ i~q · ~E = 4πρ, (7.52)

~J = σ ~E ⇒ ~q · ~J = σ ~q · ~E, (7.53)

finden wir die Modengleichung

(~q · ~J ) (1 + 4πiσ/ω)| {z }
ε(~q,ω)

= 0, (7.54)

und wir erhalten longitudinale Plasmaschwingungen mit ~q · ~J 6= 0, falls ε(~q, ω) = 0.



7.3. TRANSPORTANALYSE 171

Moden mit m ≥ 1 (transversale Moden mit m = 1; quadrupolare Mo-
den mit m = 2, etc.) zeigen keine Dichteoszillationen und das Polarisa-
tionsfeld verschwindet, ~EP = 0. Die Moden mit m ≥ 2 bleiben gänz-
lich unverändert. Für m = 1 treten bei den transversalen symmetrischen
Moden (m = 1, s) zwar keine Ladungsfluktuationen, aber transversale
Ströme auf, d.h., die elektromagnetischen Felder wirken auf die Mode zurück
und die Transportgleichung muss selbstkonsistent mit den Maxwellgleichun-
gen gelöst werden. Erstere liefert die transversale Dielektrizitätskonstante
ε⊥(~q, ω) (bzw. σ⊥(~q, ω)) und die (transversalen) Maxwellgleichungen erge-
ben die Wellengleichung für die elektromagnetische Strahlung im Medium,
[(ε⊥(~q, ω)/c2) ∂2

t −∇2] ~A(~q, ω) = 0. Die Berechnung der Nullstellen der Wel-
lengleichung ω2ε⊥(~q, ω)−c2q2 ergibt dann die transversalen Moden der gela-
denen Fermiflüssigkeit; für ω � vFq ist ε⊥(~q ∼ 0, ω) ≈ 1−ω2

p/ω
2(= ε‖) und

wir erhalten eine Lichtmode (Photon) ω(q) =
√
ω2

p + c2q2 mit einem Gap
ωp, vgl., Abb. 7.5. Bei kleinen Wellenlängen cq � ωp koppelt die Lichtmode
nur schwach an die Elektronen und die Dispersion ist lichtartig, ω ∼ cq, bei
kleinen Frequenzen cq � ωp ist die Kopplung zu den Elektronen stark und
die Dispersion wird dramatisch korrigiert, ω ∼ ωp. Für ω < ωp kann das
Licht nicht im Medium propagieren und wird demnach reflektiert (dies ist
der Ursprung des metallischen Glanzes; der Wert von ωp (und Eigenschaften
der Bandlücken) ergeben die Farbe des Metalles.

Wie bereits im Abschnitt 6.4.3 erwähnt existiert in einem neutralen Sy-
stem für genügend starke Wechselwirkung F s

1 > 6 eine m = 1 spin-
symmetrische transversale Mode. Für schwache Kopplung zum Elektroma-
gnetismus (qc � ωp) ergibt sich keine grosse Modifikation dieser Mode;
im Limes qc � ωp starker Kopplung wird die tiefliegende Mode von der
Photonmode abgestossen und ins Paarkontinuum gedrückt, vgl. Abb. 7.5;
für q < ω/c wird die tiefliegenden transversale Mode via Landaudämpfung
zerstört.

7.3 Transportanalyse

In einer zweiten Runde berechnen wir die Antwortfunktionen ε(~q, ω) und
σ(~q, ω) via der Transportgleichung (vgl. (6.58)

− ω δn~p + ~q · ~v~p δn̄~p + iδ(ε~p − µ) e ~E · v~p = 0, (7.55)

wobei wir den Stossterm ignoriert haben, eine Approximation gültig im Be-
reich ω > 1/τ , q > 1/l mit τ der typischen Stosszeit und l = vFτ der
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Abb. 7.5: Transversale kollekti-
ve Moden einer geladenen Fer-
miflüssigkeit: für ω � vFq er-
gibt sich eine lichtartige Mode
mit einem Gap gegeben durch
die Plasmafrequenz ωp. Die tieflie-
gende transversale Mode erzeugt
durch den Landauparameter F s

1 >
6 wird im Bereich starker elek-
tromagnetischer Kopplung (d.h.,
für qc � ωp) ins Paarkontinu-
um gedrängt und verschwindet via
Landaudämpfung.

mittleren freien Weglänge. Das elektrische Feld ~E ist ein selbst-konsistentes
inneres ~E-Feld, longitudinal oder transversal, und wir berechnen die durch
dieses Feld induzierten Ladungen oder Ströme10 (vgl. (6.59), (6.62) und
(6.61))

eρ = 2e
∑

~p

δn~p (7.56)

e ~J = 2e
∑

~p

δn̄~p ~v~p
~q=0
= 2e

∑
~p

δn~p p~p/m. (7.57)

Der Quotient zwischen induzierten Ladungen (Ströme) und dem treiben-
den longitudinalen (transversalen) Feld gibt uns dann die Antwortfunktion
ε (σ). Schliesslich bemerken wir noch, dass die Beziehung zwischen der Di-
elektrizitätskonstanten ε und der Leitfähigkeit σ sowohl für longitudinale als
auch für transversale Felder gilt: in einem isotropen Medium ist (mit ~q in
1-Richtung)

[ε(~q, ω)]µν =

 ε‖(~q, ω) 0 0
0 ε⊥(~q, ω) 0
0 0 ε⊥(~q, ω)


= 1 +

4πi
ω

 σ‖(~q, ω) 0 0
0 σ⊥(~q, ω) 0
0 0 σ⊥(~q, ω)

 . (7.58)

10Der zweite Ausdruck für den Strom gilt (wegen der Galileiinvarianz) für das homogen
bewegte System wo keine internen Ströme fliessen.
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vF q

ω

q0

Abb. 7.6: Bereich q = 0, qvF � ω, ω 6= 0
im ω − q Diagramm.

7.3.1 Limes qvF � ω

Betrachte zuerst den Limes q = 0, qvF � ω, ω 6= 0, vgl. Abb. 7.6.

Die Lösung der Transportgleichung (7.55)

δn~p (0, ω) =
ie ~E · ~v~p

ω
δ(ε~p − µ) (7.59)

hängt nicht von ~q ab. Dabei geben longitudinale ( ~E ‖ ~q ) und transversale
( ~E ⊥ ~q ) Felder die gleiche ‘optische’ (ω = cq � vFq im optischen Bereich)
Antwort. Im Ausdruck Gl. (7.57) für den Strom e ~J gibt nur der Anteil l = 1
einen Beitrag und mit δn̄1 = δn1(m∗/m) finden wir (m∗vF = pF, 3π2n = p3

F;
alternativ nutze man den Stromausdruck für ein Galilei-Invariantes System.)

e ~J = 2e
∑

~p

δn̄~p ~v~p

= 2ie2
m∗

m

∫
d3p

(2π)3
( ~E · ~v~p )~v~p

ω
δ(ε~p − µ) (7.60)

=
ie2

π2

m∗

m

1
ωvF

∫
p2dp

∫
dΩp̂

4π
( ~E · ~v~p )~v~p δ(p− pF) (7.61)

=
ie2

3π2

m∗

m

1
ωvF

p2
Fv

2
F
~E =

iNe2

mω
~E; (7.62)

damit ergeben sich die Leitfähigkeiten (σ = J/E) und Dielektrizitätskon-
stanten

σ‖,⊥(q ∼ 0, ω � vFq) =
ine2

mω
, (7.63)

ε‖,⊥(q ∼ 0, ω � vFq) = 1−
ω2

p

ω2
. (7.64)
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vF q

ω

q0

Abb. 7.7: Bereich q 6= 0, qvF � ω, ω 6= 0
im ω − q Diagramm.

Damit haben wir die optische Leitfähigkeit bei hohen Frequenzen und die
Signatur der Plasmaschwingungen in der Dielektrizitätskonstanten gefun-
den. Beachte, dass hier die nackte Masse m und nicht die effektive Masse
m∗ eingeht.

7.3.2 Limes ω � qvF

Als nächstes studieren wir den Limes q 6= 0, ω = 0, ω � qvF, vgl. Abb. 7.7.

Die Lösung der Transportgleichung (7.55)

δn̄~p (~q, 0) =
−ie ~E · ~v~p

~q · ~v~p
δ(ε~p − µ) (7.65)

hängt jetzt von ~q ab und wir müssen die longitudinale und die transversale
Antwort unterscheiden.

Longitudinale Antwort

Mit ~E = ~q E/q können wir (7.65) schreiben als

δn̄~p = − ie
q
E δ(ε~p − µ) (7.66)

und finden für die Dichte ρ unter Berücksichtigung der Beziehung

δn~p (l = 0) =
δn̄~p (l = 0)

1 + F s
0

(7.67)

das Resultat

eρ = 2e
∑

~p

δn~p =
−2ie2

1 + F s
0

1
π2q

∫
dΩ
4π

∫
dp p2 1

vF

δ(ε~p − µ) (7.68)
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= − ie
2N

ms2q
E (7.69)

mit der Schallgeschwindigkeit

s2 =
m∗

3m
v2

F(1 + F s
0 ). (7.70)

Damit erhalten wir die Signatur der Abschirmung in der Dielektrizitätskon-
stanten,

ε(~q, 0) = 1 +
4πne2

ms2q2
= 1 +

ω2
p

s2q2
. (7.71)

Die Leitfähigkeit σ‖(~q, 0) ist reaktiv, ∝ ω und

σ‖(~q, ω → 0) = − ine
2

mω

ω2

q2 s2
. (7.72)

Transversale Antwort

Das Einsetzen von Gl. (7.59) in den Ausdruck für ~J ergibt (mit 1/(x− iη) =
P (1/x)+iπδ(x) für η → 0+; nur die δ-Funktion gibt einen endlichen Beitrag)

e ~J = 2e
∑

~p

δn̄~p ~v~p

= −ie2g0(µ)
∫
dε0~p δ(ε~p − µ)

∫
dΩp̂

4π
( ~E · ~v~p)

~v~p

~q · ~v~p − iη

= e2π
3N
2εF

∫
dφ ~E v2

F sin2 φ
1
qvF

=
3π
4
Ne2

pFq
~E, (7.73)

und wir finden die transversale, dissipative Leitfähigkeit

σ⊥(~q⊥, 0) =
4π
3
e2n

pFq
. (7.74)

Das Resultat ist unabhängig von m∗ und F
s/a
l , eine Messung von σ⊥(~q, 0)

ergibt damit Rückschlüsse auf die wirkliche Fermifläche. Experimentell wird
σ⊥ durch den Skineffekt gemessen. Allerdings führt die 1/q-Dispersion in
Gl. (7.74) auf einen anomalen Skineffekt, bei dem Jy(x) ∼

∫ x
Ey(x′)dx′

nichtlokal vom Feld ~E abhängt. Dieser Limes wird erreicht, wenn 1/q �
l, vF/ω erfüllt ist (vF/ω ist gerade die Flugdistanz über eine Periode). Be-
achte, dass das Resultat in Gl. (7.74) keine transversale Abschirmung ergibt,
vgl. die Diskussion im Abschnitt 10.
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Die Formeln Gl. (7.71) und (7.74) divergieren im Limes ω → 0 und ~q → 0.
In diesen Grenzfällen gilt immer ωτ < 1 und ql < 1 für jedes endliche
τ < ∞ und wir können den Stossterm in Gl. (9.31) nicht vernachlässigen.
Wir werden im Kapitel 9 nochmals auf diesen Punkt eingehen.

7.4 Mikroskopische Analyse

In dieser dritten Runde ziehlen wir auf einen mikroskopisch fundierten Aus-
druck für die longitudinale Antwortfunktion ε(~q, ω) ab.

7.4.1 Dielektrizitätskonstante aus Dichte-Korrelationen

Wir haben gesehen, dass jegliche Störung des geladenen Fermisystems durch
ein skalares Potential φ eine Dichteänderung als Antwort hat. Dies führt zu
einer Abschirmung, falls φ statisch ist, bzw. zu Plasmaschwingungen, falls φ
dynamisch ist. Wir können deshalb erwarten, dass die longitudinale (skalare)
Antwort des geladenen Systems durch die Dichte-Dichte-Korrelation χ(~q, ω)
determiniert wird. Dies ist tatsächlich der Fall: Mit Gl. (5.19) und Gl. (5.24)
definieren wir χ(~q, ω) via

H ′ =
∑

~q

∫
dω

2π
e ρ−~q e

−iωtφ~qω, (7.75)

χ(~q, ω) =
〈ρ~qω〉
eφ~qω

. (7.76)

Ein externes Potential φ~qω erzeugt ein ~D-Feld ~D = −i~qφ~qω; mit ~q · ~D =
−iq2φ~qω erhalten wir aus der Definition (7.18) der Dielektrizitätskonstanten
den Ausdruck

1
ε(~q, ω)

= 1− 4πie〈ρ(~q, ω)〉
~q · ~D

= 1 +
4πe2〈ρ(~q, ω)〉
q2 eφ~qω

(7.77)

= 1 +
4πe2

q2
χ(~q, ω) = 1 + V~q χ(~q, ω) (7.78)

mit

V~q =
4πe2

q2
. (7.79)
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Mit Gl. (5.26) erhalten wir sofort einen exakten Ausdruck für die longitudi-
nale Dielektrizitätskonstante,

1
ε(~q, ω)

= 1 +
4πe2

q2

∑
n

|〈n|ρ−~q |0〉|2
[ 1
ω − ωn0 + iη

− 1
ω + ωn0 + iη

]
= 1 +

4πe2

q2

∫ ∞

0
dω′S(~q, ω′)

[ 1
ω − ω′ + iη

− 1
ω + ω′ + iη

]
. (7.80)

Der dynamische Strukturfaktor S(~q, ω) spielt also die Rolle der spektralen
Dichte der inversen Dielektrizitätskonstanten 1/ε(~q, ω). Dissipative Prozesse
werden durch Im1/ε = ε′′/|ε|2 beschrieben (ε ≡ ε′ + iε′′),

ε′′(~q, ω)
|ε|2

=
4π2e2

q2
[S(~q, ω)− S(~q,−ω)], (7.81)

und es gilt die Summenregel, vgl. Gl. (5.30),∫ ∞

0
dω ω

ε′′(~q, ω)
|ε|2

=
π

2
ω2

p =
2π2ne2

m
. (7.82)

Man kann zeigen, dass ε(~q, ω) und 1/ε(~q, ω) dieselben Analytizitätseigen-
schaften haben. Weiter ist ε(~q, ω → ∞) = 1 − ω2

p/ω
2, vgl. (7.80) und Ab-

schnitt 5.2.1. Mit ε(ω) ∈ A(C̄+) ergeben sich die Summenregeln∫ ∞

−∞
dω ωε(~q, ω) = −i

∫ π

0
dϕ r2ei2ϕ

(
1−

ω2
p

r2ei2ϕ

)
= iπω2

p, (7.83)∫ ∞

0
dω ωε′′(~q, ω) =

π

2
ω2

p,

∫ ∞

0
dω σ′(~q, ω) =

ω2
p

8
. (7.84)

Die Kompressibilitätssummenregel in Gl. (5.40) und (5.41) ist problemati-
scher, da die Kompressibilität κ bezüglich des abgeschirmten Feldes definiert
ist, siehe die Diskussion in Abschnitt 5.2.1.

In Analogie zu Gl. (7.17) und (7.18) können wir die Dielektrizitätskonstante
ε(~q, ω) durch die Antwort auf das abgeschirmte Feld ~E(~q, ω) ausdrücken:
Mit Gl. (7.17),

ε(~q, ω) = 1 +
4πieρ

~q · ~E
, (7.85)

und E = D/ε erhalten wir

ε(~q, ω) = 1 +
4πieρ ε

~q · ~D
= 1− 4πe2

q2
ε χ(~q, ω), (7.86)

⇒ ε(~q, ω) = 1− 4πe2

q2
χscr(~q, ω), (7.87)
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mit χscr = ε χ = 〈ρ〉/φscr der Dichteantwort auf ein abgeschirmtes Potential
φscr = φ/ε. Ebenso finden wir via dem Zusammenhang ε = 1 + 4πiσ/ω,
Gl. (7.21), die Leitfähigkeit

σ(~q, ω) =
iωe2

q2
χscr(~q, ω). (7.88)

Beachte, dass σ die Antwort auf ein abgeschirmtes internes ~E-Feld gibt,
~j = σ ~E (nicht ~j = σ ~D). Auf Grund der Diskussion in Abschnitt 7.1.2
sieht man leicht ein, dass die Kompressibilitätssummenregeln Gl. (5.40) und
(5.41) für χscr, nicht aber für χ gelten.11 Es gilt deshalb

lim
q→0

χscr(~q, 0) = − N

ms2
(7.89)

und mit Gl. (7.87) erhalten wir die statische Dielektrizitätskonstante

ε(~q → 0, 0) = 1− 4πe2

q2

(
− n

ms2

)
= 1 +

ω2
p

q2s2
; (7.90)

für freie Elektronen reproduzieren wir mit s2 = v0
F

2
/3 das Thomas-Fermi-

Resultat

ε(~q → 0, 0) = 1 +
(ωp

√
3

v0
Fq

)2
= 1 +

1
λ2

TFq
2
. (7.91)

Mit der Kramers-Kronig-(KK)-Relation (P Hauptwert),

ε′(~q, ω) = 1 +
2
π

∫ ∞

0
dω′ ε′′(~q, ω′)P

( ω′

ω′2 − ω2

)
, (7.92)

erhalten wir im Limes ω = 0 und q → 0 die Summenregel (benutze ε′(~q →
0, 0) = 1 + ω2

p/q
2s2) ∫ ∞

0
dω
ε′′(~q, ω)

ω
=
π

2
ω2

p

q2s2
. (7.93)

Ebenso finden wir unter Anwendung der Kramers-Kronig Relation für
1/ε(~q, ω) im Limes ω = 0 mit q → 0 die Summenregel∫ ∞

0
dω

ε′′(~q, ω)
ω |ε(~q, ω)|2

=
π

2
. (7.94)

11κ bleibt nur für eine abgeschirmte Kompression endlich.
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Zur besseren Übersicht sammeln wir die vier Summenregeln in folgender
Liste (wir benutzen dabei die Relation (7.81) zwischen ε′′(~q, ω) und S(~q, ω)):

(7.82) :
∫ ∞

0
dω ωS(~q, ω) =

Nq2

2m
, f − sumrule (7.95)

(7.93) : lim
q→0

∫ ∞

0
dω

S(~q, ω)
ω

=
q2 ν

8πe2
, κ− sumrule (7.96)

(7.84) :
∫ ∞

0
dω ωS(~q, ω)|ε(~q, ω)|2 =

Nq2

2m
, f − sumrule (7.97)

(7.94) : lim
q→0

∫ ∞

0
dω

S(~q, ω)
ω

|ε(~q, ω)|2 =
N

2ms2
, κ− sumrule. (7.98)

Es ist interessant, diese Summenregeln etwas zu diskutieren. Wir bemerken
zuerst, dass wir Gl. (7.97) und (7.98) mit ε = 1− 4πe2χscr/q

2 umschreiben
können zu

− 1
π

∫ ∞

−∞
dω ωχ′′scr(~q, ω) =

Nq2

m
, (7.99)

lim
q→0

− 1
π

∫ ∞

−∞
dω

χ′′scr(~q, ω)
ω

=
N

ms2
. (7.100)

Der Vergleich mit Gl. (5.29), (5.30), (5.40) und (5.41) zeigt, dass die ab-
geschirmte Suszeptibilität χscr gerade der Suszeptibilität χ eines neutralen
Systems entspricht. Tatsächlich können wir mit12 χ′′ = χ′′scr/|ε|2 die beiden
Antwortfunktionen schreiben als

χ′′(~q, ω) = −π
∑

n

|〈n|ρ−~q |0〉|2δ(ω − ωn0),

χ′′scr(~q, ω) = −π
∑

n

|〈n|ρ−~q ε(~q, ω)|0〉|2δ(ω − ωn0). (7.101)

Das Resultat in Gl. (7.101) interpretieren wir wie folgt: Mit Hilfe der Bezie-
hung

ρbare︸︷︷︸
ε ρ−~q in χ′′scr

= ε (ρbare + ρpol)︸ ︷︷ ︸
ρ−~q in χ′′

(7.102)

und der Definition (7.87) sehen wir, dass χscr (χ) die Antwort auf das ab-
geschirmte (externe) Feld ~E ( ~D) ist und das abgeschirmte (volle) Potential

12Benutze χ′′scr = ε′′χ′ + ε′χ′′ und 1/ε = 1 + i(4πe2/q2)χ.
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Vscr (V ) zwischen ‘neutralen’ (abgeschirmten) Teilchen involviert.13

Somit finden wir, dass χscr tatsächlich die Antwort eines korrespondierenden
neutralen Systems gibt. Entsprechend beschreibt χscr sowohl die spektrale
Dichte der Paar- und Multipaaranregungen als auch eine kollektive Mode
vom Typ des nullten Schalls (falls F s

0 gross ist). Das Plasmon enthält kein
Gewicht in χscr bei ω ≈ ωp und ~q → 0, wo ε(~q, ωp) = 0 ist. Nur χ enthält
die spektrale Dichte des Plasmons, denn χ ∼ 1/ε hat bei (~q, ωp(~q )) einen
Pol. Es ergibt sich, dass die Paar- und Multipaaranregungen via Gl. (7.99)
und (7.100) die Summenregeln Gl. (7.97) und (7.98) ausschöpfen, woge-
gen die Plasmonen die Summenregeln (7.95) und (7.96) übernehmen (für
~q → 0). Splitten wir entsprechend die spektrale Dichte S(~q, ω) in einen
Plasmon- und einen Quasiteilchen-Anteil (Paar- und Multipaaranregungen),
S = Spl + SQT, so schöpft der Plasmon-Anteil Spl(~q, ω) = Aδ(ω − ω~q) die
Summenregeln von Gl. (7.95) und (7.96) aus und wir erhalten

lim
~q→0

Spl(~q, ω) =
Nq2

2mωp
δ(ω − ωp), (7.103)

ω2
p =

4πne2

m
. (7.104)

Mit Gl. (7.80) erhalten wir daraus sofort

ε(~q → 0, ω) = 1−
ω2

p

ω2
. (7.105)

Damit haben wir die beiden wichtigen Limites der statischen Abschirmung,

ε(~q ) = 1 +
ω2

p

s2q2
, (7.106)

und der dynamischen Plasmaschwingung,

ε(ω) = 1−
ω2

p

ω2
, (7.107)

aus Summenregeln von völlig allgemeiner Natur hergeleitet. Für eine
ausführlichere Diskussion dieser subtilen Zusammenhänge verweisen wir auf
das Buch von Pines und Nozieres [Pin66], Kap. 4.2.14

13Zur Vermeidung von Doppelzählungen in der Abschirmung berücksichtige man diesel-
be entweder im Feld ( ~E, Vscr versus ~D, V ) oder in den Dichten (ρbare versus ρbare + ρpol),
aber nicht in beiden.

14Studiere die Implikationen des Resultates Gl. (7.106) für Reσ(0, ω). Beachte, dass wir
keine Streueffekte mitgenommen haben, d.h. die Pole sind infinitesimal nahe der reellen
Achse.
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Schliesslich erwähnen wir noch das wichtige Resultat für den statischen
Strukturfaktor S(~q ),

S(~q → 0) =
q2

2mωp
≈ q

2ms
qλTF, (7.108)

welches sofort aus Gl. (7.103) und der Definition von S(~q ) =
(1/n)

∫∞
0 dω S(~q, ω) folgt. Im Vergleich dazu ist der statische Strukturfaktor

für das neutrale System linear in q,15

S(~q → 0) =
q

2ms
, (Hydrodynamik) (7.109)

=
3
4
q

pF

, (nicht-WW Fermionen) (7.110)

s2 =
1

κmn
. (7.111)

Wir haben jetzt die Ausdrücke für ε(~q ) und ε(ω) via Summenregeln fest
etabliert. Im folgenden benutzen wir approxminative Methoden, um einen
Ausdruck für ε(~q, ω) für alle ~q und ω zu erhalten. Dabei werden uns obige
Betrachtungen im Auffinden der besten und einfachsten Approximation sehr
hilfreich sein.

7.4.2 Hartree-Fock, Random-Phase, Lindhard

Aus Abschnitt 7.4 kennen wir zwei mikroskopische Ausdrücke für ε(~q, ω),

1
ε(~q, ω)

= 1 +
4πe2

q2
χ(~q, ω), (7.112)

ε(~q, ω) = 1− 4πe2

q2
χscr(~q, ω). (7.113)

Dabei entspricht χscr einem analogen neutralen Fermisystem mit kurzreich-
weitiger Wechselwirkung. Approximieren wir χscr durch den Ausdruck χ0

für ein nicht-wechselwirkendes Fermigas, so sollte dies eine gute Approxi-
mation ergeben; diese Approximation ist unter dem Namen Random-Phase-
Approximation bekannt,

εRPA = 1− 4πe2

q2
χ0(~q, ω), (7.114)

15Beachte: S(~q ) ist manchmal verschieden definiert, mit oder ohne δ(~q )-Term.
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wobei χ0 bei T = 0 bzw. T 6= 0 durch die Gln. (5.27) und (5.58) bzw. (5.61)
gegeben ist,16

χ0(~q, ω) =
∫ ∞

−∞
dω′S0(~q, ω′)

[ 1
ω − ω′ + iη

− 1
ω + ω′ + iη

]
(7.116)

=
∑
~pσ

n0
~pσ(1− n0

~pσ) 2ω0
~p~q

(ω + iη)2 − (ω0
~p~q)

2
(7.117)

=
∑
~pσ

n0
~pσ − n0

~p+~qσ

ω − ω0
~p~q + iη

, (7.118)

mit ω0
~p~q = ε0~p+~q − ε0~p .

In diagrammatischer Technik lässt sich χ0 via (freier) Greenscher Funktionen

G0(~p, ipn) =
1

ipn − (ε0~p − µ)
=

1
ipn − ξ0~p

(7.119)

schreiben als

χ0(~q, iωn) =
∑
~pσ

1
β

∑
ipn

G0(~p, ipn)G0(~p+ ~q, iωn + ipn) (7.120)

=
∑
~pσ

n0
~p − n0

~p+~q

iωn + ε0~p − ε0~p+~q

, (7.121)

die einfachste fermionische Polarisationsblase, siehe Abb. 7.8 Dabei sind
ωn = 2πnT bosonische Matsubara-Frequenzen, pn = 2π(n+1/2)T fermioni-
sche Matsubara-Frequenzen, und β = 1/T bezeichnet die inverse Tempera-
tur. Die Gl. (7.118) folgt dann aus Gl. (7.121) durch analytische Fortsetzung,
iωn → ω + iη, auf die reelle Achse.

Bevor wir den Ausdruck (7.118) für χ0 auswerten, gehen wir nochmals zur
Definition (7.78) der inversen Dielektrizitätskonstanten zurück. Setzen wir
dort für χ den Ausdruck χ0 für die freien Elektronen ein, so erhalten wir
das störungstheoretische Resultat für die Dielektrizitätskonstante in erster

16Im letzten Schritt benutze man

2ω0
~p~q

(ω + iη)2 − (ω0
~p~q)

2
=

1

ω − ω0
~p~q + iη

− 1

ω + ω0
~p~q + iη

(7.115)

und ersetze ~p→ −~p− ~q, ω0
~p~q → −ω0

~p~q
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n

iωn

ipn

iωn

ipn +iω Abb. 7.8: Feynman Diagram für
χ0 (Polarisationsblase).

Ordnung in V~q = 4πe2/q2, d.h., das Hartree-Fock–Resultat,

1
εHF

= 1 +
4πe2

q2
χ0(~q, ω) = 1 + V~q χ0(~q, ω). (7.122)

Nehmen wir an, dass die Kopplung V~q klein sei (e2 → 0), so sehen wir
leicht ein, dass das RPA-Resultat gerade die Dysonreihe zum Hartree-Fock–
Resultat darstellt,

1
εRPA

=
1

1− V~q χ0(~q, ω)
= 1 + V~q χ0(~q, ω)︸ ︷︷ ︸

= 1/εHF

+[V~q χ0(~q, ω)]2 + . . . (7.123)

Als (triviale) Anwendung betrachten wir die störungstheoretische Aufsum-
mierung der Polarisationsdiagramme die uns aus dem Potential V~q (4-er
Vertex) das abgeschirmte Potential V~q/ε erzeugt, vgl. dazu mit Abb. 7.9,

V~q

ε
= V~q + V~q χ

0 V~q + V~q χ
0 V~q χ

0 V~q + . . .

= V~q [1 + χ0 V~q + (χ0 V~q)2 + . . .] = V~q

[
1 + χ0V~q

ε

]
(7.124)

=
V~q

1− χ0 V~q
;

das abgeschirmte Potential V~q/ε(~q, ω) tritt in Gl. (7.87), das nackte Potential
V~q in Gl. (7.78) auf.

Beachte, dass εRPA nicht exakt ist, die RP Approximation ist aber viel bes-
ser als der Hartree-Fock Ausdruck εHF: in Gl. (7.123) haben wir immer noch
χ0 für χ geschrieben. χ müssten wir aber für ein Fermionsystem mit abge-
schirmter WW berechnen, nicht für ein freies FS. Allerdings summiert die
Gl. (7.123) die ”divergentesten” Diagramme in jeder Ordnung.

Schliesslich zitieren wir das Lindhard-Resultat, welches wir aus Gl. (7.123)
durch Ausführen der Summe über ~p erhalten (vgl. dazu mit Abb. 7.10),

ε′RPA(~q, ω) (7.125)
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...
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=

Abb. 7.9: Summation der Polarisationsblasen (RPA) für das abgeschirmte
Potential V~q/ε(~q, ω), Abb. aus [Pin66].

= 1 +
1

λ2
TFq

2

{
1
2

+
pF

4q

[(
(ω + q2/2m)2

(qv0
F)2

− 1
)

ln
∣∣∣∣ω − qv0

F + q2/2m
ω + qv0

F + q2/2m

∣∣∣∣
−
(

(ω − q2/2m)2

(qv0
F)2

− 1
)

ln
∣∣∣∣ω − qv0

F − q2/2m
ω + qv0

F − q2/2m

∣∣∣∣]} ,
ε′′RPA(~q, ω) =

π/2
λ2

TFq
2


ω/qv0

F, 0 < ω < qv0
F − q2/2m,

pF
q

[
1− (ω−q2/2m)2

(qv0
F)

]
, |ω − qv0

F| < q2/2m,

0, qv0
F + q2/2m ≤ ω.

Diese Ausdrücke ergeben die korrekten Limites ε(0, ω) = 1 − ω2
p/ω

2 und
ε(~q → 0, 0) = 1 + 1/q2λ2

TF (das Thomas-Fermi-Resultat,17 nicht das
Summenregel-Resultat 1+ω2

p/q
2s2). Weiter erhalten wir aus den Nullstellen

von ε(~q, ω) die Plasmadispersion,

ωq = ωp

[
1 +

3
10

(qv0
F

ωp

)2
]
. (7.127)

Der kritische Impuls qc ∼ ωp/v
0
F, oberhalb dessen Landaudämpfung eintritt,

17Eine genaueres Resultat ist gegeben durch

εRPA(q = 2xpF, 0) = 1 +
1

λ2
TFq2

»
1

2
+

1− x2

4x
ln

˛̨̨̨
1 + x

1− x

˛̨̨̨–
. (7.126)
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Abb. 7.10: Real- und Imaginärteile ε′ und ε′′ der Lindhardfunktion (Skizze).
Der schraffierte Bereich markiert die Stärke der Dissipation gegeben durch
den Strukturfaktor S = Im(1/ε)/πvq. Der Vorzeichenwechsel in ε′ definiert
die Position des Plasmonpeaks.

ist bestimmt durch die Beziehung18

ε(qc, ωqc = qcv
0
F + q2c/2m) = 0. (7.128)

Das Verhalten der Dielektrizitätskonstanten bestimmt die optischen Eigen-
schaften eines Materials: Ein negativer Realteil ε′ < 0 signalisiert hohe Re-
flexion, ein positiver Realteil ε′ > 0 steht für Transmission, und ein endli-
cher Imaginärteil ε′′ > 0 signalisiert ein dissipatives Verhalten mit Absorp-
tion. Die drei Regimes folgen der Regel TART (Transmission-Absorption-
Reflexion-Transmission), vgl. Abb. 7.11

18Übung: Berechne einen genaueren Ausdruck für qc.
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ε

R

ε

0 ω

1

ω0

T A T

Abb. 7.11: Die optischen Ei-
genschaften eines Materiales sind
durch die Dielektrizitätskonstante
bestimmt: Transmission (ε′ > 0),
Absorption (ε′′ > 0), Reflexion
ε′ < 0. In der Nähe einer Resonanz
ω0 ergibt sich die Abfolge TART.

7.5 Elektron-Plasmon-Hamiltonoperator

Wir diskutieren den Zusammenhang zwischen dem Hamiltonoperator der
Elektronen mit Coulombwechselwirkung und dem entsprechenden Hamilto-
nian mit abgeschirmter Wechselwirkung. Wir zeigen, dass sich der Hamil-
tonoperator (7.1),

H =
∑
~pσ

ε0~pσc
†
~pσc~pσ +

1
2

∑
~p~p ′~q
σσ′

V~q c
†
~p+~qσc

†
~p ′−~qσ′c~p ′σ′c~pσ (7.129)

mit

ε0~pσ = p2/2m, (7.130)

V~q =
4πe2

q2
(1− δ~q,0), (7.131)

als Elektron-Plasmon-Hamiltonoperator der Form schreiben lässt

H =
∑
~pσ

ε0~pσc
†
~pσc~pσ +

1
2

∑
~p~p ′,q>qc

σσ′

V~q c
†
~p+~qσc

†
~p ′−~qσ′c~p ′σ′c~pσ (7.132)

+
∑

~q

~ωp(~q )a†~q a~q +
∑
~pσ

q<qc

√
πe2~3

V ωpm2q2
(2~q · ~p+ q2)c†~p+~qσc~pσ (a~q + a†−~q )

schreiben lässt. Dabei dient qc = 1/λTF im Wechselwirkungsterm als Impuls-
cutoff bei der Thomas-Fermi Abschirmlänge. Dieser Term lässt sich auch
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−rλe

q 

Abb. 7.12: Die Coulombwechselwir-
kung∝ 1/r (ausgezogene Linie) lässt
sich zerlegen in Komponenten q <
qc und q > qc (gestrichelt; Skizze).
Die Komponente zu q > qc lässt
sich gut durch ein Yukawa-Potential
∝ exp(−r/λ)/r approximieren (ge-
punktet).

schreiben als abgeschirmte Wechselwirkung (vgl. Abb. 7.12)

1
2

∑
~p~p ′,~q
σσ′

V scr
~q c†~p+~qσc

†
~p ′−~qσ′c~p ′σ′c~pσ (7.133)

mit

V scr
~q =

4πe2

q2 + λ−2
TF

(1− δ~q,0). (7.134)

Der dritte und vierte Term beschreibt die Energie der Plasmonen mit Dis-
persion ωp(~q ) und ihre Wechselwirkung mit den Elektronen. Diese Terme
resultieren aus den langwelligen Beiträgen (q < qc) in der Wechselwirkung
zwischen den Elektronen. Zusätzlich tauchen auch 2-Plasmonen Terme auf
die wir hier ignorieren.

Wir starten mit dem klassischen Hamiltonoperator

H =
∑

i

p2
i

2m
+

1
2

∑
i6=j

e2

|~ri − ~rj |2
. (7.135)

Nach einer Fouriertransformation teilen wir die Summe über ~q in die kurz-
und langwelligen Beiträge q > qc und q < qc auf,

H =
∑

i

p2
i

2m
+

1
2

∑
ij

(∑
q<qc
q 6=0

+
∑
q>qc

)
ei~q·(~ri−~rj)

4πe2

q2
. (7.136)
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Die Eichfreiheit der Elektrodynamik erlaubt uns die Coulombwechselwir-
kung im Hamiltonoperator via Umeichung durch ein Eichpotential ~A aus-
zudrücken,

H =
∑

i

1
2m

(
~pi +

e

c
~A(~ri)

)2
+

1
8π

∫
d3r E2, (7.137)

mit ~E = −c−1∂t
~A und ~A durch Elektronen erzeugte longitudinale Felder,19

~A(~ri) =

√
4πc2

ν

∑
~q 6=0

~q

q
Q~q e

i~q·~ri . (7.138)

Das ~E-Feld ist durch die konjugierten Variablen P~q gegeben,

~E = −
√

4π
ν

∑
~q 6=0

~q

q
P ∗~q e

i~q·~r, (7.139)

mit Q̇~q = P ∗~q = −P−~q. Wir drücken dann die Terme q < qc in Gl. (7.136)
durch die ~A- und ~E-Felder aus und belassen die Moden q > qc in der alten
Form,

H =
∑

i

1
2m

[
~pi + e

√
4π
ν

∑
q<qc
~q 6=0

~q

q
Q~q e

i~q·~r
]2

(7.140)

+
1
2

∑
ij

∑
q>qc

ei~q·(~ri−~rj)
4πe2

q2
− 1

2
4πne2

∑
~q 6=0

q2

+
1
2ν

∑
q,q′<qc

~q · ~q ′

q q′
P~qP~q ′

∫
d3r ei(~q+~q ′)·~r︸ ︷︷ ︸

δ~q,−~q ′

.

Die Quantisierung via [riν , pjµ] = −i~δijδνµ und [P~k
, Q~k ′ ] = −i~δ~k,~k ′ ergibt

dann den Ausdruck

H =
∑

i

p2
i

2m
+

1
2

∑
i6=j

∑
q>qc

ei~q·(~ri−~rj)
4πe2

q2

+
1
2

∑
q<qc

[
P †~q P~q + ω2

p

(
Q†~q Q~q −

m

q2

)]
19Mit Q−~q = −Q∗

~q ist ~A(~r ) ein reelles Feld.
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+

√
4πe2

νm2

∑
q<qc

Q~q
~q

q
·
∑

i

[
~pi −

~~q
2

]
ei~q·~ri

+
4πe2

2νm

∑
q,q′<qc
−~q 6=~q ′

~q · ~q ′

q q′
Q~q Q~q ′

∑
i

ei(~q+~q ′)·~ri . (7.141)

Die beiden ersten Terme beschreiben Elektronen mit abgeschirmter Wech-
selwirkung, gefolgt von der Energie der Plasmonen (der Term ∝ m/q2 ergibt
einen konstanten Shift). Die beiden letzten Terme beschreiben die Elektron-
Plasmon Wechselwirkung sowie 2-Plasmonen Prozesse. In einer ‘Random
Phase Approximation’ (RPA) argumentiert man, dass sich die Phasen in∑

i exp[i(~q + ~q ′) · ~ri] fast zufällig addieren (random phase) und man diesen
Term deshalb vernachlässigen kann.20 Gehen wir zur 2-ten Quantisierung
über, so erhalten wir sofort die Gl. (7.132).

Beachte, dass wir mit den Operatoren P~q und Q~q neue Freiheitsgrade
eingeführt haben; dies scheint aber nur so! Denn die P~q sind via dem
Gauss’schen Gesetz ~∇ · ~E = 4πρ an die Elektronen-Positionen ~ri gekoppelt,

P~q − i

√
4πe2

q2

∑
i

ei~q·~ri = 0. (7.142)

Schliesslich bestimmt man den cutoff qc so, dass die Plasmonen nicht in
das Paaranregungssspektrum hineinreichen, qc ≈ ωp/vF ≈ 1/λTF; damit
wird vermieden, dass die Plasmonen aufgrund der Landaudämpfung ihren
Quasiteilchen Charakter verlieren.

7.6 Elektronen in Metallen

In den Kapiteln 1 bis 3 haben wir uns um die ”Festkörper”-Aspekte der
Elektronen, wie z.B. das periodische Potential, gekümmert; in den Kapi-
teln 4 bis 7 hingegen, haben wir hauptsächlich den Vielteilchenaspekt der
Elektronenflüssigkeit berücksichtigt. Dabei haben wir in Kap. 4 bis 7 im-
mer isotrope, homogene Fermisysteme behandelt. Die Kapitel 1 bis 3 haben
uns aber klar gezeigt, dass Elektronen in Metallen durch das Ionenpoten-
tial stark beeinflusst werden; letzteres erzeugt einen inhomogenen und ani-
sotropen Hintergrund und dadurch eine eventuell komplizierte anisotrope

20Geht man über die RPA hinaus so beschreibt der letzte Term 2-Plasmonen-Prozesse
und die Summe

P
i berücksichtigt die Erhaltung des Impulses.
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Fermifläche. In diesem Abschnitt wollen wir kurz die Kombination dieser
Festkörper- und Vielteilchenaspekte diskutieren.

Die Anisotropie des Kristallgitters erzeugt eine QT-Dispersion ε~p, welche von
der Richtung ~p abhängig ist. Ebenso werden die Landauparameter abhängig
von ~p und ~p ′, ε̄~p = ε~p+

∑
~p ′ f~p ~p ′δn~p ′ . Die Situation vereinfacht sich etwas in

näherungsweise isotropen Materialien, z.B., in den Alkalimetallen; die Zahl
der Parameter reduziert sich dort drastisch. Bezeichnen wir die Kristallmasse
mit mc und die effektive Masse der Quasiteilchen an der Fermikante mit m∗,
so liefert uns ein Vergleich der Ströme ~j~p = ~p/mc und der Geschwindigkeiten
~v~p = ~p/m∗ unter Berücksichtigung von (siehe 6.62)

~j~p = ~v~p +
∑
~p ′

f~p ~p ′ δ(ε~p ′ − µ)~v~p ′ =︸︷︷︸
isotrop

~v~p (1 + F s
1 /3), (7.143)

die wichtige Beziehung

m∗ = mc(1 + F s
1 /3); (7.144)

statt m erscheint nun die Bandmasse mc als neue ‘nackte’ Masse. Dabei
sollte eigentlich mc die Kristalleffekte und F s

1 die WW-Effekte mitnehmen,
aber, wie wir gesehen haben, enthält mc via Vxc und Vpseudo auch Effekte
der Coulombwechselwirkung: Das Splitting von m∗ in Bandeffekte (mc) und
Wechselwirkungs-Effekte (F s

1 ) ist nichttrivial, allerdings oft auch unnötig.
Z.B. ergeben sich für κ und χp die Ausdrücke

κ

κ0
=

m∗

m

1
1 + F s

0

=
mc

m

1 + F s
1 /3

1 + F s
0

, (7.145)

χp

χ0
p

=
m∗

m

1
1 + F a

0

=
mc

m

1 + F s
1 /3

1 + F a
0

. (7.146)

Die Gl. (7.144) definiert damit eine Pseudo-Nackte-Masse, welche m substi-
tuiert. Ebenso können wir eine Pseudoschallgeschwindigkeit s2 via

nκ = ms2 (7.147)

definieren. Die physikalischen Grössen hängen dann nur von der Kombina-
tion ms2, d.h. der Kompressibilität κ, ab.

Beachte, dass das e−-System im Festkörper keinen eigenen Schall hat; die
Dichtewelle mischt mit derjenigen der Ionen, vgl. Abschnitt 7.2, oder wird
zur Plasmamode geliftet (statische Ionen, ωp(q) ≈ ωp, kein Schall).
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Weiter erwähnen wir, dass auch die spezifische Wärme cv und die Zyklo-
tronfrequenz ωc die effektive Masse m∗ enthalten, 21

Cv =
m∗

m
C0

v , ωc =
eB

m∗c
=

m

m∗ωc0, (7.148)

während die Leitfähigkeit im streufreien, langwelligen Limes von der nackten
Bandmasse mc abhängt,

σ(0, ω) =
ine2

mc ω
, (7.149)

ε(0, ω) = 1−
ω2

p

ω2
, (7.150)

mit ω2
p = 4πne2/mc. Die Frage ob m durch mc oder m∗ zu ersetzen sei bleibt

eine trickige Angelegenheit.

21Beachte: ωc involviert m∗, aber sonst keine WW f~p ~p ′ zwischen den Quasiteilchen.
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Kapitel 8

Gitterdynamik

Wir starten mit dem fundamentalen Hamiltonoperator für die Materie

H = Te + TK + Vee + VeK + VKK. (8.1)

In Kapitel 1 bis 3 haben wir vor allem die Terme Te +VeK betrachtet, wobei
Vee als mittleres Feld berücksichtigt wurde. In den Kapiteln 4 bis 7 haben
wir dann Te+Vee studiert. In diesem Kapitel wollen wir uns vor allem auf die
Terme TK+VKK+VeK konzentrieren, wobei die elektronische Wechselwirkung
in Vee wiederum als mittleres Feld die Potentiale VKK und VeK mitbestimmt.
Die Terme TK + VKK geben uns die Phononen und der Term VeK führt uns
auf die Wechselwirkung zwischen Elektronen und Phononen. Im Unterschied
zu den Kapiteln 1 bis 3 nehmen wir jetzt die Dynamik TK der Ionen mit.

8.1 Phononen

Die kinetische Energie der Kerne ist gegeben durch

TK =
∑
nαµ

1
2
Mα ṡ

2
nαµ, (8.2)

wobei n = 1, . . . , N die Zahl der Einheitszellen, α = 1, . . . , r die Ato-
me/Ionen der Basis mit Masse Mα, µ = x, y, z die kartesischen Kompo-
nenten und ~snα die Auslenkungen aus den Ruhelagen ~R0

nα = ~R0
n + ~Rα der

Kerne bezeichnet. Die potentielle Energie in harmonischer Näherung

V h
KK =

1
2

∑
nαµ

n′α′µ′

snαµD
n′α′µ′
nαµ sn′α′µ′ (8.3)

193
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lässt sich aus den zweiten Ableitungen, der dynamischen Matrix D, der
Kern-Kern-Potentiale Vαα′(~Rnα− ~Rn′α′) finden – die ersten Ableitungen von
Vαα′ verschwinden per definitionem in der Ruhelage des Kristalls.1 Damit
erhalten wir die Lagrangefunktion

L =
1
2

∑
nαµ

Mα ṡ
2
nαµ −

1
2

∑
nαµ

n′α′µ′

snαµD
n′α′µ′
nαµ sn′α′µ′ . (8.4)

Mit dem Ansatz

~snα =
1√
NMα

∑
j~q

Qj~q (t) ~ε j
α (~q ) ei~q·~R

0
n , (8.5)

Qj~q (t) = Qj~q e
−iωj(~q )t, (8.6)

zur Zerlegung in Normalmoden (j = 1, . . . , 3r die Modenzahl, ~q der von der
Mode getragene Impuls) reduziert sich die Bewegungsgleichung

Mαs̈nαµ = −
∑

n′α′µ′

Dn′α′µ′
nαµ sn′α′µ′ (8.7)

für eine Mode j~q auf das 3r × 3r-dimensionale Eigenwertproblem∑
α′µ′

[
Dα′µ′

αµ (~q )√
MαMα′

− ω2
j (~q ) δα′µ′

αµ

]
εjα′µ′(~q ) = 0 (8.8)

mit Dα′µ′
αµ (~q ) der ~q-Fouriertransformation der dynamischen Matrix,2

Dα′µ′
αµ (~q ) =

∑
n′

Dn′α′µ′
nαµ ei~q·(

~R0
n
−~R0

n′ ). (8.10)

Der Eigenwert ωj(~q ) und Eigenvektor εjα′µ′(~q ) definiert die Energie und
Polarisation der j~q-ten Mode. Einsetzen der Gln. (8.4)-(8.8) in (8.10) ergibt
den Hamiltonian

H =
1
2

∑
j~q

[P ∗j~q (t)Pj~q (t) + ω2
j (~q )Q∗j~q (t)Qj~q (t)], (8.11)

1Übung: Sei die Basis einatomig, r = 1; finde die dynamische Matrix Dµ′
µ (~R0

n− ~R0
n′) =

Dn′µ′
nµ aus dem Kern-Kern Potential V (~R

n
− ~Rn′).

2Wir nutzen die Translationsinvarianz, Dn′α′µ′
nαµ = Dα′µ′

αµ (~R0

n
− ~R0

n′); die Symmmetrien

Q∗
j~q = Qj−~q, [~ε j

α(~q )]∗ = ~ε j
α(−~q ). (8.9)

garantieren, dass die Auslenkung ~snα reell ist.
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mit der zu Qj~q konjugierten Variablen

Pj~q =
∂L

∂Q̇∗j~q
= Q̇j~q (t). (8.12)

Wir quantisieren indem wir für Qj~q und Pj~q Operatoren mit den Vertau-
schungsrelationen

[Qj~q , Pj′~q ′ ] = i~ δ~q~q ′δjj′ (8.13)

einführen. Schliesslich gehen wir noch zu bosonischen Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren über, indem wir definieren

a†j~q =
1√

2~ωj(~q )
[ωj(~q )Q†j~q − iPj~q ], (8.14)

aj~q =
1√

2~ωj(~q )
[ωj(~q )Qj~q + iP †j~q ], (8.15)

Qj~q =

√
~

2ωj(~q )
[aj~q + a†j−~q ], (8.16)

Pj~q = −i
√

~ωj(~q )
2

[aj−~q − a†j~q ], (8.17)

mit [aj~q , a
†
j′~q ′ ] = δ~q~q ′δjj′ . Der Hamiltonoperator wird damit zu

H =
∑
j~q

~ωj(~q ) [a†
j~q
aj~q + 1/2]. (8.18)

Damit haben wir die 3r Phononenäste des Kristalls gefunden. Die ~q-Werte
sind auf die erste Brioullinzone beschränkt, welche ihrerseits durch die
Punktgruppe des Kristalls bestimmt ist. BeiN Elementarzellen haben wirN
erlaubte ~q-Werte in der 1.B.Z., also 3rN Moden mit den Energien ωj(~q ), die
den 3rN Freiheitsgraden der rN Atome bzw. Ionen entsprechen. Die Ener-
gien ωj(~q ) der Gittermoden sind damit analog zu den Bandenergien En(~k)
des elektronischen Systems mit dem bemerkenswerten Unterschied, dass der
Bandindex j = 1, . . . , r beschränkt ist. Entsprechend folgt ωj(~q) denselben
Symmetriebedingungen wie En(~k ), insbesondere der Zeitumkehrinvarianz,
ωj(~q ) = ωj(−~q ).

Von den 3r Ästen sind drei akustisch,3 d.h. linear in ~q für kleine q, die
übrigen 3(r − 1) Moden sind optisch, d.h., die Basisatome oszillieren für

3Diese Goldstone Moden ergeben sich aus der Brechung der kontinuierlichen Trans-
lationssymmetrie der Flüssigkeit beim flüssig-fest Phasenübergang; für ~q → 0 ähnelt die
Mode mehr und mehr einer Translation die keine Energie kostet.
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Abb. 8.1: Skizzen der Dispersion ω(q) und der Zustandsdichte ρ(ω) für die
ein- und zweiatomige lineare Kette; beachte die Verdoppelung der Moden
und Halbierung der Brillouin Zone beim Übergang von der ein- zur zwei-
atomigen Kette (bei gleichbleibender Anzahl der Moden). Die einatomige
Kette zeigt nur eine van Hove Singularität, die zweiatomige Version deren
drei.

q → 0 gegeneinander und ωj(~q → 0) 6= 0. Entlang der Symmetrielinien in
der Brillouin Zone können wir die Moden als longitudinal und transversal
klassifizieren, für allgemeine Richtungen ist dies nicht möglich. Wie bei den
Energiebändern der Elektronen definieren wir die Zustandsdichte

ρ(ω) =
ν

(2π)3
∑

j

∫
ωj(~q )=ω

dS~q

|~∇~q ωj(~q )|
; (8.19)

ρ(ω) zeigt Van-Hove-Singularitäten, wenn ~∇~q ωj(~q ) = 0 ist. In Abb. 8.1
sind die Dispersion und Zustandsdichte (DOS) für die ein- und zwei-atomige
Kette skizziert.

Die Abbildung 8.2 zeigt eine gemessene Phonondispersion im Diamant mit
2× 3 = 6 Moden (zwei Atome pro Einheitszelle).

8.1.1 Kontinuumslimes

Für die akustischen Zweige können wir eine Brücke schlagen zur Kontinu-
ums-Elastizitätstheorie des Kristalls, indem wir ~sn entwickeln (sµ(0) = s0µ)
gemäss

snµ = sµ(~R0
n) ≈ s0µ + (~R0

n · ~∇)sµ +
1
2
(~R0

n · ~∇)(~R0
n · ~∇)sµ. (8.20)
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Abb. 8.2: Phonondispersion des Diamants mit 6 Moden; beachte die Sym-
metrieklassifikation der Moden wie bereits aus den elektronischen Band-
strukturen bekannt (aus J.L. Warren, J.L. Yarnell, G. Dolling, and R.A.
Cowley, Phys. Rev. 158, 805 (1967)).

Aufgrund der Symmetrien von Dn′µ′
nµ überlebt nur der letzte Term von (8.20)

in der Bewegungsgleichung (8.7)

Ms̈nµ = Vuc

∑
n′µ′
νν′

Eµµ′νν′
∂2sµ′

∂Rν∂Rν′
, (8.21)

wobei M =
∑

αMα die totale Masse der Einheitszelle und

Eµµ′νν′ = − 1
2Vuc

∑
n′

Dn′ν′
n′µ Rn′νRn′ν′ (8.22)

die dynamische Matrix definiert. Unter Ausnutzung der Symmetrien von
Eµµ′νν′ können wir die Bewegungsgleichungen auch via den elastischen Kon-
stanten Cµµ′νν′ schreiben,

ρs̈µ =
∑
µ′νν′

Eµµ′νν′
∂2sµ′

∂Rν∂Rν′
=
∑
µ′νν′

Cµµ′νν′
1
2

∂

∂Rµ′

[ ∂sν

∂Rν′
+
∂sν′

∂Rν

]
. (8.23)

In einem kubischen Kristall gibt es 3 unabhängige elastische Konstanten
C11 = C22 = C33, C12 = C23 = C31 und C44 = C55 = C66, wobei die
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Doppelindizes via den Regeln

11 → 1 , 23 → 4, (8.24)
22 → 2 , 13 → 5, (8.25)
33 → 3 , 12 → 6, (8.26)

in Einzelindizes kodiert wurden. Komplizierte Kristalle haben bis zu 21 ver-
schiedene elastische Koeffizienten, ein isotropes Medium hat nur 2, und zwar
die kubischen mit der Nebenbedingung C11 = C12+2C44. Die longitudinalen
und transversalen Schallgeschwindigkeiten der Kompressions- und Schermo-
den sind dann4

sl =
√
C11/ρ, (8.27)

st =
√
C44/ρ. (8.28)

8.2 Elektron-Phonon-Kopplung

Ausgehend von der Wechselwirkung zwischen Elektronen und Kernen (~ri die
Koordinate des i-ten Elektrons)

VeK =
∑
nαi

Vα(~ri − ~R0
nα − ~snα) (8.29)

entwickeln wir die Energie für kleine Auslenkungen ~snα und benutzen
Gl. (8.5),

VeK = −
∑
nαi

1√
NMα

∑
j~q

Qj~q e
i~q·~R0

n(~ε j
α · ~∇)Vα(~ri − ~R0

nα). (8.30)

Beim Übergang zur zweiten Quantisierung schreiben wir für die Phononen

Qj~q =

√
~

2ωj(~q )
[aj~q + a†j−~q ], (8.31)

während wir für die Elektronen die Substitution

Vα(~ri − ~R0
nα) →

∫
d3rΨ†(~r )Vα(~r − ~R0

nα)Ψ(~r ) (8.32)

4Vgl. mit der Formel s2 = 1/κρ
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vornehmen. Wir drücken die Feldoperatoren via Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren von Blochwellen aus,

Ψ†(~r ) =
1√
ν

∑
n′~p ′

e−i~p ′·~r u∗n′~p ′(~r ) c†n′~p ′ , (8.33)

Ψ(~r ) =
1√
ν

∑
n~p

ei~p·~r un~p (~r ) cn~p, (8.34)

und entwickeln das periodische Potential Vα(~r ) = N−1
∑

κ Vακe
i~κ·~r im Fou-

rierraum. Die Summe
∑

n über alle Gittervektoren ergibt via der Pois-
son’schen Formel ∑

n

ei(~q−~κ )·~R0
n = N

∑
m

δ~q−~κ, ~Km
, (8.35)

wobei ~Km ein reziproker Gittervektor ist. Im Integral
∫
d3r verbleibt

1
ν

∫
d3r ei(~p+~q+ ~Km−~p ′)·~ru∗n′~p ′(~r )un~p (~r )

= δ~p ′,~p+~q+ ~Km

∫
d3r

Vuc
u∗n′~p ′(~r ) un~p(~r ). (8.36)

Fassen wir alle Faktoren zusammen, so erhalten wir einen länglichen Aus-
druck der Form

VeK = −
∑

nn′~pσ
j~qαm

√
~

2MαNωj(~q )
V

α~q+~km
e−i(~q+ ~Km)·~R0

α i(~q + ~Km) · ~ε j
α(~q )

∫
d3r

Vuc
un′~p+~q+ ~Km

(~r )un~p(~r ) [aj~q + a†j−~q ] c†
n′~p+~q+ ~Kmσ

cn~pσ. (8.37)

Wir diskutieren einige Aspekte:

– Die Vektoren ~p, ~p ′ sind auf die 1. Brillouin Zone reduziert, ebenso ~q.
Allerdings kann ~p+ ~q ausserhalb der 1. B.Z. zu liegen kommen; dann
muss ein reziproker Gittervektor ~Km den Impuls ~p + ~q in die 1. B.Z.
zurückbringen, ~p ′ = ~p + ~q + ~Km ∈ 1. B.Z.; man spricht von einem
Normalprozess wenn ~Km = 0 und von einem Umklapp-Prozess wenn
~Km 6= 0; der Impuls ~Km wird vom (∞ schweren) Gitter absorbiert.
Umklapp Prozesse produzieren eine Impulsrelaxation und sind wichtig
in der Berechnung der Leitfähigkeit bei Elektron-Elektron Streuung
und für die thermische Leitfähigkeit.
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– Die Dimensionen der Operatoren sind [c], [a], [ε] ∼ 1, V~q ist eine Ener-
gie und deshalb ist

√
~/2MωNq ∼ [(~2q2/M) (1/N) (1/~ω)]1/2 ∝ 1

dimensionslos.

– Zumeist bleibt das Elektron im gleichen Band, da ~ωj(~q ) � En′(~p ′)−
En(~p ) für n′ 6= n. Eine Ausnahme ist die Intervalley-Streuung in Halb-
leitern, z.B. im Si oder Ge mit 6 bzw. 8 äquivalenten Taschen im Lei-
tungsband.

– Sei ~Km = 0 und die Phononen seien nach ihrem transversalen und
longitudinalen Charakter klassifizierbar. Dann schränkt der Faktor ~q ·
~ε j
α(~q ) die Elektron-Phonon-Streuung auf die longitudinalen Phononen

ein.

– Modell-Hamiltonoperator: Um Elektron-Phonon-Prozesse qualitativ zu
beschreiben, betrachtet man den einfachsten Hamiltonoperator, der
die relevante Physik mitnimmt. Folgende Vereinfachungen sind gängig

– 1 Atom pro Zelle.

– Normalprozesse ~Km = 0.

– Klassifikation in longitudinale und transversale Moden, z.B., im
isotropen Medium.

– n = n′.

Wir erhalten den Modell-Hamiltonian

He−ph =
∑
~p~qσ

M~p~q c
†
~p+~qσc~pσ[a~q + a†−~q ] (8.38)

mit

M~p~q = −i

√
~2q2

2MN

1
~ω~q

V~q

∫
d3r

Vuc
u∗n~p+~q un~p. (8.39)

– Wir diskutieren einige typische Beispiele für M~p~q:
Wir modellieren die Elektron-Ion Wechselwirkung V (~r− ~Rn) im Metall
als abgeschirmtes Potential eines Ions der Ladung Z, dann ist wegen
ω~q � ωp

V~q =
4πZe2/Vuc

q2 ε(~q, ω~q)
≈ 4πZe2/Vuc

q2 + λ−2
TF

(8.40)
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und5

M~p~q ≈︸︷︷︸
u∗nun∼1

M~q ≈ −i

√
~2q2

2MN~ω~q

4πZe2/Vuc

q2 + λ−2
TF

∝ q
√
ω~q
. (8.41)

In Halbleitern ist die Deformationspotentialstreuung wichtig: Wir
schreiben für eine Änderung des Volumens ν durch eine longitudi-
nale akustische Schallwelle (εc ist die (volumenabhängige) Bandkante
des Leitungsbandes, Dc = ν∂νεc bezeichnet die Deformationspotenti-
alkonstante)

He−ph =
∫
d3r ρ(~r ) εc[V (~r )] =

∫
d3r ρ(~r )

∂εc
∂ν

|~∇ · ~s | ν (8.42)

=
∫
d3r ρ(~r )Dc

∑
~q

√
~

2MNω(~q )
|~q |ei~q·~r [a~q + a†−~q ]

und erhalten

M~q = Dc

√
~2q2

2MN

1
~ω~q

∝ q
√
ω~q
. (8.43)

Schliesslich erwähnen wir noch die Elektron-Phonon-Streuung durch
polar-optische Phononen, die in polaren Halbleitern wie z.B., GaAs,
InSb, ZnO wichtig ist,

M~q ≈ i

[
4πe2~ωLO

2ν

( 1
ε∞

− 1
ε0

)]1/2

q−1 ∝ 1
q

(8.44)

und durch die piezoelektrische Wechselwirkung, die in polaren Kristal-
len ohne Inversionszentrum möglich ist:6

M~q ≈ i

[
4πe2~2s2

2ν~ω~q

( 1
ε0
− 1
ε0 + εpiezo

)]1/2

∝ i
√
ω~q
. (8.45)

Die piezoelektrische Streuung involviert sowohl longitudinale als auch
transversale akustische Phononen und ist phasenverschoben zur De-
formationspotentialstreuung. Ein notorisches Problem sind die Nor-
mierungfaktoren N und ν – bitte vor Gebrauch überprüfen. Beachte
dabei, dass NM = ρν und He−ph ∝ 1/

√
ν.

5In Fermiliquid-Theorie kommt noch ein Faktor 1/(1 + F s
0 ) dazu.

6Wichtig in II-VI-Halbleitern wie CdS, ZnO; GaAs ist schwach piezoelektrisch, Si und
Ge sind nicht piezoelektrisch.
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8.2.1 Schallmoden

Ein weiterer interessanter Aspekt ist die Entstehung von Schall in Metallen
– ein Thema, das bereits früher diskutiert worden ist und das an dieser Stel-
le unter einem anderen Gesichtspunkt betrachtet werden soll. Wir starten
mit dem einfachen Elektron-Phonon-Hamiltonoperator für die longitudina-
len Phononen

H = Hel +Hph +He−ph

=
∑
~pσ

ε~pσc
†
~pσc~pσ +

1
2

∑
~p~p ′~q
σσ′

V~q c†~p+~qσc
†
~p ′−~qσ′c~p ′σ′c~pσ

+
∑

~q

~Ω~q [a†~q a~q + 1/2] +
∑
~p~qσ

M~q c
†
~p+~qσc~pσ[a~q + a†−~q ]. (8.46)

Die beiden letzten Terme können wir auch in der Form

1
2

∑
~q

[P †~q P~q + Ω2
~q Q

†
~q Q~q ] +

∑
~q

v~q ρ−~q Q~q (8.47)

schreiben, wobeiQ−~q = Q†~q , v~q = M~q

√
2Ω~q/~ = −i

√
q2/MN(4πZe2/Vucq

2)
die Elektron-Phonon Kopplungskonstante ohne Abschirmung und Ω~q ≈
(4πniZ

2e2/M)1/2 die Plasmafrequenz, d.h., die nicht abgeschirmte ‘Pho-
nonfrequenz’ der geladenen Ionen (Ladung eZ, Dichte ni) ist. Die Bewe-
gungsgleichung für die Amplitude Q~q hat die Form (L =

∑
~q P~q Q̇~q −H und

P~q = Q̇~q)
Q̈~q + Ω2

~q Q~q = −v−~q ρ~q. (8.48)

Mitteln wir über die Elektronenkoordinaten und berücksichtigen wir, dass
die Störung φ~q = v~q Q~q via Gl. (5.19) und (5.24) eine Polarisation

〈ρ~q〉 = χ(~q, ω~q) v~q Q~q (8.49)

im Elektronensystem erzeugt, so erhalten wir

− ω2
~q Q~q + Ω2

~q Q~q = −|v~q |2Q~q χ(~q, ω~q) (8.50)

und damit die neue Schwingungsfrequenz

ω2
~q = Ω2

~q + |v~q |2
q2

4πe2
[1/ε(~q, ω~q)− 1] (8.51)
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des gekoppelten Elektron-Ion-Systems. Setzen wir die komplexe Lösung ω~q =
ω1 − iω2 an, so erhalten wir die Ausdrücke

ω2
1 = Ω2

~q −
q2

4πe2
|v~q |2[1− 1/ε(~q, 0)], (8.52)

ω2

ω1
=

q2

8πe2
|v~q |2

ω2
1

[
−Im

1
ε(~q, ω1)

]
, (8.53)

für die Frequenz und Dämpfung der Mode. Dabei haben wir angenommen,
dass ω2 � ω1 � qvF ist und deshalb die statische Dielektrizitätskonstante
verwendet werden kann. Mit dem Normierungsvolumen ν = 1 und

q2

4πe2
|v~q |2 =

4πZ2e2ni

M
= Ω2

p ≈ Ω2
~q (8.54)

erhalten wir

ω2
1 =

Ω2
p

ε(~q, 0)
≈ Ω2

p

q2s2

ω2
p

= s2phq
2 =

Zm

M
s2q2, (8.55)

das Bohm-Staver Resultat. Für die Dämpfung vereinfacht sich das Resultat
zu

ω2 =
ε′′(~q, ω1)
ε(~q, 0)

≈ π

12

√
mZ

M

pF

ms
ω1 ∼

√
m

M
ω1. (8.56)

8.3 Gitterdefekte

Analog zum Elektron-Phonon-Hamiltonoperator finden wir leicht den Ha-
miltonoperator für die Wechselwirkung von Elektronen und Defekten. Seien
~Ri die Positionen der Defekte und

VeD =
∑
ij

V D(~ri − ~Rj) (8.57)

der zu Gl. (8.29) analoge Defekt-Elektron-Anteil im Hamiltonoperator. In
zweiter Quantisierung schreiben wir

He−D =
∫
d3r

∑
n

Ψ†(~r )VD(~r − ~Rn) Ψ(~r ) (8.58)

und mit Gl. (8.33) und (8.34), sowie der Fouriertransformation des Streu-
potentials VD(~r ) = (1/ν)

∑
~q exp(i~q · ~r )V D

~q , erhalten wir den Ausdruck

He−D =
∑
~p~qσ
nn′

1
ν

∑
j

V D
~q e

−i~q·~Rj

∫
d3r

Vuc
u∗n′~p+~q un~p c

†
n′~p+~qσcn~pσ. (8.59)
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Abb. 8.3: Modulations Dotierung
im Halbleiter: Die Donatoren (Si
Atome im AlGaAs) werden weg
vom zwei-dimensionalen Elektronen
Gas (2DEG) eingeführt, so dass die
zurückbleibenden positiven Streu-
zentren nur wenig streuen. Dieser
Trick erlaubt hoch-mobile 2D Elek-
tronen Gase zu realisieren wie sie im
Quanten-Hall-Effekt benötigt wer-
den.

Wiederum sind folgende Vereinfachungen üblich: wir betrachten die Streu-
ung von Elektronen im Leitungsband n = n′ (im folgenden unterdrücken
wir den Index), wir ignorieren die Struktur der Blochwellen u∗n′~p+~q un~p ∼ 1,
und drücken die Defektdichte im Fourierraum aus, ρD

~q =
∑

j exp(−i~q · ~Rj)/ν;
damit erhalten wir den Elektron-Defekt Hamiltonian

He−D =
∑
~q~pσ

V D
~q ρ

D
~q c

†
~p+~qσc~pσ =

∑
~q

V D
~q ρ

D
~q︸ ︷︷ ︸

Energie

ρ−~q. (8.60)

Vergleiche dies mit dem Resultat für die Elektron-Phonon-Wechselwirkung

He−ph =
∑

~q

v~q Q~q︸ ︷︷ ︸
Energie

ρ−~q. (8.61)

Die Positionen ~Rj der Defekte sind im allgemeinen zufällig verteilt. Ein
typisches Beispiel für das Defektpotential ist das abgeschirmte Potential
einer geladenen (Ze) Verunreinigung,

V D(~r ) =
Ze2

r
e−r/λTF , (8.62)

V D
~q =

4πZe2

q2 + λ−2
TF

. (8.63)

Beachte, dass in Halbleitern die Abschirmlänge λTF recht lang ist,

1
λ2

TF

∣∣∣
Metall

= 4πge2 =
6πne2

εF
, (8.64)

1
λ2

D

∣∣∣
Halbleiter

=
4πne2

ε0T
, (8.65)
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mit der statischen Dielektrizitätskonstanten ε0 des Gitters. Mit nHL ∼
10−5 nM, T ∼ 10−2TF ist die Abschirmlänge λHL ∼ 10 − 100 λM ∼
10−100 Å, d.h. die Dotieratome im Halbleiter sind effiziente Streuer, welche
die Leitfähigkeit signifikant herabsetzen. Mit einem Trick kann das Problem
in modernen Strukturen durch sogenanntes Modulation Doping umgangen
werden, d.h. man dotiert an anderer Stelle, weg vom Aufenthaltsort der
beweglichen Ladungsträger, vgl. Abb. 8.3.
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Kapitel 9

Quasiteilchen Zerfall und
dissipativer Transport

In diesem Kapitel konzentrieren wir uns auf die physikalischen Konsequen-
zen der Streuprozesse, die endliche Lebenszeit der Quasiteilchen und den
Eigenschaften des dissipativen Transportes.

9.1 Lebenszeiten

Der ursprüngliche Hamiltonoperator (8.1) reduziert sich für niedrige Ener-
gien unter idealisierten Bedingungen auf den Modellhamiltonian

H =
∑
~pσ

ε~p c
†
~pσc~pσ +

1
2

∑
~p~p ′~q
σσ′

V scr
~q c†~p+~qσc

†
~p ′−~qσ′c~p ′σ′c~pσ

+
∑
~q λ

~ω~q λ[a†~q λa~q λ + 1/2] +
∑

~q

v~q√
2ω~q

(a~q + a†−~q )ρ−~q

+
∑

~q

V D
~q ρ

D
~q ρ−~q. (9.1)

In Gl. (9.1) haben wir zusätzlich die Defektstreuung berücksichtigt. Die
Terme H0,el (Term # 1) und H0,ph (# 3) definieren Eigenzustände mit
unendlicher Lebensdauer des elektronischen bzw. des Gittersystems. Die
Wechselwirkungs-Terme Hee (# 2) und HeD (# 5) erzeugen endliche Le-
bensdauern für die Elektronen, der Term Hep (# 4) erzeugt eine endliche

207
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Lebensdauer gleichermassen für die Elektronen und die Phononen.1 Im vor-
liegenden Kapitel wollen wir die elektronischen Lebenszeiten näher untersu-
chen.

9.1.1 Elektron-Defekt-Streuung

Ein Streuer mit V D(~r ) = (e2/r)e−r/λTF erzeugt nach Fermi’s Goldener Regel
eine Streurate

W~p→~p+~q =
2π
~
|〈~p+ ~q |V D|~p 〉|2δ(~ω~p~q ) (9.2)

und damit eine Lebenszeit (aB = ~2/e2m ist der Bohr’sche Radius)

1
τ

= ν

∫
d3q

(2π)3
W~p→~p+~q (1− n~p+~q ) (9.3)

=
1
ν

∫
dΩ~q

4π

∫
dq q2

2π2

2π
~

[
4πe2

q2 + λ−2
TF

]2

δ[(~2/2m)(2~p · ~q−q2)](1−n~p+~q )

∼ 1
ν

∫ 1

−1
dz

∫
dq2q

e4m

~3

1/kFq

(q2 + λ−2
TF )2

δ(z − q/2kF)

∼ e4m

~3kF

1
ν

∫
dq2

1
(q2 + λ−2

TF )2

∼ ~
mkF

1
ν

λ2
TF

a2
B

∼ εF

~n
1
ν

λ2
TF

a2
B

. (9.4)

Mit ND Streuzentren erhalten wir damit

~/τ
εF

=
nD

n

λ2
TF

a2
B

� 1. (9.5)

Mit εF ∼ 1015 s−1 ist 1/τ ∼ (nD/n) 1015 Hz.

9.1.2 Elektron-Phonon-Streuung

Wir betrachten den Elektron-Phonon-Hamiltonoperator

Hep =
∑
~p~qσ

M~q c
†
~p+~qσc~pσ (a~q + a†−~q ) (9.6)

1Wir erwähnen noch, dass die Entwicklung von V (~Rn − ~Rn′) in Gl. (8.3) in Ordnung
s3 ein Matrixelement zur Phonon-Phonon-Streuung erzeugt und ebenso in Ordnung s4

einen 4-Phonon-Streuprozess. Bei einer konvexen Dispersion kann ein Phonon spontan in
zwei zerfallen, da der Prozess kinematisch nicht verboten ist.
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Abb. 9.1: Das experimentel ge-
messene (via Tunnelspektrosko-
pie) Spektrum α2F von Zinn
(Sn) kann durch den Ausdruck in
Gl. (9.12) genähert werden (Abb.
aus J.M. Rowell, W.L. McMillan,
and W.L. Feldmann, Phys. Rev. B
3, 4065 (1971).

mit

M~q = −i

√
~2q2

2MN~ω~q

4πZe2λ2
TF

Vuc(1 + q2λ2
TF)

. (9.7)

Im Limes ~q → 0 schreiben wir M~q um auf

|M~q |2 = λ
~ω~q

g(εF)ν
, g(εF) =

3
2
n

εF

, λ =
2Z
3
ε2F
T 2

s

m

M
. (9.8)

Hierbei haben wir eine akustische Dispersion ω~q = sphq angesetzt und
sph = Ts/pF durch die Phonon-Temperatur Ts ausgedrückt, wobei Ts ∼
TD = sph~qD und ~qD ∼ pF. λ ist die dimensionslose Elektron-Phonon-
Kopplungskonstante. Benutzen wir für s2ph = (Zm/3M)v2

F das Bohm-Staver-
Resultat, so erhalten wir λ = 1/2. Oft braucht man anstelle von λ einen über
die Fermifläche gemittelten Wert und benutzt Gl. (9.6) mit Gl. (9.8) auf dem
ganzen Intervall q ∈ [0, 2kF],

λ̄ = N(εF)ν

∑
α

∫
dS
vF

∫
dS′

vF
|Mα

~p~p ′ |2/~ωα(~p− ~p ′)∫
dS
vF

∫
dS′

vF

. (9.9)

Typische Werte für λ̄ sind 0.47 (Na), 0.16 (Cu), 0.12 (Ag), 0.08 (Au), 0.9
(Al), 1.05 (In).2

2Beachte, dass reines Ag und Au nicht supraleitend werden.
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Abb. 9.2: Vergleich von α2F im Sn mit dem Phonenspektrum (gemessen
via Neutronenstreuung); beachte die Übereinstimmung zwischen den Peaks
in α2F (ω) und den Bandkanten im Spektrum, aus J.M. Rowell, W.L. Mc-
Millan, and W.L. Feldmann, Phys. Rev. B 3, 4065 (1971).

Eine weitere oft gebrauchte Grösse ist die Funktion α2F (ω), der Mittelwert
von |M~q |2 über die Fermifläche,3

α2F (ω) =
ν

(2π)3

∫
dS~p ′

~2v~p ′
|M~p ′−~p|2δ(ω − ω~p−~p ′); (9.10)

mit

|M~q |2 = λ
~ω~q

νN(εF)
, ω~q = Ts

q

pF

, (9.11)

ist

α2F (ω) =
{
λ(~ω/2Ts)2 ~ω < 2Ts

0 sonst
. (9.12)

Das experimentelle Resultat für α2F in Sn ist in Abb. 9.1 gezeigt4 und Abb.
9.2 zeigt den Zusammenhang dieser Grösse mit dem Phononspektrum.

Für die Lebenszeit 1/τ(ε) müssen wir den Ausdruck

1
τ~p

= ν

∫
d3q

(2π)3
2π
~
|M~q |2[(1− n~q+~p )(1 +N−~q )δ(ε~p+~q − ε~p + ~ω−~q )

+(1− n~p+~q )N~q δ(ε~p+~q − ε~p − ~ω~q )] (9.13)

3Beachte: ‘α-squared F ’ ist eine Grösse, kein Produkt α · α · F .
4Finde aus diesen Daten und einem Fit an Gleichung (9.12) einen Schätzwert für λSn.
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= 0
h τ
εF

h τ
µ

T0 Ts

= 0ξ

εF εTs+2

T

Abb. 9.3: Streuraten (skizziert) (~/τ)/εF für Elektron-Phonon–Streuung bei
T = 0 und endlicher Anregungsenergie ξ = ε−εF (links) und für ξ = ε−µ = 0
und endlicher Temperatur (rechts).

berechnen, wobei die erste (zweite) δ-Funktion die Emission (Absorption)
von Phononen beschreibt. Für ein isotropes freies Elektronen-Modell lässt
sich dieser Ausdruck (mit viel Arbeit) auf die Form

1
τ(ε)

= 2π
∫ ∞

0
dω α2F (ω){1 + 2N(ω)− f(ε− ~ω) + f(ε+ ~ω)} (9.14)

bringen (N(ω): Bosefaktor). Damit erhalten wir die Resultate für T = 0,
ξ = ε− µ 6= 0 (vgl. Abb. 9.3)

~/τ(ε)
εF

=

{
λ π

6 (Ts/εF)[(ε− εF)/Ts]
3, |ξ| < 2Ts,

λ 4π
3 (Ts/εF), |ξ| > 2Ts,

(9.15)

und für ξ = 0, T > 0,

~/τ(µ)
µ

=

{
λ 4.2π (Ts/µ) (T/Ts)

3, T < Ts,

λ 2π T/µ, T > Ts.
(9.16)

Das Hochtemperaturresultat 1/τ ∝ T lässt sich klassisch einfach verstehen:
mit steigender Temperatur wächst die mittlere Auslenkung der Ionen wie
〈s2〉 ∝ T und damit auch der Wirkungsquerschnitt.5

5Benutze das Fluktuations-Dissipations-Theorem zur Berechnung von 〈s2〉; alle Moden
mit ~ω < T sind thermisch angeregt mit coth(~ω/2T ) ∼ T/~ω > 1, diejenigen mit ~ω > T
sind nicht voll angeregt mit coth(~ω/2T ) ∼ 1. Wenn alle Moden bei T > Ts thermisch
angeregt sind wächst 〈s2〉 ∝ T .
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Die Elektron-Phonon-Streuung erzeugt auch eine endliche Lebenszeit für die
Phononen,

1
τphω~q

= π λ
sph

vF

= π λ

√
Zm

3M
� 1, (9.17)

d.h. die Phononen sind wohldefinierte Quasiteilchen.6

9.1.3 Elektron-Elektron-Streuung

Das Resultat für die elektronische Lebenszeit unter Elektron-Elektron-
Streuung haben wir im Abschnitt 6.7 bereits hergeleitet. Wir müssen nur
noch die abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung für W

~p1σ1, ~p2σ2, ~p ′
1σ′1, ~p ′

2σ′2
einsetzen. Fermi’s Goldene Regel gibt uns

W
~p1σ1, ~p2σ2,~p ′

1σ′1,~p ′
2σ′2

=
2π
~
|V scr(~p1 − ~p ′1)δσ1σ′1

δ
σ2σ′2

−V scr(~p1 − ~p ′2)δσ1σ′2
δ
σ2σ′1

|2

mit

V scr(~q ) =
4πe2λ2

TF

1 + q2λ2
TF

. (9.18)

Die Umrechnung auf W (θ, ϕ) ist etwas mühsam und wir zitieren an dieser
Stelle nur das Resultat für 1/τpF(T ) im Limes niedriger bzw. hoher Dichte,

∆ε
ε

=
~/τεF

εF

=

{
π3

16 (T/εF)2, e2kF/πεF � 1,
π3

16
λTF
aB

(T/εF)2, e2kF/πεF � 1,
, (9.19)

in qualitativer Übereinstimmung mit Gl. (6.125).

9.1.4 Zusammenfassung

Noch einmal ganz kurz die Resultate für die Lebensdauern der Quasiteilchen
auf Grund der verschiedenen Streuprozesse:

~/τ
εF

∣∣∣
eD

≈ nD

n
, (9.20)

6Bei T → 0 wird ξ~p ∼ T < ~/τph, d.h. die Streuung findet an ‘nicht wohldefinier-
ten’ Phononen statt und ~/τep geht von ∝ T 3 zu ∝ T 2 über, siehe Abrikosov, Gor’kov,
Dyaloshinski.
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~/τ
εF

∣∣∣
ep

≈ λ
T

εF

{
(T/Ts)

2

1
, (9.21)

~/τ
εF

∣∣∣
ee

≈ (T/εF)2. (9.22)

Wegen εF ∼ 104 K und Ts ∼ 100 K dominiert die Elektron-Elektron–
Streuung für T < 1 K über die Elektron-Phonon–Streuung.

9.2 Dissipativer Transport

Der elektrische Transport/Wärmetransport in Festkörpern ist ein sehr brei-
tes Thema und wir können hier nur die Spitze des Eisberges behandeln.
Unsere Strategie wird nicht auf Vollständigkeit ausgelegt sein, sondern eher
auf das Verständnis einiger tieferer Zusammenhänge. Ziel ist es, das Terri-
torium für die Supraleitung zu planieren und einige interessante Details zu
erwähnen. Dabei konzentrieren wir uns hauptsächlich auf den elektrischen
Transport in Metallen.

Zuerst identifizieren wir den wichtigsten Streuprozess: Für kleine Tempa-
raturen T stehen ~/τee ∼ εF(T/εF)2 und ~/τeD ∼ εFnD/n im Wettbewerb;
für Reinheiten nD/n > 10−8 und niedrigen Temperaturen (∼ K) ist die
Defekt-Streuung relevant, bei Zimmertemperatur (∼ 300 K) dagegen ergibt
ein Vergleich von τeD mit τep (T/εF versus nD/n), dass die Elektron-Phonon-
Streuung dominant ist. Wir starten daher mit der Elektron-Defekt-Streuung,
um das Tieftemperaturverhalten zu verstehen, und arbeiten im Formalismus
der Landau-Silin-Theorie.

9.2.1 Elektron-Defekt Streuung

Die Transportgleichung hat die Form7

−ωδn~p + ~q · ~v~p δn̄~p + ie ~E · ~v~p δ(ε~p − µ) = −i∂tn~p |streu, (9.23)

∂tn~p |streu = −2π
~
∑
~p ′

W~p~p ′ δ(ε̄~p − ε̄~p ′)[n~p (1− n~p ′)− n~p ′(1− n~p )].

7Für ~q → 0, vgl. Gl. (7.43), das externe Feld ~D plus Polarisationsfeld ~Ep ergibt ~D+ ~Ep =
~E.
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Haben wir die Lösung n~p gefunden, so können wir die Ladungs- und Strom-
dichte,

eρ = 2e
∑

~p

δn~p, (9.24)

e ~J = 2e
∑

~p

δn̄~p ~v~p, (9.25)

und daraus die Dielektrizitätskonstante ε bzw., die Leitfähigkeit σ berech-
nen. Wir vereinfachen zuerst den Streuterm. Mit n~p = f(ε̄~p ) + δn̄~p, vgl.
Gl. (6.37), und ε̄~p = ε~p + O(δn~p ) erhalten wir in niedrigster Ordnung in
δn~p,

∂tn~p |streu = −2π
~
∑
~p ′

W~p~p ′ δ(ε~p − ε~p ′)[δn̄~p − δn̄~p ′ ]. (9.26)

Alle Grössen leben auf der Fermifläche und lassen sich in sphärische Har-
monische entwickeln (θ, ϕ Winkel zu ~p ),

W~p~p ′ =
∑

l

WlPl(cosϑ), cosϑ = p̂ · p̂′, (9.27)

δn̄~p =
∑
lm

δn̄lm Ylm(θ, ϕ). (9.28)

Das Ausnützen des Additionstheorems

Pl(cosϑ) =
4π

2l + 1

l∑
m=−l

Ylm(θ, ϕ)Y ∗
lm(θ′, ϕ′), (9.29)

ergibt für den Streuterm (die Integration über dΩ~p ′ erzeugt die Terme
δl0δm0Yl′m′(θ, ϕ) und δll′δmm′Ylm(θ, ϕ))

∂tn~p |streu = −2π
~

∫
dp′p′2

(2π)3

∫
dΩp̂′ δ(ε~p − ε~p ′) (9.30)

×
∑

lm l′m′

Wl
4π

2l + 1
Ylm(θ, ϕ)Y ∗

lm(θ′, ϕ′) δn̄l′m′ [Yl′m′(θ, ϕ)− Yl′m′(θ′, ϕ′)]

= −
∑
lm

δn̄lmYlm(θ, ϕ)
2π
~

∫
dp′p′2

2π2
δ(ε~p − ε~p ′)[W0 −Wl/(2l + 1)]︸ ︷︷ ︸

1/τl

Damit wird Gl. (9.23) zu

− ωδn~p + ~q · ~v~p δn̄~p + ie ~E · ~v~p δ(ε~p − µ) = i
∑
lm

δn̄lm

τl
Ylm(θ, ϕ) (9.31)
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mit

1
τl

=
2π
~

∫
dp′p′2

2π2
δ(ε~p − ε~p ′)[W0 −Wl/(2l + 1)], (9.32)

1
τ0

= 0, (Teilchenzahlerhaltung) (9.33)

1
τ1

=
2π
~
∑
~p ′

W~p~p ′δ(ε~p − ε~p ′)[1− cosϑ]. (9.34)

Jede Mode l > 0 relaxiert mit der ihr zugehörigen Relaxationszeit τl, wobei
die Rate 1/τ0 = 0 aufgrund der Teilchenzahlerhaltung verschwindet und τ1
die Impulsrelaxationszeit oder Transportzeit angibt.

Die resultierende kinetische Gleichung für δn~p im Limes ωτ, ql � 1 haben
wir im Abschnitt 7.3 untersucht; hier konzentrieren wir uns auf die durch
den Stossterm induzierten Modifikationen und berechnen die (longitudinalen
und transversalen) Antwortfunktionen ε und σ. Nebst den Transporteigen-
schaften (z.B., das Drude Gesetz für σ) erhalten wir auch einen Einblick
in die Abschirmeigenschaften eines realen Systems mit endlicher Streuzeit
(nichtidealer Leiter).

Eine longitudinale Anregung mit ~q ‖ ~E, ql� 1 erzeugt in Ordnung (ql)1 Ant-
worten in den Kanälen l = 0, 1. Wir wählen die Achse ‖ ~q, ~E, die Quanten-
zahl m = 0 und berücksichtigen die Teilchenzahlerhaltung durch τl=0 = ∞.
Für die Kanäle l = 0, 1 erhalten wir dann via Projektion8

− ω δn0 +
1
3
qvF δn̄1 = 0, (9.35)

−ωδn1 + qvFδn̄0 + ieEvF δ(ε~p − µ) =
i

τ1
δn̄1. (9.36)

Mit den Relationen9

δn̄s,a
lm = [1 + F s,a

l /(2l + 1)] δns,a
lm (9.38)

finden wir mit
m∗ = (1 + F s

1 /3)m (9.39)
8Benutze

R
d cosϑ cos2 ϑ = 1/3.

9Diese Beziehung folgt aus der Definition

δn̄~p = δn~p −
∂n0

∂ε~p

X
~p ′

f~p ~p ′δn~p ′ (9.37)

und der Entwicklung in sphärisch Harmonische, δn~p± = δns
~p±δna

~p und δns,a
~p =

P
lm δ(ε~p−

µ)δns,a
lmYlm.
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vF q

ω

q0 1 l

Abb. 9.4: Bereich q < 1/l, ω ≥ 0, beliebig
im ω − q Diagramm.

sofort das Resultat

δn̄1(Ω) =
ie ~E · ~v~p δ(ε~p − µ)

m

m∗ω +
i

τ1
− q2v2

F

3ω
(1 + F s

0 )
(9.40)

und die Stromdichte

e ~J = 2ie2
∫

d3p

(2π)3
( ~E · ~v~p)~v~p (1 + F s

1 /3)
ω + i/τeff − q2s2/ω

= ie2
mpF(1 + F s

1 /3)
π2~2

∫
dε0~p

∫
dΩp̂

4π

cos2 θ ~E v2
~p δ(ε~p − µ)

ω + i/τeff − q2s2/ω

= ie2
3
2
n

εF

m∗

m

1
3
v2

F

τeff/i

1− iωτeff + iq2s2τeff/ω
~E (9.41)

mit τeff = τ1m/m
∗ und s2 = (v2

F/3)(1+F s
0 )(1+F s

1 /3). Damit finden wir die
longitudinale Leitfähigkeit

σ‖(~q, ω) =
e2nτeff
m

1
1− iωτeff(1− q2s2/ω2)

, (9.42)

gültig für beliebige ω im Gebiet ql < 1, vgl. Abb. 9.4, also insbesondere
auch im Gebiet der optischen Antwort, wo σ‖(~q, ω) = σ⊥(~q, ω). Im Grenzfall
q → 0 erhalten wir die Drudeformel für σ(ω).

Tatsächlich liefert in diesem Gebiet (q → 0) die transversale Anregung mit
l = 1, m = ±1 und δnl=0 = 0 (keine Raumladungen) bis auf Korrekturen
der Ordnung qvFτ die gleiche Antwort,

−ωδn1 + ie ~E · ~v~p δ(ε~p − µ) =
i

τ1
δn̄1, (9.43)
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δn̄1(Ω) =
ie ~E · ~v~p δ(ε~p − µ)
mω/m∗ + i/τ1

, (9.44)

σ⊥(q l < 1, ω) =
e2nτeff
m

1
1− iωτeff

. (9.45)

Für ωτ > q2l2 können wir den Term ∝ q2 im Nenner vernachlässigen und
erhalten das Drude-Resultat (gültig für ‖ und ⊥ Felder)

σ(ωτ > q2l2) =
ne2τeff
m

1
1− iωτeff

=
σdc

1− iωτeff
(9.46)

Im Grenzfall ωτ � 1 und ql� 1 erhalten wir für die longitudinale diffusive
Leitfähigkeit (beachte den sogenannten Diffusionspol 1/(iω − dq2))

σ‖(ωτ < 1, ql < 1) =
ne2

m

iωτeff
iω −Dq2

(9.47)

mit der Diffusionskonstanten D = s2τeff ; dieses (hydrodynamische) Resultat
lässt sich durch rein makroskopische Argumente herleiten, siehe Ref. [Pin66].

Für die Dielektrizitätskonstante finden wir

ε(q < 1/l, ω) = 1−
ω2

p

ω2 − s2q2 + iω/τeff
. (9.48)

Der statische Limes ε(q, ω → 0) = 1 + ω2
p/s

2q2 wird durch Stösse nicht
verändert, die Abschirmung ist deshalb unabhängig von τ und Stösse ändern
auch die Teilchenzahl in der Raumladung nicht. Für ωτ > q2l2 erhalten wir
das Drude Resultat mit dem metallischen Pol bei ω = 0 und einem weiteren
dissipativen Pol zurück,

ε(ω > q2l2/τ) = 1 +
4πiσdc

ω(1− iωτeff)
. (9.49)

9.2.2 Elektron-Phonon-Streuung

Bloch-Grüneisen-Gesetz

Die Lösung der Transportgleichung für Elektron-Phonon-Streuung ist eine
schöne Rechnung, auf die wir leider aus Zeitgründen nicht eingehen können.
Wie bei der Defektstreuung müssen wir anstelle der Einteilchen-Relaxa-
tionszeit τ eine Transportzeit τtrans berechnen. Einsetzen derselben in σ =
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Streuung

0

ρ

T

T

T
5

Ts

Elektron−Phonon Abb. 9.5: Bloch-Grüneisen ρ(T ) ∝ T 5

Gesetz für den durch Elektron-Phonon
Streuung generierten Widerstand (Skiz-
ze). Für T > Ts wird der Widerstand
T -linear.

ne2τtrans/m gibt uns die Leitfähigkeit. Man findet

~
τtrans

=
π

2
Ts

( T
Ts

)5
J5(2Ts/T ), (9.50)

Jn(y) =
∫ y

0
dx

xn

4 sinh2(x/2)

{
n! ζ(n), y →∞,

yn−1/(n− 1), y → 0.
(9.51)

Dies liefert uns das berühmte Bloch-Grüneisen-Gesetz ρ(T ) ∝ T 5, vgl. Abb.
9.5. Beachte, dass in höherer Ordnung J5 ≈ 4(Ts/T )4 − 8(Ts/T )6, d.h. ρ
extrapoliert linear auf 0 bei hohen T .

Matthiesen’sche Regel

Im Experiment können wir nur ρtot, nicht aber die einzelnen Anteile ρeD und
ρep messen. Man kann zeigen, dass ρtot ≥ ρep + ρeD. Die sog. Matthiesen’sche
Regel ersetzt ≥ durch =.

9.2.3 Elektron-Elektron-Streuung

Der Impuls ~p ist im Elektron-Elektron-Streuprozess erhalten, also ist im
Prinzip der korrespondierende Widerstand ρ = 0. Im Metall erzeugen al-
lerdings Umklapp-Prozesse eine endlichen Widerstand ρ ∝ T 2 (Landau und
Pomeranchuk, 1936), d.h. die T -Abhängigkeit ist durch τqp, der Relaxati-
onszeit der Quasiteilchen, bestimmt. Die Wärmeleitfähigkeit κ ∝ 1/T ist
auch ohne Umklappprozesse endlich.



Kapitel 10

Abschirmung: Long. vs
Trans.

In diesem Kapitel gehen wir nochmals auf das Phänomen der Abschirmung
ein, wobei wir besonderes Gewicht auf den Unterschied zwischen der lon-
gitudinalen, metallischen Abschirmung und der transversalen Abschirmung
im Supraleiter legen.

10.1 Maxwell- und konstitutive Gleichungen

Wir starten mit den Maxwellgleichungen

~∇ · ~E = 4π[〈ρ〉+ ρext], (10.1)
~∇ · ~B = 0, (10.2)

~∇∧ ~E = −1
c
∂t
~B, (10.3)

~∇∧ ~B =
1
c
∂t
~E +

4π
c

[〈~j 〉+~jext], (10.4)

mit den lokalen Feldern ~E und ~B im Metall und den induzierten Ladungs-
und Stromdichten 〈ρ〉 und 〈~j 〉. Die homogenen Gleichungen werden mit den
Potentialen φ und ~A und den Feldern ~B = ~∇ ∧ ~A und ~E = −∇φ− c−1∂t

~A
gelöst. Die externen Potentiale φext und ~Aext werden durch die externen
Quellen ρext und ~jext erzeugt; die Potentiale ergeben sich dann aus externen
und induzierten Komponenten, φ = φext + φpol und ~A = ~Aext + ~Apol. Nach

219
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einer Fouriertransformation ~r, t→ ~q, ω finden wir

q2 φ = 4π[〈ρ〉+ ρext], (10.5)

q2 φext = 4πρext, (10.6)

(ω2 − c2q2) ~A = 4πc [〈~j 〉+~jext], (10.7)

(ω2 − c2q2) ~Aext = 4πc~jext. (10.8)

Wir benutzen die konstitutiven Materialgleichungen für die Stromdichte (→
Leitfähigkeitstensor σµν)

〈jµ(~q, ω)〉 = σµν(~q, ω)Eν(~q, ω) (10.9)

und für die Polarisation (→ dielektrischer Tensor εµν ; das ~D-Feld wird durch
externe Ladungen und Ströme erzeugt)

Dµ = εµνEν ; (10.10)

mit der Gleichung für den Verschiebungsstrom

∂t
~D = ∂t

~E + 4π〈~j 〉 (10.11)

folgt dann die Beziehung

εµν(~q, ω) = 1 +
4πi
ω
σµν(~q, ω) (10.12)

zwischen εµν(~q, ω) und σµν(~q, ω). Für ein isotropes System gilt

(ε)µν =

 ε‖ 0 0
0 ε⊥ 0
0 0 ε⊥

 = 1 +
4πi
ω

 σ‖ 0 0
0 σ⊥ 0
0 0 σ⊥

 (10.13)

10.1.1 Longitudinaler Response

Aus den longitudinalen Gleichungen (10.5), (10.6) und der konstitutiven
Gleichung (10.10) erhalten wir die Beziehung

φ(~q, ω) =
φext(~q, ω)
ε‖(~q, ω)

. (10.14)

Im statischen Limes ω → 0 ist

ε‖(q) = 1 + ω2
p/q

2s2 (10.15)
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und longitudinale Felder werden abgeschirmt,

φ(~q, ω) =
φext(~q, ω)

1 + ω2
p/s

2q2
, (10.16)

[∆− ω2
p/s

2]φ = −4πρ. (10.17)

10.1.2 Dynamischer Response, Skineffekt

Im Metall wird auch jede dynamische Anregung abgeschirmt (Skineffekt).
Ausgehend von (10.7) mit ~jext = 0 und unter Benutzung von (10.9) und
(10.12) erhält man die bekannte Dispersionsrelation (wir betrachten den
optischen Grenzfall q → 0 wo ε‖(0, ω) = ε⊥(0, ω) = ε(ω)

q2 = ε(ω)ω2/c2; (10.18)

Einsetzen von (10.12) ergibt die Eindringtiefe (es ist q = q′ + i/δ, σ(ω) =
σdc/(1− iωτeff), cf. Gl. (9.42)) und wir betrachten Frequenzen ωτeff � 1)

δ =

√
c2

2πωσdc
. (10.19)

Mit zunehmender Frequenz ω wird die Skintiefe δ kleiner; wenn ωτeff > 1,
geht das Resultat in den stossfreien Limes über und δ saturiert auf den Wert
der London-Eindringtiefe

δ =

√
c2τeff
2πm

m

e2nτeff
=

√
c2m

2πe2n
≈ λL. (10.20)

Gehen wir schliesslich mit ω über die Plasmafreqenz hinaus, so wird ε(ω) > 0
positiv und das Metall wird transparent. Beachte, dass für einen idealen
Leiter mit τ1 → ∞ jedes dynamische Signal auf der Länge λL abgeschirmt
wird,

σ(ω) =
ie2n

m
[P (1/ω)− iπδ(ω)]. (10.21)

Insbesondere geben der ideale Leiter und der Supraleiter dieselbe dynami-
sche Antwort. Beachte, dass die dynamische Leifähigkeit (10.21) aus der
Trägheit der Elektronen resultiert,

e ~E = m∂t~v =
m

en
∂t
~j = − iωm

en
~j, (10.22)

~j =
ie2n

mω
~E = σ(ωτ � 1) ~E. (10.23)
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10.1.3 Transversaler statischer Response

Der Unterschied zwischen Metall und Supraleiter tritt erst im statischen
Abschirmverhalten zu Tage. Im Limes ω = 0 ist der Wellenvektor ~q relevant
und wir müssen zwischen longitudinaler und transversaler Antwort unter-
scheiden. Die transversalen Eigenmoden erfüllen die Wellengleichung(

1 +
4πiωσ⊥
ω2 − c2q2

)
~A = ~Aext = 0, (10.24)

→ Dispersion aus : c2q2 = ω2ε⊥(~q, ω); (10.25)

ein endliches externes Feld ~Aext erzeugt die Antwort

~A(~q, ω) =
~Aext(~q, ω)

1 +
4πiωσ⊥(~q, ω)
ω2 − c2q2

. (10.26)

Ein statisches ~A-Feld wird gemäss

~A(~q, ω) =
~Aext(~q, ω = 0)

1− 4πiωσ⊥(~q, ω)
c2q2

(10.27)

genau dann abgeschirmt, wenn σ⊥(~q ) ∝ 1/ω ist. Dies ist im Supraleiter, in
dem σ⊥ = ie2ns/mω (ns bezeichnet die supraleitende Dichte), gerade der
Fall,

~A(~q )
∣∣∣
SL

=
~Aext(~q )

1 + ω2
ps/c

2q2
=

~Aext(~q )
1 + 1/λL

2q2
, (10.28)

1
λL

2
=

4πnse
2

m2c2
=
ω2

ps

c2
. (10.29)

Das Überleben einer supraleitenden, diamagnetischen Dichte im Supraleiter
ist eine subtile Angelegenheit, siehe Kapitel 11.

10.1.4 Landau-Diamagnetismus

In diesem Zusammenhang erwähnen wir der Vollständigkeit halber auch
den Landau-Diamagnetismus im Metall: Während in einem Metall die dia-
magnetische Dichte ns = n−nn wegen nn = n vollständig kompensiert wird
und deshalb keine transversale Abschirmung σ ∝ ns/ω auftritt, überlebt
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Abb. 10.1: Meissner-Ochsenfeld Effekt mit vollständiger diamagnetischer
Abschirmung des Magnetfeldes im Supraleiter auf der Skala der London-
Eindringtiefe (links); Landau Diamagnetismus mit einer (kleinen) Reduktion
des Magnetfeldes im Normalmetall (rechts).

dennoch ein dispersiver Term ∝ n q2/ω, der den Landau-Diamagnetismus
beschreibt,

σ⊥(~q ) =
ie2

mω

[
(n− nn)︸ ︷︷ ︸

= 0 im Metall

+
q2n

4p2
F

]
+ const. (10.30)

Der dispersive Anteil ∝ nq2/ω ist in der Fermiliquidtheorie nicht enthalten;
man erhält ihn aus einer mikroskopischen Berechnung der transversalen Sus-
zeptibilität (J~q⊥ ist eine Komponente des transversalen paramagnetischen
Stromes J~q orthogonal zu ~q)

χ⊥(~q, ω) =
∑

n

|〈n|J−~q⊥|0〉|2
2ωn0

(ω + iη)2 − ω2
n0

(10.31)

in einer Random Phase Approximation für den Grenzfall ω → 0, siehe Ref.
[Pin66]. Das Einsetzen in Gl. (10.26) ergibt

4πiσ⊥ω
−c2q2

=
ω2

p

4c2p2
F

, (10.32)

⇒ ~A(~q ) =
~Aext(~q )

1 + ω2
p/4c2p2

F

, (10.33)

das interne Feld ist also leicht reduziert, wird aber nicht exponentiell abge-
schirmt wie z.B. in einem Supraleiter, vgl. Abb. 10.1.
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Zusammenfassend sehen wir, dass das ω-Verhalten bei ~q = 0 den Trans-
port beschreibt und in diesem Fall die longitudinalen ‖ und transversa-
len ⊥ Antworten gleich ist. Das ~q-Verhalten bei ω → 0 beschreibt dage-
gen die Abschirmung: im ‖-Kanal von skalaren Feldern und elektrischen
Ladungen, im ⊥-Kanal von transversalen Vektorfeldern und Strömen. Im
Isolator sind beide Felder φ und ~A masselos. Im Metall wird das longitu-
dinale Potential φ massiv mit der ‘Masse’ µ = 1/λ2

TF. Im Supraleiter wird
zusätzlich das transversale Feld ~A massiv, mit der Masse µ = 1/λL

2, wobei
λL

2 = c2/ω2
p � v2

F/ω
2
p = λ2

TF.

10.2 Long. und transv. Antwortfunktionen

Wir suchen mikroskopische Ausdrücke für die transversalen Antwortfunk-
tionen ε⊥ und σ⊥; die entsprechenden Ausdrücke für die longitudinalen
Grössen ε‖ und σ‖ kennen wir bereits aus Kapitel 7. Analog zu ε‖(~q, ω) =
1 − (4πe2/q2)χscr(~q, ω) mit1 χscr ∼ 〈ρ(1)ρ(1)〉 können wir ε⊥(~q, ω) durch ei-
ne transversale Stromdichteantwortfunktion χscr

⊥ ∼ 〈 ~J (1)
⊥

~J
(1)
⊥ 〉 ausdrücken.

Im folgenden berechnen wir die Antwortmatrix χµν auf interne Felder. Wir
müssen deshalb die transversale magnetische Wechselwirkung in der Berech-
nung von χscr

⊥ abschirmen. Dies ist allerdings ein Effekt der Ordnung v2/c2,
den wir vernachlässigen: ~J (1)

⊥ ≈ ~J und χscr
⊥ ≈ χ⊥. In der Berechnung der

longitudinalen Komponente χscr
‖ müssen wir die Coulomb-Wechselwirkung

abschirmen, was ein Effekt der Ordnung 1 ist; deshalb gilt J (1)
‖ 6= J‖ und

χscr
‖ 6= χ‖. χµν ergibt dann im transversalen Kanal gerade χscr

⊥ = χ⊥ (mit
~J⊥), im longitudinalen Kanal dagegen χscr

‖ 6= χ‖ (mit ~J
(1)
‖ und nicht ~J‖).

Beachte, dass χ aus Gl. (5.26) χ‖ entspricht, χscr aus Gl. (7.87) aber χscr
‖ .

Wir starten vom Wechselwirkungshamiltonian

Hint = −e
c

∑
~q

~J−~q · ~A~q e
i(~q·~r−ωt), (10.34)

~J~q =
1

2m

∑
i

[~pie
−i~q·~ri + e−i~q·~ri~pi], (10.35)

~j (~r ) =
e

2

∑
i

[~vi δ(~r − ~ri) + δ(~r − ~ri)~vi], (10.36)

~vi = ~pi −
e

c
~A(~ri), (10.37)

1Die Dichte ρ(1) und die Ströme ~J (1) und ~J
(1)
⊥ sind abgeschirmte Dichten und Ströme.
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und finden die Stromdichte

~j~q = e ~J~q −
e2

mc

∑
~k

ρ
~q−~k

~A~k
(10.38)

mit einem paramagnetischen Anteil ~J~q und einem diamagnetischen Teil ∝
~A~k

. Durch Mitteln und Verwenden der linearen Antwort ρ
~q−~k

= nδ
~q~k

ergibt
sich

〈~j(~q, ω)〉 = e〈 ~J(~q, ω)〉 − e2n

mc
~A(~q, ω), (10.39)

〈Jµ(~q, ω)〉 = −e
c
χµν(~q, ω)Aν(~q, ω). (10.40)

In erster Ordnung Störungstheorie erhält man:

χµν(~q, ω) =
∑

n

[〈0|J~qµ|n〉〈n|J−~qν |0〉
ω − ωn0 + iη

−
〈0|J−~qµ|n〉〈n|J~qν |0〉

ω + ωn0 + iη

]
,

σµν(~q, ω) =
ie2

ω

[
χµν +

n

m
δµν

]
, (10.41)

εµν(~q, ω) = 1−
ω2

p

ω2
δµν −

4πe2

ω2
χµν . (10.42)

10.2.1 Antwort im isotropen System

Allgemein gilt

ε⊥(~q, ω) = 1− 4πe2

ω2

[
χ⊥(~q, ω) +

n

m

]
, (10.43)

σ⊥(~q, ω) =
ie2

ω

[
χ⊥(~q, ω) +

n

m

]
, (10.44)

ε‖(~q, ω) = 1− 4πe2

ω2

[
χscr
‖ (~q, ω) +

n

m

]
, (10.45)

σ‖(~q, ω) =
ie2

ω

[
χscr
‖ (~q, ω) +

n

m

]
(10.46)

und für ein isotropes System wissen wir aus Gl.(7.87)

ε(~q, ω) = 1− 4πe2

q2
χscr(~q, ω), (10.47)

σ(~q, ω) =
ie2ω

q2
χscr(~q, ω). (10.48)
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Die Äquivalenz zwischen Gln. (10.45),(10.46) und Gln. (10.47),(10.48) ver-
langt, dass2

χscr
‖ (~q, ω) +

n

m
=
ω2

q2
χscr(~q, ω). (10.49)

Dies wird durch die f -Summenregel Gl. (5.29) als Ausdruck der Teilchen-
zahlerhaltung garantiert. Ebenso garantiert die Teilchenzahlerhaltung die
Beziehung

χ‖(~q, ω) +
n

m
=

ω2

q2
χ(~q, ω), (10.50)

⇔ ω2

q2
χ− χ‖ =

1
q2

∑
n

[
|〈n|ωρ−~q |0〉|2 − |〈n|~q · ~J−~q |0〉|2

]
× 2ωn0

(ω + iη)2 − ω2
n0

=
1
q2

∑
n

2ωn0|〈n|ρ−~q |0〉|2 =
n

m
. (10.51)

Dabei wurden die Ausdrücke

χ‖(~q, ω) =
1
q2

∑
n

|〈n|~q · ~J−~q |0〉|2
2ωn0

(ω + iη)2 − ω2
n0

, (10.52)

χ(~q, ω) =
∑

n

|〈n|ρ−~q |0〉|2
2ωn0

(ω + iη)2 − ω2
n0

, (10.53)

die Kontinuitätsgleichung,

∂tρ−~q = i~q · ~J−~q → ωn0〈n|ρ−~q |0〉 = ~q · 〈n| ~J−~q |0〉, (10.54)

und im letzten Schritt die Gl. (5.29) verwendet. Gl. (10.49) ist mathematisch
analog zu Gl. (10.50), aber physikalisch subtiler. Tatsächlich sind Gl. (10.49)
und (10.50) Bedingungen für die Eichinvarianz der Theorie, die sich auch in
der Gleichheit von ε‖ (definiert durch ~A) und ε (definiert durch φ) ausdrückt.

10.2.2 Eichinvarianz

Das longitudinale Vektorfeld q̂ · ~Aext(~q, ω) definiert via ~D = −c−1∂t
~Aext,

~D = −~∇φext ein Skalarfeld

φext(~q, ω) = − ω

cq2
~q · ~Aext(~q, ω). (10.55)

2Beachte: Aus der Kontinuitätsgleichung ~q · ~J~q = ωρ~q folgt ein Korrekturfaktor q2/ω2

beim Übergang vom 〈~j~j 〉 Korrelator in χµν zum 〈ρρ〉-Korrelator in χ.
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Der Übergang ~Aext → φext definiert eine Eichtransformation. Die ganze
Response-Theorie, welche wir im Kapitel (5) mit φext hergeleitet haben,
können wir jetzt mit dem longitudinalen Vektorfeld ~Aext(~q, ω) repetieren,3

Hint = −e
c
~J−~q · ~Aext(~q, ω) ei(~q·~r−ωt). (10.56)

Mit denselben Schritten wie am Anfang des Kapitels erhält man ( ~Aext =
(−ic/ω) ~D)

〈~j 〉 = −e
2

c

[
χ‖(~q, ω) +

n

m

]
~Aext(~q, ω), (10.57)

χ‖(~q, ω) =
1
q2

∑
n

|〈n|~q · ~J−~q |0〉|2
2ωn0

(ω + iη)2 − ω2
n0

. (10.58)

Die Umrechnung von Strömen in Dichten via ~∇·〈~j 〉 = −e∂t〈ρ〉 ergibt analog

〈ρ〉 =
q2

ω2

[
χ‖(~q, ω) +

n

m

]−eω~q · ~Aext(~q, ω)
cq2

(10.59)

= χ(~q, ω) eφext(~q, ω) (10.60)

und damit (10.50). Beachte dabei die etwas trickigen, aber mit etwas Nach-
denken wohl verständlichen Unterschiede zwischen externen und internen
Feldern. Insbesondere enthält χµν , das in Gl. (10.40) definiert wurde, die
abgeschirmte longitudinale Stromdichte ~J (1),

〈n|~q · ~J (1)
−~q |0〉 = ε(~q, ωn0)〈n|~q · ~J−~q |0〉 = ωn0〈n|ρ(1)

−~q |0〉, (10.61)

und damit ist die longitudinale Komponente von χµν äquivalent zu χscr,
denn χµν ist als Antwortfunktion auf interne Felder definiert. Andererseits
ist die Abschirmung der magnetischen Wechselwirkung, die für transversale
Ströme relevant ist, aber keine Raumladungen erzeugt, ~q · ~J~q = 0 = ωρ,
vernachlässigbar. χµν enthält deshalb die vollen transversalen Ströme ~J .

10.2.3 Zusammenfassung

Wir gehen aus von den Definitionen der Korrelatoren für die totale Strom-
dichte ~j = n~v, die paramagnetische Stromdichte ~J und die Ladungsdichte

3Beachte, dass ~Aext ein nicht abgeschirmtes äusseres Feld ist, wohingegen in (10.34)
ein internes abgeschirmtes Feld steht.
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ρ,

Πµν ↔ 〈jµjν〉 −Korrelator, (10.62)
χµν ↔ 〈JµJν〉 −Korrelator, (10.63)
Π = χ↔ 〈ρρ〉 −Korrelator; (10.64)

assoziiert zu den Strömen ~J und Ladungen ρ sind die Wechselwirkungen
Hint =

∫
~J · ~A/c und Hint =

∫
ρφ und es ist ~p = ~v+ (e/c) ~A, e > 0. Dann ist

im isotropen Medium

Πµν = −jµ/(eAν/c) = χµν + n/m, (10.65)
Π = χ = ρφ, (10.66)

Π‖ = χ‖ + n/m, longitudinaler Teil, (10.67)
Π⊥ = χ⊥ + n/m, transversaler Teil, (10.68)
Π‖ = (ω2/q2)Π. (10.69)

Für die Suzeptibilitäten gilt

(χµν)trans = χ⊥︸︷︷︸
∼〈 ~J⊥ ~J⊥〉

, (10.70)

(χµν)long = χscr
‖︸︷︷︸

∼〈J(1)
‖ J

(1)
‖ 〉

=
ω2

q2
χscr︸︷︷︸

∼〈ρ(1)ρ(1)〉

− n

m
. (10.71)

χ‖ (Response auf externe Felder) ist nicht χµν (Response auf interne Felder)!
Schliesslich müssen wir ‘nur’ noch χ⊥ und χ‖ finden, um alle σ und ε zu
berechnen. Wir zitieren hier lediglich einige wichtige Resultate:

– ~q = 0: Es gibt keine Anregungen, welche χscr
‖ und χ⊥ endlich machen:

χ‖(0, ω) = χ⊥(0, ω) = 0

lim~q→0 ε‖(~q, ω) = ε⊥(~q, ω) = 1−
ω2

p

ω2
. (10.72)

Aus ε‖ = 0 erhalten wir die longitudinalen Plasmonen, währenddem
die Transversale Dielektrizitätskonstante via c2q2 = ω2ε⊥(~q, ω) die
Lichtmode liefert.

– ω = 0: In diesem Fall gilt für ~q → 0

lim
~q→0

χ‖(~q, 0) = χ⊥(~q, 0) = − n

m
. (10.73)
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Im Normalmetall ist

χ⊥(~q, 0) = − n

m

(
1− q2

4p2
F

)
. (10.74)

Dabei eliminiert der erste Term in der Klammer die Supraleitung im
Normalmetall und der zweite erzeugt den Landau’schen Diamagnetis-
mus. Im Supraleiter gilt dagegen

χ⊥(~q, 0) = −nn

m
, nn < n (10.75)

und daraus folgt

σ⊥ =
ie2

ω

[
χ⊥ +

n

m

]
=
ie2ns

ωm
(10.76)

und es resultiert die London-Gleichung

~j⊥ =
ie2ns

ωm
~E = −e

2ns

cm
~A. (10.77)

Die Aufgabe einer mikroskopischen Theorie der Supraleitung ist es also zu
erklären, warum χ⊥(~q, 0) 6= −n/m ist. Schaut man sich an, woher das Re-
sultat χ⊥ = −n/m+ . . . im Normalleiter herkommt, so bemerkt man siehe
Kapitel 11, dass dies mit dem Shift der Elektronen-Niveaus als Antwort auf
ein ~A-Feld zu tun hat. Im Metall werden demzufolge Zustände bei εF umbe-
setzt. Erreichen wir einen Zustand, wo bei εF keine Niveaus sind, so findet
diese Umbesetzung nicht statt: das System ist ‘steif’. Eine Energielücke bei
εF erzeugt gerade diesen Effekt. Die BCS-Theorie der Supraleitung gibt uns
diese Energielücke und generiert das Resultat χ⊥(~q, 0) = −nn/m. Dies ist
das Thema des nächsten Kapitels.
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Kapitel 11

Supraleitung

Die Supraleitung ist ein Paradebeispiel für eine Fermiflüssigkeits- Instabilität
die auf eine neue geordnete (tief-temperatur) Phase führt (andere Beispiele
sind magnetische Instabilitäten (ferro-, anti-ferro-), oder verschiedene Ty-
pen von Dichtewellen, Ladungsdichte-Wellen, Spindichte-Wellen). Charak-
teristika des supraleitenden Zustandes sind der verschwindende elektrische
Widerstand und die Verdrängung des Magnetfeldes aus seinem Inneren. Der
neue Zustand resultiert aus einer attraktiven Wechselwirkung zwischen den
Elektronen am Ferminiveau, welche im einfachsten Fall durch Phononen
vermittelt wird. Als Konsequenz bilden die Elektronen in einer Umgebung
der Fermifläche Paarzustände, welche dann (dank ihres bosonischen Charak-
ters im ~k-Raum) kondensieren. Wir leiten zuerst die attraktive Wechselwir-
kung zwischen Elektronen an der Fermifläche her, diskutieren die Cooper-
Instabilität, die Bardeen-Cooper-Schrieffer Grundzustands-Wellenfunktion
des supraleitenden Zustandes, und das neue Quasiteilchen Anregungsspek-
trum resultierend aus einer Bogoliubov-Valatin Transformation wo Elektro-
nen und Löcher mischen. Alsdann gehen wir auf einige Eigenschaften des
neuen Zustandes ein, insbesondere den Meissner-Ochsenfeld Effekt: wir be-
rechnen die supraleitende Dichte ns welche die transversale Abschirmung
erzeugt.

11.1 Effektive Elektron-Elektron-Wechselwirkung

Wir gehen in drei Schritten vor:

– wir studieren eine alternative Herleitung der abgeschirmten Elektron-

231
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Elektron-Wechselwirkung in Gl. (7.132),

– wir koppeln die Elektronen an longitudinale Phononen ohne Berück-
sichtigung von Abschirmeffekten und leiten eine durch die Phononen
vermittelte Elektron-Elektron-Wechselwirkung her,

– wir berücksichtigen die Abschirmung und addieren das Resultat des
ersten Schrittes um die effektive Elektron-Elektron-Wechselwirkung zu
finden.

11.1.1 Abgeschirmte Elektron-Elektron-Wechselwirkung

Wir betrachten den Wechselwirkungs-Hamiltonoperator

Hint =
1
2

∑
~p~p ′~q
σσ′

V~q c
†
~pσc

†
~p ′+~qσ′c~p ′σ′c~p+~qσ (11.1)

mit der Coulomb-Wechselwirkung V~q = 4πe2/q2 und sondern die (Elektron-
Loch Paar) Komponente

ρ~q~p = c†~pσc~p+~qσ (11.2)

der Dichtefluktuation ρ~q =
∑

~pσ c
†
~pσc~p+~qσ ab. Wir betrachten den Streupro-

zess V~q ρ
†
~q~p ′ρ~q~p in Anwesenheit der anderen Elektronen,

h0 = V~q ρ
†
~q~p ′ρ~q~p , (11.3)

hint = V~q [ρ†~q ρ~q~p + ρ†~q~p ′ρ~q ], (11.4)

wobei ρ~q die Komponenten ρ~q~p ′ und ρ~q~p nicht enthält (wir nehmen σ 6=
σ′ und ignorieren die Spin-Indizes und damit eventuelle Komplikationen
durch Austauschprozesse). hint beschreibt die Wechselwirkung der Elektron-
Loch Paare ρ~q~p und ρ~q~p ′ mit den übrigen Elektronen. Den Term V~q ρ

†
~q ρ~q~p

interpretieren wir via Gl. (5.19) als Störterm: ρ~q~p als Störung produziert via
V~q eine Polarisation

〈ρ~q〉 = V~q χ(~q, ω) ρ~q~p. (11.5)

Via dem Term V~q ρ
†
~q~p ′ρ~q wirkt diese Polarisation auf die Komponente ρ~q~p ′

zurück und wir erhalten eine Renormierung von h0 durch hint,

hR
0 = V~q ρ

†
~q~p ′ρ~q~p [1 + V~q χ(~q, ω)]︸ ︷︷ ︸

=1/ε(~q,ω)

(11.6)

= V scr
~qω ρ†~q~p ′ρ~q~p (11.7)
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mit V scr
~qω = V~q/ ε(~q, ω). Damit wird der Niederenergiesektor von Gl. (11.1)

zu

Hscr
int =

1
2

∑
~p~p ′~q
σσ′

V scr
~qω c†~pσc

†
~p ′+~qσ′c~p ′σ′c~p+~qσ. (11.8)

In weiteren Betrachtungen, die Gl. (11.8) verwenden, müssen wir dann
berücksichtigen, dass wir die Abschirmung bereits im Modell inkorporiert
haben und dürfen diese nicht noch einmal berücksichtigen.

Interessant ist, dass die statische Wechselwirkung V~q nun dynamisch gewor-
den ist, V scr

~qω . Der Grund ist natürlich, dass sich die Polarisationswolke erst
ausbilden muss, was typischerweise eine Zeitskala 1/ωp dauert; solange wir
Niederenergiephysik mit ω � ωp betreiben, können wir

V scr
~qω ≈ V scr

~q =
V~q

ε(~q, 0)
=

4πe2

q2 + 1/λ2
TF

(11.9)

setzen. Bei hohen Energien, z.B. beim Abbremsen von keV-Elektronen im
Metall, werden die Plasmonen relevant und obige Approximation bricht zu-
sammen.

11.1.2 Elektron-Phonon-Kopplung

Im gleichen Sinne betrachten wir jetzt die Kopplung der Komponente ρ~q~p an
ein Phononfeld Q~q =

√
1/2Ω~q [a~q+a

†
−~q ] mit Energie Ω~q = Ωp, vgl. Abschnitt

8.2.1,

hep = v−~q ρ~q~pQ
†
~q + v~q ρ

†
~q~p ′ Q~q, (11.10)

v~q = −i
√

q2

MN

4πZe2

Vucq2
. (11.11)

Wiederum treibt die Komponente ρ~q~p eine Polarisation, diesmal im Ionen-
system, und mit der Bewegungsgleichung (vgl. Gl. (8.48)),

Q̈~q + Ω2
~q Q~q = −(ω2 − Ω2

~q )Q~q = −v−~q ρ~q~p, (11.12)

erhalten wir (η → 0+ adiabatisches Einschalten)

〈Q~q 〉 =
v−~q ρ~q~p

ω2 − Ω2
~q + iη

. (11.13)
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Abb. 11.1: Die Coulomb-Wechselwirkung V~p wird ersetzt durch die abge-
schirmte Coulomb-Wechselwirkung V scr

~qω und der durch die Ionen induzierten
Wechselwirkung v~qω.

Die Polarisation der Ionen wirkt via Gl. (11.10) auf ρ†~q~p ′ zurück und wir
erhalten eine durch die Phononen, d.h., durch die Deformation des Ionen-
hintergrundes, induzierte Elektron-Elektron-Wechselwirkung

hph
int =

|v~q |2

ω2 − Ω2
~q + iη

ρ†~q~p ′ ρ~q~p . (11.14)

Beachte, dass diese Wechselwirkung für ω < Ω~q attraktiv ist.
Diagrammatisch ist die Elektron-Elektron-Wechselwirkung in Abb. 11.1 dar-
gestellt. Offensichtlich müssen wir noch v~qω abschirmen und auch die Pho-
nonmode von Ω~q zu ω1 = sphq renormieren, vgl. Abschnitt 8.2.1. Diese
Aufgaben erledigen wir im dritten und letzten Schritt.

11.1.3 Abgeschirmte Elektron-Phonon-Wechselwirkung

Zusätzlich zum Hintergrund polarisiert ρ~q~p auch das Elektronen-System und
anstelle von Gl. (11.13) erhalten wir

Q̈~q + Ω2
~q Q~q = −(ω2 − Ω2

~q)Q~q = −v−~q (ρ~q~p + 〈ρ~q 〉) (11.15)

mit (beachte, dass ρ~q~p sowohl eine Polarisationsdichte 〈ρ~q 〉 als auch eine
Phononamplitude 〈Q~q〉 erzeugt; beide sind relevant in der Berechnung der
induzierten Polarisation 〈ρ~q 〉)

〈ρ~q 〉 = χ(~q, ω)[V~q ρ~q~p + v~q Q~q ]. (11.16)

Die Polarisation 〈ρ~q 〉 enthält jetzt einerseits Terme, die durch V~q getrieben
sind, vgl. Gl. (11.5), als auch solche, die via v~q von der Ionenpolarisation
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herrühren, vgl. Gl. (8.49) und (11.10). Das Einsetzen von Gl. (11.16) in
(11.15) liefert uns

〈Q~q〉 =
v−~q (1 + V~q χ(~q, ω))

ω2 − Ω2
~q − |v~q |2χ(~q, ω)

ρ~q~p (11.17)

=
v−~q

ε(~q, ω)
1

ω2 − ω2
1

ρ~q~p. (11.18)

Damit tritt an die Stelle von v−~q die abgeschirmte Wechselwirkung vscr
−~q =

v−~q/ε(~q, ω) und an die Stelle von Ω~q ≈ Ωp die abgeschirmte Phonondisper-
sion ω1 = sphq, vgl. Gl. (11.18) mit (11.13). Setzen wir schliesslich die Re-
sultate von Gl. (11.16) und (11.18) in die Wechselwirkungsterme Gln. (11.4)
und (11.10) ein, so erhalten wir

heff
int = V~q ρ

†
~q~p ′ρ~q~p + V~q ρ

†
~q~p ′χ[V~q ρ~q~p + v~q Q~q ] + v~q ρ

†
~q~p ′Q~q

=
[
(1 + V~q χ)V~q +

|v~q |2

ε
(1 + V~q χ)

1
ω2 − ω2

1

]
ρ†~q~p ′ρ~q~p

=
[
V scr

~qω +
|vscr

~q |2

ω2 − ω2
1

]
ρ†~q~p ′ρ~q~p. (11.19)

Damit tritt an die Stelle von Gl. (11.8) der neue effektive Hamiltonoperator
im Niederenergiesektor,

Heff
int =

1
2

∑
~p~p ′~q
σσ′

[
V scr

~qω +
|vscr

~q |2

ω2 − ω2
~q

]
c†~pσc

†
~p ′+~qσ′c~p ′σ′c~p+~qσ (11.20)

mit (vgl. Gl. (8.55))

V scr
~qω =

V~q

ε(~q, ω)
≈

V~q

ε(~q, 0)
, (11.21)

vscr
~q =

v~q

ε(~q, ω)
≈

v~q

ε(~q, 0)
, (11.22)

ω1 = ω~q = sph q ≈
√
Zm

3M
vF q. (11.23)

Benutzen wir noch Gl. (8.54), |v~q |2 = V~q Ω2
~q , sowie Gl. (8.55), ω2

~q =
Ω2

~q/ε(~q, 0), so können wir die beiden Terme in Gl. (11.20) kombinieren und
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Abb. 11.2: Schliesslich tritt anstelle der einfachen Coulomb-Wechselwirkung
V~q die abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung V scr

~qω und der elastische
Hintergrund trägt eine dynamische abgeschirmte Wechselwirkung vscr

~qω =
|vscr

~q |2 [1/(ω2 − ω2
~q )] bei.

erhalten (vgl. Abb. 11.2

V eff
~q = V scr

~q +
v2
~q

ε2
1

ω2 − ω2
~q

= V scr
~q

(
1 +

ω2
~q

ω2 − ω2
~q

)
, (11.24)

⇒ Veff(~q, ω) = V scr
~q

ω2

ω2 − ω2
~q

(11.25)

=
4πe2

q2 + λ−2
TF

ω2

ω2 − ω2
~q

. (11.26)

Veff(~q, ω) variiert langsam in ~q und ist damit kurzreichweitig. Durch seine
ausgeprägte ω-Abhängigkeit wird Veff stark zeitabhängig, d.h., ein Elektron
beeinflusst andere Elektronen noch während Zeitintervallen ∆t ∼ 1/ω~q, in
denen das fragliche Elektron bereits weit weg ist. Zudem ist Gl. (11.26) für
ω < ω~q negativ, d.h. die Wechselwirkung ist attraktiv.

Wir können dies folgendermassen verstehen: Bei kleinen Frequenzen ω → 0
schirmen Elektronen und Ionen die Wechselwirkung vollständig ab. Bei end-
lichen Frequenzen ωph < ω < ωp schirmen die Elektronen instantan ab, die
Ionen folgen aber nur langsam. Dadurch entstehen positive Ladungsdich-
ten im Untergrund, welche andere Elektronen anziehen, also eine attraktive
Wechselwirkung erzeugen. Bei hohen Frequenzen kann der Hintergrund nicht
mehr folgen und wir erhalten V scr

~q zurück, vgl. Abb. 11.3.

Es ist diese attraktive Wechselwirkung, welche innerhalb des Modells von
Bardeen-Cooper-Schrieffer die Supraleitung in Metallen erzeugt. Oft benutzt
man in der BCS-Beschreibung ein Modellpotential (vgl. Abb. 11.3, ξ~k =
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Abb. 11.3: Effektive Wechselwirkung Veff(ω) (links) und BCS Modellpoten-
tial V~k~k ′ , attraktiv im Bereich ~ωD um εF herum. Das Modellpotential V~k~k ′

ordnet der Streuung ~k↑,~k↓→ ~k ′ ↑,~k ′ ↓ die attraktive Energie −V < 0 zu.

ε~k − µ)

V~k~k ′ =
{
−V, |ξ~k − ξ~k ′ | < ωD,
0, |ξ~k − ξ~k ′ | > ωD

, (11.27)

d.h., die Elektronen spüren in einer Schicht der Dicke 2ωD um εF herum eine
attraktive Wechselwirkung.

11.2 Eine kurze Geschichte der Supraleitung

11.2.1 Experiment

Die Supraleitung wurde im Jahre 1911 durch Heike Kamerlingh Onnes ent-
deckt. An der Messapparatur stand allerdings sein Student, Gilles Holst; er
hatte an der ETH studiert (1904-8, Elektrotechnik, dann Physik und Mathe-
matik, Geprüfter Fachlehrer, 1908) und war temporär in Leiden, mit dem
Ziel dort einige Erfahrungen für seine Dissertation in Zürich (1914, über
thermodynamische Eigenschaften von Ammonia und Methylchlorid) zu ma-
chen; zuvor (1901) hat sich auch ein anderer Zürcher Student bei Onnes um
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eine Assistentenstelle in Leiden beworben, Albert Einstein. Der Name von
Gilles Holst erschien nicht als Autor in der Publikation; erst später hat sich
Kamerlingh Onnes anerkennend über Gilles Holst’s Rolle in der Entdeckung
geäussert als es darum ging, den Direktorposten bei Phillips Eindhoven zu
besetzen und bei seiner Ernennung zum Mitglied der Königlich Niederländi-
schen Akademie.

Die Erforschung des Phänomens ‘Supraleitung’ führte zu einem spannen-
den Wettbewerb zwischen verschiedenen Forschungsgruppen [Dahl92]. Ei-
ne wichtige Station war die Entdeckung des Meissner-Ochsenfeld-Effektes
(MO) in Berlin-Charlottenburg (1933). Der MO Effekt beweist, dass die su-
praleitende Phase ein thermodynamischer Zustand ist, in dem der spezifische
Widerstand verschwindet, ρ = 0, und aus dem das Magnetfeld verdrängt
wird, ~B = 0.1

11.2.2 Phänomenologische Theorien

In der Folge wurden die phänomenologischen Theorien von Gorter und Ca-
simir (Thermodynamik) und der Gebrüder London erstellt. Aus den beiden
London-Gleichungen,

∂t
~j =

ne2

m
~E, (11.28)

~j = −ne
2

mc
~A, (11.29)

folgt der MO-Effekt.

Schliesslich erstellten Ginzburg und Landau im Jahre 1955 eine phänomeno-
logische Theorie, welche das Suprafluidum als geladene, kohärente Quanten-
flüssigkeit (QF) beschreibt. Währenddem in der klassischen Hydrodynamik
eine Flüssigkeit durch die Dichte ρ und die Geschwindigkeit ~v charakterisiert
ist, wird die kohärente QF durch eine komplexe Amplitude Ψ beschrieben,
zu welcher die Dichte ρ = |Ψ|2, und der Suprastrom

~j = − e∗~
2mi

(Ψ∗~∇Ψ−Ψ~∇Ψ∗)− (e∗)2

mc
Ψ∗Ψ ~A = −e∗ρ~v (11.30)

gehören; die (mit −e∗ < 0) geladene Quantenflüssigkeit ist durch die Max-
wellgleichungen an das elektrostatische Potential φ und das Vektorpotential

1Beachte, dass die ideale Leitfähigkeit allein kein thermodynamischer Zustand ist.
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~A gekoppelt. Der Paarungsmechanismus der BCS Theorie führte dann später
auf den Wert e∗ = 2e der effektiven Ladung = Ladung eines Cooperpaares.

Die Grundidee der phänomenologischen GL Theorie ist, dass die makrosko-
pische Wellenfunktion Ψ einen komplexen Ordnungsparameter definiert der
das kohärente Verhalten von 1023 Teilchen beschreibt (statt wie üblich eines
einzelnen Teilchens in der Quantenmechanik). Es verbleibt die Aufgabe, das
Energiefunktional F [Ψ, ~A] für die (klassischen, makroskopischen) Felder Ψ
und ~A zu finden (daraus lässt sich das klassisch-statistische Verhalten des
Supraleiters bestimmen; für die quantenstatistische Beschreibung des Supra-
leiters brauchen wir eine entsprechende Wirkung S =

∫
dt [T −F ]; die Her-

leitung des dynamischen Terms T ist schwierig). Das berühmte Ginzburg-
Landau Funktional hat die Form

F [Ψ, ~A ]=
∫
d3r

[
α|Ψ|2+

β

2
|Ψ|4+

1
2m

∣∣∣(~p− e∗

c
~A
)
Ψ
∣∣∣2+ (~∇∧ ~A)2

8π

]
(11.31)

mit α(T ) = α0(T − Tc), Tc die kritische Temperatur des Phasenüberganges.
Im räumlich homogenen Fall findet man für T < Tc ein nichttriviales Mi-
nimum |Ψ0|2 = −α/β > 0 von F und es existiert eine Quantenflüssigkeit
endlicher Dichte, vgl. Abb. 11.4.

Die Ginzburg-Landau-Theorie (GL) erlaubt es, das Erscheinungsbild, insbe-
sondere das H-T (Magnetfeld-Temperatur) Phasendiagramm, verschiedener
Typen von Supraleitern im Detail zu verstehen. Z.B. ist der Typ I Supralei-
ter durch ein kritisches Feld Hc(T ) charakterisiert welches den 1. te Ordnung
Phasenübergang zwischen der normal-metallischen und der supraleitenden
Phase beschreibt; ebenso lassen sich die Zwischenzustände (mit normalen
und supraleitenden Domänen) im Magnetfeld erklären. Für den Typ II Su-
praleiter findet man die kritischen Felder Hc1(T ) für die Shubnikov Phase
und Hc2(T ) für den kontinuierlichen Übergang ins Normalmetall, die kriti-
schen Ströme (j0 für das Aufbrechen der Cooperpaare, jc für den Übergang
zum dissipativen Transport aufgrund bewegter Vortices) und die Vortices,
Flussschläuche welche Flussquanten Φ0 = 2. 10−7 Gcm2 in zylindrischen
Stromkonfigurationen einfangen.

11.2.3 BCS-Theorie

Um die mikroskopische Theorie der Supraleitung wurde Jahrzehnte gerun-
gen, wobei berühmte Namen wie Felix Bloch, Lev Landau, u.a. auftauchen.
Der Nebel begann sich um 1950 zu lichten mit Experimenten zum Isoto-
peneffekt (Tc ändert sich, wenn man für die originalen Atome ein Isotop
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Abb. 11.4: Ginzburg-Landau-
Funktional für ein räumlich homoge-
nes Feld Ψ für T > Tc (Minimum bei
|Ψ| = 0), T = Tc (breites Minimum
bei |Ψ| = 0 welches starke Fluk-
tuationen erlaubt), und für T < Tc

(Minimum bei |Ψ0| =
√
−α/β > 0

mit Kondensationsenergie H2
c /8π).

substituiert) und der Erkenntnis (Fröhlich), dass die Supraleitung etwas mit
dem Ionengitter zu tun haben muss. Ein grundlegendes Problem war, dass
man den MO nur bekommen kann, wenn man die Anregungszustände am
Ferminiveau/chemischen Potential µ wegkriegt – zu finden war demnach ein
Gap oder zumindest ein Pseudogap. Die Einsicht von Schafroth (1951), dass
die Störungstheorie in endlicher Ordnung kein Gap zu erzeugen vermag,
war ein Rückschlag – das heisst nämlich, dass man das Resultat nicht syste-
matisch erarbeiten kann, sondern in einem Wurf erfinden muss (ein neuer,
nicht perturbativer Grundzustand ist gefragt). Diesen neuen Zustand haben
Bardeen, Cooper und Schrieffer (BCS) im Jahre 1956 gefunden: Die resul-
tierende Energielücke ∆ ∼ ωD exp(−1/λ) im Anregungsspektrum ist nicht-
analytisch in der Elektron-Phonon-Kopplungskonstante λ. Den Auftakt zur
BCS-Theorie gab Leon Cooper mit der Entdeckung der Cooperinstabilität.

11.3 Cooperinstabilität

Wir betrachten zwei Elektronen über dem gefüllten Fermisee bei T = 0,
vgl. Abb. 11.5. Der quantenmechanische Zustand wird durch eine Paar-
Wellenfunktion

Ψ(~r1, σ1;~r2, σ2) = ei~q·
~Rϕ(~r )χ(σ1, σ2) (11.32)

beschrieben, wobei ~R = (~r1+~r2) die Schwerpunktskoordinate und ~r = ~r1−~r2
die Relativkoordinate bezeichnen. Die Antisymmetrie der Wellenfunktion
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Abb. 11.5: Zwei Elektronen ~k und
~k ′ über der inerten Fermikugel; die
Pauliblockade verhindert die Streu-
ung in Zustände mit k < pF.

Ψ(~r1, ~r2) verlangt, dass für eine symmetrische (antisymmetrische) Ortswel-
lenfunktion ϕ(~r ) der Spinanteil χ ein Singlet (Triplet) ist.

Gesucht ist der Grundzustand (trivial ist dann ~q = 0) dieses 2-
Teilchenproblems. Unsere naive Erwartung an das Spektrum involviert ein
Streukontinuum von Zuständen mit positiver Energie. Bei einer attraktiven
Wechselwirkung können wir für V < Vc < 0 einen gebundenen Zustand
erwarten, denn gebundene Zustände in drei Dimensionen existieren, wenn
die Attraktion gross genug ist. Die Überraschung ist dann, dass durch die
Pauliblockade aller Zustände mit k < kF immer ein gebundener Zustand
existiert, sogar für ein beliebig kleines attraktives V in einem endlichen Be-
reich (der Breite ~ωD) oberhalb von εF, vgl. Abb. 11.3 unter der Restriktion
ω > 0.

Ein solcher Zustand ist sicher homogen, ~q = 0, da sonst unnötig kinetische
Energie zu bezahlen ist. Ist V attraktiv und isotrop,2 so ist sicher ein sym-
metrisches ϕ(~r ) vorteilhaft und damit erwarten wir einen Singletzustand
mit χs = (|↑↓〉+ |↓↑〉)/

√
2. Ψ vereinfacht sich damit zu

Ψ(~r ) = ϕ(~r )χs =
∑
~k ′

a~k ′e
i~k ′·~r χs. (11.33)

Damit ist Ψ eine kohärente Superposition von Zuständen |~k ′ ↑,−~k ′ ↓〉.
Setzen wir im Eigenwertproblem HΨ = EΨ zum Hamiltonoperator H =
p2/2m+Vint den Ansatz (11.33) ein und berechnen wir Matrixelemente mit

2Für ein anisotropes und evt. sogar repulsives Potential V kann das optimale ϕ(~r )
auch antisymmetrisch sein.
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Abb. 11.6: Links: Graphische Lösung von Gl. (11.35) (Abb. aus [deG89]).
Ein repulsives Potential V > 0 erzeugt einen kleinen positiven Shift in den
Energien der Streuzustände; ein (beliebig schwaches) attraktives Potential
−V < 0 erzeugt einen gebundenen Zustand. Rechts: Skizze zum Integral in
Gl. (11.36): die Divergenz in 1/(ε − E/2) bei E/2 wird beim Ferminiveau
εF abgeschnitten.

|~k↑,−~k↓〉, so erhalten wir das System

(E − 2ε~k) a~k
=
∑
~k ′

V~k~k ′a~k ′ (11.34)

mit den Matrixelementen V~k~k ′ = 〈~k,−~k |Vint|~k ′,−~k ′〉, welche die Kompo-
nenten in Gl. (11.33) mischt. Die Lösung von Gl. (11.34) in dieser Allgemein-
heit ist schwierig. Als einfachstes Modellpotential wählen wir V~k~k ′ = −V für
0 < (ε~k, ε~k ′)− εF < ~ωD (vgl. Gl. (11.27)). Mit a =

∑
~k
a~k
6= 0 erhalten wir

aus Gl. (11.34) die Bedingung (∆E = 2εF − E)

− 1
V

=
∑
k>kF

1
E − 2ε~k

[
= −

∑
k>kF

1
2ξ~k + ∆E

]
. (11.35)

In einer Box mit quantisierten Energien ε~k lässt sich die Lösung zu
Gl. (11.35) graphisch wie in Abb. 11.6 finden: für ein repulsives Potenti-
al V > 0 werden die Einteilchenenergien ε~k nach oben verschoben. Für eine
attraktive Wechselwirkung −V < 0 dagegen gibt es eine Lösung mit nega-
tiver Energie E < 2εF, die einem gebundenen Zustand entspricht.

Zur Berechnung des gebundenen Zustandes ersetzen wir (mit N(εF) die Zu-
standsdichte pro Spin;

∑
~k
→
∫
N(ε) dε ≈ N(εF)

∫
dε; vgl. auch Abb. 11.6),

1
V

= N(εF)
∫ εF+~ωD

εF

dε

2ε− E
=

1
2
N(εF) ln

(∆E + 2~ωD

∆E

)
, (11.36)
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∆E = 2εF − E = 2~ωD e
−2/N(εF)V , (11.37)

E = 2εF − 2~ωD e
−2/N(εF)V < 2εF. (11.38)

Das Resultat (11.38) bedeutet, dass in Anwesenheit einer beliebig schwa-
chen, attraktiven Wechselwirkung der gefüllte Fermisee, also unser metalli-
scher Grundzustand, instabil wird: Elektronen werden den Fermisee verlas-
sen und sich in der Schicht der Breite 2~ωD um εF paaren.

Am einfachsten würde man jetzt fortfahren mit dem Argument, dass diese
Paare Bosonen sind und damit in einen makroskopisch besetzten Quan-
tenzustand Ψ kondensieren, der Wellenfunktion der Quantenflüssigkeit, vgl.
Abschnitt 11.2. Dass dieses Szenario zu einfach ist, erkennen wir, wenn wir
die Grösse des Cooperpaares abschätzen:

Ψ(~r ) ∝
∑
~k

1
2ξ~k + ∆E

ei
~k·~r (11.39)

enthält Moden k ∼ kF mit ~2∆k k/m ∼ ∆E und die Heisenbergsche
Unschärferelation

∆k∆r =
m∆E
kF~2

∆r ∼ 1 (11.40)

ergibt (mit ωD ∼
√
Zm/3MvFkF)

∆r ∼ ~vF

~ωD

e2/NV ∼
√

3M
Zm

e2/NV︸ ︷︷ ︸
� 1

k−1
F︸︷︷︸

∼ n−1/3

. (11.41)

Das heisst, im Volumen (∆r)3 eines Paares befinden sich etwa
(3M/Zm)3/2 exp(6/NV ) ∼ 105+3, also (mehr als) Millionen anderer Paa-
re (mit NV ∼ λ ∼ 1).

Dies wiederum muss uns mit der Besorgnis erfüllen, dass der gesuchte neue
Zustand wegen der Korrelationen zwischen Millionen von Paaren schreck-
lich kompliziert sein wird. Insbesondere müssten wir dynamische Korrela-
tionen zwischen den sich überlappenden Paaren erwarten, da sich dieselben
offensichtlich spüren. Es stellt sich aber heraus, dass dynamische Korrela-
tionen via attraktivem Vint nur für die Paarbildung relevant sind, während
die Paar-Paar-Korrelationen hauptsächlich statistischer (und nicht dynami-
scher) Natur sind. Es genügt deshalb, nebst der Paarbildung, die Fermi-
Dirac-Statistik zu berücksichtigen (automatisch in zweiter Quantisierung)
um den supraleitenden Grundzustand zu finden. Im Jargon sagt man, dass
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die Kondensation der Paare nicht im reellen Raum stattfindet,3 sondern im
~k-Raum: Die Wahrscheinlichkei mit ~k den Zustand ~k ′ besetzt zu haben, hat
einen ‘Kondensationspeak’ bei ~k ′ = −~k.
Unsere nächste Aufgabe ist die Bestimmung des Grundzustandes. Wir
schauen uns zwei klassische Herleitungen an, via der BCS-Wellenfunktion
und via der Bogoliubov-Valatin-Transformation.

11.4 BCS-Grundzustand

Statt des üblichen metallischen Grundzustandes

|Ψn〉 =
∏

k<kF

c†~k↑
c†
−~k↓

|0〉 (11.42)

wollen wir jetzt einen neuen Grundzustand aufschreiben, welcher den Teil-
chen erlaubt, sich zu paaren,

|Ψs〉 =
∏
~k

(u~k
+ v~k

c†~k↑
c†
−~k↓

)|0〉, (11.43)

mit |u~k
|2+|v~k|

2 = 1. Im Zustand |Ψs〉 sind die Paare |~k↑,−~k↓〉mit der Wahr-
scheinlichkeit |v~k |

2 (|u~k
|2) besetzt (unbesetzt). Die Paarung ist unmöglich,

wenn wir u~k
= Θ(k − kF) und v~k = Θ(kF − k) wählen, so dass |Ψs〉 = |Ψn〉.

Erst wenn Teilchen aus dem Fermisee abdampfen, d.h., u~k
und v~k sind ver-

schieden von 0, 1 bei kF, dann kann (kohärente) Paarung auftreten.

Beachte, dass der Zustand |Ψs〉 in Gl. (11.43) eine unscharfe Teilchenzahl
besitzt, sobald Supraleitung auftritt und v~k, u~k

keine Θ-Funktionen sind.
Dies ist nicht ein mathematisches Handicap, sondern hat eine tiefe, physika-
lische Bedeutung: Der N -Teilchenanteil von |Ψs〉 hat eine Phase exp(iNϕ),
die Teilchenzahl N und die Phase ϕ sind somit konjugierte Variabeln und
es gilt die Heisenbergsche Unschärferelation, ∆ϕ∆N ∼ 1. Wünschen wir
ein Kondensat mit wohldefinierter Phase ϕ, d.h. die U(1)-Eichsymmetrie ist
gebrochen, so muss N unscharf sein. In diesem Sinne können wir sagen, das
jedes Volumen δV in V das System V \δV als Reservoir benutzt und da-
mit Teilchen austauscht. Damit dehnt sich die Information über die Phase
auf das ganze Volumen V aus. Analog kann man sagen, dass die Paare im

3Im reellen Raum wären dynamische Korrelationen relevant oder die Paare müssten
mit ∆r < n−1/3 lokalisiert sein (Schafroth Supraleitung)
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Volumen V völlig delokalisiert sind. Beachte, dass

〈(N − 〈N〉)2〉Ψs = 4
∑
~k

u2
~k
v2
~k
∼ N ⇒ δN

N
∼ 1√

N
. (11.44)

Um den Grundzustand |Ψs〉 zu erhalten, müssen wir die optimalen Ampli-
tuden u~k

und v~k finden. Mit dem Modell-Hamiltonoperator

H =
∑
~kσ

ε~k
c†~kσ

c~kσ
+
∑
~k~k ′

V~k~k ′c
†
~k↑
c†
−~k↓

c
−~k ′↓

c~k ′↑
(11.45)

und unter Berücksichtigung der unscharfen Teilchenzahl (beschrieben durch
das Ankoppeln an ein Reservoir mit chemischem Potential µ) gilt es, den
Ausdruck 〈Ψs|H − µN |Ψs〉 zu minimieren, d.h.

0 = δ
〈
Ψs

∣∣∣∑
~kσ

ξ~k
c†~kσ

c~kσ
+
∑
~k~k ′

V~k~k ′c
†
~k↑
c†
−~k↓

c
−~k ′↓

c~k ′↑

∣∣∣Ψs

〉
(11.46)

= 2
∑
~k

ξ~k|v~k|
2 +

∑
~k~k ′

V~k~k ′ u~k
v∗~ku

∗
~k ′ v~k ′ . (11.47)

Wir können u~k
reell wählen und eine eventuelle Phase exp(iϕ) in v~k inkorpo-

rieren. O.B.d.A. wählen wir für die Phase der Wellenfunktion ϕ = 0. Zudem
können wir die Bedingung |u~k

|2 + |v~k|
2 = 1 mit dem Ansatz u~k

= sin θ~k und
v~k = cos θ~k erfüllen. Wir erhalten mit etwas Trigonometrie

〈. . .〉 =
∑
~k

ξ~k(1 + cos(2θ~k)) +
1
4

∑
~k~k ′

V~k~k ′ sin(2θ~k) sin(2θ~k ′),

0 = δ〈. . .〉 = −2ξ~k sin(2θ~k) +
∑
~k ′

V~k~k ′ cos(2θ~k) sin(2θ~k ′), (11.48)

⇒ tan(2θ~k) =
1

2ξ~k

∑
~k ′

V~k~k ′ sin(2θ~k ′). (11.49)

Indem wir die Grössen

∆~k
= −

∑
~k ′

V~k~k ′u~k ′v~k ′ = −1
2

∑
~k ′

V~k~k ′ sin(2θ~k ′), (11.50)

E~k
=

√
ξ2~k

+ ∆2
~k
, (11.51)

definieren, können wir Gl. (11.49) umschreiben auf

tan(2θ~k) = −
∆~k

ξ~k
(11.52)
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D µhωhωD

Tc

∆0

1 vk uk

ξ k =εk

Abb. 11.7: v~k(ξ~k) (ausgezogene Linie) und u~k
(ξ~k) (gestrichelte Linie) bei

T = 0 im Vergleich mit der Fermifunktion f(ξ~k, T = Tc) bei der kritischen
Temperatur Tc (gepunktet). Abb. aus [Tin96].

und die Winkelfunktionen ergeben sich als

cos(2θ~k) = −
ξ~k√

ξ2~k
+ ∆2

~k

= −
ξ~k
E~k

[= v2
~k
− u2

~k
], (11.53)

sin(2θ~k) =
∆~k

E~k

[= 2u~k
v~k]. (11.54)

Mit ξ~k →∞ ist sin(2θ~k) ∼ 0, cos(2θ~k) ∼ −1, θ~k ∼ π/2, u~k
∼ 1, v~k ∼ 0, d.h.

wir erhalten mit diesen Vorzeichen das erwünschte Verhalten von u~k
, v~k bei

hohen Energien.

Weiter erhalten wir durch Einsetzen von Gl. (11.54) in Gl. (11.52) die Selbst-
konsistenzgleichung für den Gapparameter

∆~k
= −1

2

∑
~k ′

V~k~k ′∆~k ′√
ξ2~k ′ + ∆2

~k ′

. (11.55)

Diese Gleichung hat natürlich die triviale Lösung ∆~k
= 0, E~k

= ξ~k, θ~k =
(π/2) Θ(k − kF), welche gerade |Ψn〉 erzeugt.

Eine Lösung ∆~k
6= 0 finden wir leicht für unsere Modellwechselwirkung

V~k~k ′ =

{
−V, |ξ~k|, |ξ~k ′ | < ~ωD,

0, sonst.
(11.56)

Wir setzen an,

∆~k
=

{
∆, |ξ~k| < ~ωD,

0, sonst,
(11.57)
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und erhalten nach Division durch ∆ die Bedingung (vgl. Gl. (11.35))

1
V

=
1
2

∑
~k

1√
ξ2~k

+ ∆2
(11.58)

∼ 1
2

∑
~k

1
ξ~k + ∆E/2

. (11.59)

Die übliche Integration liefert (
∫ ~ωD

−~ωD
= 2

∫ ~ωD

0 )

1
N(εF)V

=
∫ ~ωD

0

dξ√
∆2 + ξ2

= arcsinh
(~ωD

∆

)
, (11.60)

∆ =
~ωD

sinh(1/NV )
≈ 2~ωD e

−1/N(εF)V . (11.61)

Die Kohärenzfaktoren haben die Form

u2
~k

=
1
2

(
1 +

ξ~k
E~k

)
, v2

~k
=

1
2

(
1−

ξ~k
E~k

)
, (11.62)

mit E~k
=
√
ξ2~k

+ ∆2, d.h., im Bereich ∆ um εF herum dampfen die Elektro-
nen aus dem metallischen Fermisee ab, um sich zu paaren. Tatsächlich zeigt
die Berechnung der Kondensationsenergie

〈Ψs|H − µN |Ψs〉 − 〈Ψn|H − µN |Ψn〉 = −1
2
N(εF)∆2 (11.63)

∼ N(εF)∆︸ ︷︷ ︸
#Paare

∆︸︷︷︸
Gewinn/Paar

,

dass der supraleitende Zustand stabil ist.

Weiter bemerken wir, dass die Superposition von ~k-Zuständen im Bereich
∆ um εF herum wegen der Heisenbergschen Unschärferelation ξ∆k ∼ 1 und
∆k = ∂Ek∆ ∼ m∆/~2kF die Ausdehnung ξ ∼ ~vF/∆ der Paarwellenfunk-
tion ergibt. Genauer bestimmt die BCS-Kohärenzlänge

ξBCS =
~vF

π∆
(11.64)

die Distanz, über welche sich eine Störung im Quantenfluidum ausweitet
(bei T = 0; dies ist auch gerade die Ausdehnung eines Paares). Beachte
auch, dass v~k aussieht wie eine Fermifunktion bei T ≈ ∆,

v~k(ξ~k) ≈ f(T = ∆, ξ~k). (11.65)
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Demzufolge erwarten wir, dass eine Temperatur T > Tc ∼ ∆ den supralei-
tenden Zustand durch Aufspalten der Paare zerstört.

Als nächstes repetieren wir die Herleitung des supraleitenden Grundzustan-
des durch die kanonische Bogoliubov-Valatin-Transformation. Wir erhalten
zusätzlich das Anregungsspektrum und können die Temperaturabhängigkeit
des Gaps, ∆(T ), und damit die Übergangstemperatur Tc durch ∆(Tc) = 0
finden.

11.5 Bogoliubov-Valatin-Transformation

Wir starten mit dem Modellhamiltonoperator

H =
∑
~kσ

ε~k
c†~kσ

c~kσ
+
∑
~k~k ′

V~k~k ′c
†
~k↑
c†
−~k↓

c
−~k ′↓

c~k ′↑
. (11.66)

Wie üblich macht uns der Wechselwirkungs- oder 4-Punkt-Term Probleme.
Wir wissen, dass das System bei tiefen Temperaturen in einen neuen Zustand
übergeht, wo die Zustände |~k ↑〉 und | − ~k ↓〉 kohärent und makroskopisch
besetzt sind. Dies bringt uns auf die Idee, die Operatoren c−~k↓c~k↑ durch ein
klassisches komplexes Feld b~k zu approximieren,

c−~k↓c~k↑ = 〈c−~k↓c~k↑〉+ (c−~k↓c~k↑ − 〈c−~k↓c~k↑〉)
= b~k + (c−~k↓c~k↑ − b~k), (11.67)

c†~k↑
c†
−~k↓

= b∗~k + (c†~k↑c
†
−~k↓

− b∗~k), (11.68)

mit dem Molekularfeld b~k = 〈c−~k↓c~k↑〉 ∈ C und den (hoffentlich kleinen)
Fluktuationen um das Molekularfeld (zweiter Term).

Das Einsetzen von Gl. (11.67) und das Vernachlässigen von Termen quadra-
tisch in den Fluktuationen ergibt

H−µN ≈
∑
~kσ

ξ~k
c†~kσ

c~kσ
+
∑
~k~k ′

V~k~k ′(c
†
~k↑
c†
−~k↓

b~k ′+b
∗
~k
c
−~k ′↓

c~k ′↑
−b∗~kb~k ′). (11.69)

Die Reduktion von Gl. (11.66) zu (11.69) ist Teil eines allgemeinen
Konzeptes: Betrachte einen Hamiltonoperator H = H0 + V mit V ∼∑
Vαβγδ c

†
αc
†
βcγcδ oder V ∼

∑
c†αcβQγ mit z.B. einem Phononen-Feld Qγ .

Ist die Wechselwirkung effizient genug, so vermag sie Phasenübergänge im
Festkörper zu induzieren. Die neue Phase ist charakterisiert durch eine neue
Ordnung, quantifiziert durch ein Molekularfeld b = 〈c†γcδ〉 bzw., b = 〈Qγ〉.
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Im Prinzip können wir uns jetzt jeden Typ Ordnung ausdenken und schauen,
ob diese bei tiefen Temperaturen realisiert wird. Dazu setzen wir der Reihe
nach unsere Ansätze für das Molekularfeld b in H ein und berechnen die
neue Energie des Systems; der geordnete Zustand mit der tiefsten Energie
gewinnt. Wie bekommen wir solch eine Energieabsenkung?

– Falls V attraktiv ist, können wir E durch Bindungen erniedrigen.

– Falls V repulsiv ist, wir aber mit cleveren Phasenbeziehungen ein Mi-
nuszeichen (kohärent) bekommen können, erhalten wir wieder eine
Energieerniedrigung (dieser Mechanismus spielt in der unkonventio-
nellen Supraleitung).

– Wir müssen möglichst viele Elektronen dazu bringen, diese Energiege-
winne zu realisieren. Die BCS Instabilität tut dies besonders effizient
indem die gesamte Fermifläche genutzt werden (solange die Zeitum-
kehrinvarianz ~k und −~k äquivalent macht). Ein alternatives Beispiel
für das Auftreten von Instabilitäten findet man im Zusammenhang mit
Spin- und Ladungsdichtewellen. In diesem Fall verbindet der Streupro-
zess V gegenüberliegende Teile der Fermifläche und involviert anstelle
von Impulsen ∼ 0 (Cooperproblem) Impulse ~Q mit Q ∼ 2pF, vgl.
Abb. 11.8. Bei einer generischen Fermifläche können allerdings nur
wenige Elektronen an diesen Streuprozessen teilnehmen. Eine Insta-
bilität bei endlichem ~Q kann auftreten, wenn ‘parallele Stücke’ der
Fermifläche durch einen Streuvektor verbunden werden; man spricht
von Fermi-Surface-Nesting. Derartige Nesting-Eigenschaften von Fer-
miflächen treten in den Dimensionen D = 1, 2 stärker auf als in D = 3.
Insbesondere die quasi-2D-CuO2-basierten Hoch-Tc-Supraleiter (do-
tierte Mott-Isolatoren) mit ihrer anti-ferromagnetischen Ordnung in
der Nähe von halber Bandfüllung besitzen solche Nestingeigenschaf-
ten. Dotiert man diese Materialien weg von halber Füllung so geht das
Nesting verloren und die anti-ferromagnetische Instabilität macht der
Supraleitung Platz.

Wir schreiben nun Gl. (11.69) um, indem wir den Gap-Parameter

∆~k
= −

∑
~k ′

V~k~k ′b~k ′ = −
∑
~k ′

V~k~k ′〈c−~k ′↓c~k ′↑〉 (11.70)

einführen,

H − µN ≈
∑
~kσ

ξ~k
c†~kσ

c~kσ
−
∑
~k

[∆~k
c†~k↑
c†
−~k↓

+ ∆∗
~k
c
−~k↓

c~k↑
−∆~k

b∗~k]. (11.71)
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Q = 2pF
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1. BZ

Abb. 11.8: In der BCS Instabilität ist der Impulsübertrag ~Q ≈ 0 und die
ganze Fermifläche nimmt an der Streuung teil (links, ‘perfect nesting’). Für
eine isotrope Fermifläche und Impulsübertrag 2pF ist das ‘nesting’ minimal
(mitte). Für eine (quasi-) 2-dimensionale quadratische Kristallstruktur mit
halb gefülltem Band ist der Vektor der Länge 2pF entlang der Brillouinzonen-
Diagonale ein ‘Nestingvektor’ (rechts).

Wir diagonaliseren diesen Ausdruck durch die BV-Transformation (vgl.
Gl. (4.19) und (4.20))

c~k↑
= u∗~k α~k↑

+ v~k α
†
−~k↓

, (11.72)

c†
−~k↓

= −v∗~k α~k↑
+ u~k

α†
−~k↓

, (11.73)

α~k↑
= u~k

c~k↑
− v~k

c†
−~k↓

, (11.74)

α
−~k↓

= v~k
c†~k↑

+ u~k
c
−~k↓

. (11.75)

Mit |u~k
|2+|v~k|

2 = 1 erfüllen die neuen Operatoren die Fermi-Vertauschungs-
relationen.4 Die Operatoren α†~k↑ und α†

−~k↓
erzeugen Quasiteilchen mit festem

Impuls und Spin, ~k↑, und, −~k↓. Das Einsetzen von Gl. (11.72) und (11.73)
in Gl. (11.71) liefert

H − µN ≈ (11.76)∑
~k

ξ~k

{
(u2

~k
− v2

~k
)(α†~k↑α~k↑

+ α†
−~k↓

α
−~k↓

)

+2u∗~kv
∗
~k
α−~k↓α~k↑ + 2u~k

v~k α
†
~k↑
α†
−~k↓

+ 2v2
~k

}
+
∑
~k

{
(∆~k

u~k
v∗~k + ∆∗

~k
u∗~kv~k)(α

†
~k↑
α~k↑

+ α†
−~k↓

α
−~k↓

− 1)

4Wir könnten o.B.d.A. u~k, v~k, ∆~k reell wählen, d.h. die Phase des Supraleiters als 0.
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+(∆~k
v∗2~k

−∆∗
~k
u∗2~k

)α−~k↓α~k↑ + (∆∗
~k
v2
~k
−∆~k

u2
~k
)α†~k↑α

†
−~k↓

+ ∆~k
b∗~k

}
.

Wir diagonalisieren diesen Operator, indem wir die Koeffizienten der nicht-
diagonalen Terme α−~k↓α~k↑ und α†~k↑α

†
−~k↓

durch geschickte Wahl der Ampli-
tuden u~k

und v~k zum Verschwinden bringen,

(2ξ~k u
∗
~k
v∗~k + ∆~k

v∗2~k
−∆∗

~k
u∗2~k

)α−~k↓α~k↑ = 0,

∆∗
~k

u2
~k

(2ξ~k u~k
v~k + ∆∗

~k
v2
~k
−∆~k

u2
~k
)α†~k↑α

†
−~k↓

= 0,

⇒
(∆∗

~k
v~k

u~k

)2
+ 2ξ~k

(∆∗
~k
v~k

u~k

)
− |∆~k

|2 = 0, (11.77)

⇒ x =
∆∗

~k
v~k

u~k

= −ξ~k ±
√
ξ2~k

+ |∆~k
|2 = E~k

− ξ~k. (11.78)

Mit |u~k
|2 + |v~k|

2 = 1 und |v~k/u~k
| = (E~k

− ξ~k)/|∆~k
| erhalten wir

|v~k|
2 = 1− |u~k

|2 =
1
2

(
1−

ξ~k
E~k

)
(11.79)

und die Phase ϕ zwischen u~k
und v~k ergibt sich gerade aus derjenigen von

∆∗
~k

= |∆~k
|e−iϕ = const.u~k

/v~k, also v~k ∝ eiϕ, u~k
reell, ∆~k

∝ eiϕ

Die verbleibenden Terme in Gl. (11.76) ergeben dann

H − µN =
∑
~k

(ξ~k − E~k
+ ∆~k

b∗~k ) +
∑
~k

E~k
(α†~k↑α~k↑

+ α†
−~k↓

α
−~k↓

), (11.80)

wobei der erste Term die Kondensationsenergie und der zweite die Anregun-
gen über dem Grundzustand beschreibt.

Mit Gln. (11.72) – (11.75) und (11.80) haben wir eine Darstellung des Su-
praleiters in zweiter Quantisierung: Der Grundzustand ist |Ψs〉 und definiert
ein neues nichttriviales ‘Vakuum’ für die neuen Operatoren α~k↑ und α−~k↓,
α~k↑|Ψs〉 = 0 = α~k↓|Ψs〉; die Anregungen werden beschrieben durch

Hs =
∑
~k

E~k
(α†~k↑α~k↑

+ α†
−~k↓

α
−~k↓

) (11.81)

mit dem Spektrum E~k
=
√
ξ2~k

+ |∆~k
|2, vgl. Abb. 11.9.
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Abb. 11.9: Einteilchen Anregungen im Normalmetall (links) und im Supra-
leiter (rechts).

Analog dazu ist der Grundzustand des Metalls gegeben durch |Ψn〉 mit
α~k↑|Ψn〉 = 0 = α−~k↓|Ψn〉 und Anregungen beschrieben durch

Hn =
∑
~k

|ξ~k|(α
†
~k↑
α~k↑

+ α†
−~k↓

α
−~k↓

) (11.82)

mit dem Spektrum |ξ~k|.
Das Gap ∆~k

ergibt sich aus der Lösung der Selbstkonsistenzgleichung, welche
wir durch Einsetzen von Gln. (11.72)–(11.75) in Gl. (11.70) erhalten,

∆~k
= −

∑
~k ′

V~k~k ′〈c−~k ′↓c~k ′↑〉

= −
∑
~k ′

V~k~k ′u
∗
~k ′v~k ′〈1− α†~k↑

α~k↑
− α†

−~k↓
α
−~k↓

〉,

= −
∑
~k ′

V~k~k ′u
∗
~k ′v~k ′ . (11.83)

Die Lösung dieser Gleichung gibt unter Berücksichtigung der Gl. (11.79) die
Energielücke

∆ = 2~ωD e
−1/NV (11.84)

für unser Modellpotential V~k~k ′ = −V in einer Schale der Dicke 2~ωD um εF

(vgl. mit der Herleitung von (11.61).

Gl. (11.83) erlaubt es uns, einen Schritt weiter zu gehen und die Tem-
peraturabhängigkeit von ∆(T ) zu berechnen. Da die Anregungen zu den
α-Operatoren freie fermionische Quasiteilchen sind, können wir sofort die
Gapgleichung in der Form

∆~k
= −

∑
~k ′

V~k~k ′u
∗
~k ′v~k ′ [1− 2f(E~k

)] (11.85)
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Abb. 11.10: Tempe-
raturabhängigkeit der
Energielücke (Gap)
∆(T ). Abb. aus [deG89].

= −
∑
~k ′

V~k~k ′
∆~k ′

2E~k ′
tanh(βE~k ′/2) (11.86)

aufschreiben. Für unser Modellpotential reduziert sich diese Gleichung auf

1
V

=
1
2

∑
~k

tanh(βE~k
/2)

E~k

. (11.87)

Um Tc zu finden, benutzen wir ∆(Tc) = 0, so dass sich Gl. (11.87) vereinfacht
zu (C ≈ 0.5772, die Euler-Konstante)

1
N(εF)V

=
∫ ~ωD

2Tc

0
dx

tanhx
x

= ln
(2eC

π

~ωD

Tc

)
, (11.88)

⇒ Tc =
2eC

π
~ωD exp[−1/N(εF)V ] =

eC

π
∆(0), (11.89)

⇒ 2∆(0)
Tc

=
2π
eC

≈ 3.528. (11.90)

Die volle T -Abhängigkeit findet man leicht durch numerische Integration,
vgl. Abb. 11.10,

∆(T ) ≈ ∆(0)

{
1−

√
2πT
∆(0)e

−(∆(0)/T ), T → 0,

1.74
√

1− T/Tc, T → Tc.
(11.91)

– Bei T → 0 ist die Quasiteilchenanregung exponentiell unterdrückt,
d.h. δ∆ = ∆(0)−∆(T ) ∼ e−∆/T .

– Bei T → Tc ist wegen nξ30 � 1 die Molekularfeldtheorie sehr gut, es
gibt wenig Fluktuationen, die Ginzburgzahl Gi ∼ 10−8 (Ausnahme:
Hoch-Tc-Supraleiter Gi ∼ 10−2).
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Abb. 11.11: Zustandsdich-
te N(E) im Supraleiter.
Das Gewicht bei Energien
E < ∆ wird in den Zu-
standspeak bei E ∼ ∆ an-
gehoben. Abb. aus [Tin96].

Schliesslich berechnen wir noch die Zustandsdichte Ns(E): mit Ns(E)dE =
Nn(ξ)dξ ≈ Nn(0)dξ = N(εF)dε finden wir

Ns(E) = N(εF)
dξ

dE
=


E

(E2 −∆2)
1
2

, E > ∆,

0, E < ∆.
(11.92)

Die Zustände werden also im Bereich ∆ um µ herum wegen der Paarung
‘weggedrückt’ und sammeln sich bei der Energie ∆, vgl. Abb. 11.11.

11.5.1 Thermodynamik

Ausgehend von obiger Grundlage können wir nun eine ganze Reihe inter-
essanter Phänomene diskutieren: In der Thermodynamik finden wir für die
spezifische Wärme der Elektronen (vgl. Abb. 11.12):

Cv|n = γT, (11.93)

Cv|s ∝ e−∆(0)/T , T → 0, (11.94)
∆Cv

Cv|n
=
Cv|s − Cv|n

Cv|n
≈ 1.43, T ∼ Tc. (11.95)

Bei unkonventionellen Supraleitern mit Nullstellen im Gap wird Cv(T → 0)
algebraisch:

– 0D-Nullstellen (Punkte): Cv ∼ T 3,
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Abb. 11.12: Spezifische Wärme
C(T ) im Supra- und Normallei-
ter. Am supraleitenden Phasenüber-
gang (2. Ordnung) springt Cv um
∆Cv/Cv|nM ≈ 1.43. Abb. aus [deG89].

– 1D-Nullstellen (Linien): Cv ∼ T 2,

– 2D-Nullstellen (Flächen): Cv ∼ T .

Die innere Energie U , Entropie S und freie Energie F folgen den üblichen Ge-
setzmässigkeiten eines Phasenüberganges zweiter Ordnung, vgl. Abb. 11.13.
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Abb. 11.13: Innere Energie U(T ), Entropie S(T ) und freie Energie F (T )
am supraleitenden Phasenübergang (2. Ordnung). Die inneren Energien U
und die Entropien S kreuzen sich bei Tc, die freien Energien F gehen konti-
nuierlich ineinander über. Die freie Energie erniedrigt sich um die Konden-
sationsenergie H2

c /8π. Abb. aus [Tin96].

11.5.2 Isotopeneffekt

Die kritische Temperatur Tc eines Supraleiters, dessen Paarbildung auf
Elektron-Phonon-Kopplung beruht, hat eine charakteristische Abhängigkeit
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Abb. 11.14: I(V )-Charakteristik und differentielle Leitfähigkeit ∂vI eines
Kontaktes zwischen Normal- und Supraleiter. Abb. aus [Tin96].

von der Masse M der Ionen, die durch Substitution verschiedener Isotopen
experimentell nachgewiesen werden kann. Im einfachsten Modell schwacher
Kopplung (‘weak-coupling limit’) ergibt sich

Tc ∝ ωD ∝
√

f

M
⇒ α =

d lnTc

d lnM
=

1
2
; (11.96)

für starke Elektron-Phonon-Kopplung kann α < 1/2 sein und sogar α < 0.

11.5.3 Tunneleffekt

In einem Tunnelexperiment an einem Normalmetall-Supraleiter Kontakt
kann das Anregungsspektrum direkt ausgemessen werden. In der Tat ist
Ns(E) ∼ ∂V I und die Bestimmung von I(V ) liefert den Wert der Ener-
gielücke ∆ (Giaver 1962), vgl. Abb. 11.14. Besonders interessante Effek-
te treten in NS-, SS′-, SIS-, SNS-Strukturen auf (S(′) = Supraleiter, N =
Normalleiter, I = Isolator). Insbesondere kann man im Bereich eV/∆ > 1
die Phononen als Resonanzen sehen, was eine selbstkonsistente Prüfung der
Theorie erlaubt (McMillan 1965).

11.5.4 Ultraschall und NMR

Typische Ultraschallfrequenzen liegen im Bereich ωUS < 109 s−1 < ∆(0)/~.
Ultraschall wird durch freie Quasiteilchen gestreut, deren Dichte im Supra-
leiter für T → 0 verschwindet. Für seine Dämpfung α findet man in einem
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Abb. 11.15: Dämpfung α des Ultraschalls (links) und Relaxationsrate 1/T1S
der Kernspins (rechts) im Supraleiter. Mit dem Verschwinden der thermisch
angeregten normalen Quasiteilchen für T → 0 fällt die Dämpfung exponen-
tiell auf 0. Die in Singlets abgepaarten Elektronenspins tragen nicht mehr
zur Spinrelaxation der Kerne bei. Der Hebel-Slichter Peak in 1/T1 resultiert
aus einer speziellen Kombination von Kohärenzfaktoren.

Supraleiter mit isotropem Gap ∆ (vgl. Abb. 11.15)

αsc

αnm
=

2
1 + e∆/T

(11.97)

Wiederum führen Punkt- und Linien-Knoten in ∆~k
zu algebraischem Ver-

halten für T → 0.

Bei der Kernspinrelaxation wird der Kernspin durch Streuung mit elektroni-
schen Spins verändert. Wenn sich die Elektronenspins in den Cooper-Paaren
abpaaren, können sie nicht mehr zur Relaxation der Kernspins beitragen;
die Relaxationsrate 1/T1 geht deshalb, für einen konventionellen isotropen
Supraleiter, exponentiell auf 0. Interesssant ist, dass in der Ultraschallab-
sorption der Koeffizient α bei Tc ‘abstürzt’, während in der NMR die Rate
1/T1 ansteigt (Hebel-Slichter Peak), eine Konsequenz verschiedener Pro-
duktkombinationen (skalar versus vektoriell) der Kohärenzfaktoren u~k

und
v~k.

11.5.5 Elektromagnetische Absorption

Die Energielücke des Supraleiters manifestiert sich im Verschwinden der Ab-
sorption (beschrieben durch den Realteil σ′(ω) der dynamischen Leitfähig-
keit) im Frequenzbereich ω < ∆/~, vgl. Abb. 11.16. Die fehlende Oszilla-
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Abb. 11.16: Der Realteil der dynamischen Leitfähigkeit σ′(ω) veschwindet
im Gapbereich ω < ∆/~. Die fehlende Oszillatorstärke kondensiert in einem
δ-Peak bei ω = 0 mit Gewicht ns/n ≈ min[2∆τ/~, 1].

torstärke wird in den δ-Peak bei ω = 0 verschoben (Mattis-Bardeen): Im su-
praleitenden Zustand findet sich in σ(ω) eine δ-Funktion bei ω = 0 mit dem
relativen Gewicht ns/n, wobei für saubere Materialien mit ~/τ < 2∆ ↔ ξ0 <
vFτ = l die gesamte Dichte ns = n kondensiert und für 2∆ < ~/τ ↔ ξ0 > l
nur der Anteil im σ′-Drude-Peak mit ~ω < 2∆.

11.6 Meissner-Ochsenfeld-Effekt

Das Phänomen, welches wir im letzten Abschnitt im Detail verstehen wol-
len, ist der Meissner-Ochsenfeld-Effekt: im Supraleiter werden Ströme und
Magnetfelder (insbesondere auch das ~A-Feld) abgeschirmt; der Supraleiter
produziert eine transversale Abschirmung (Masse), siehe dazu auch die Dis-
kussion im Kapitel 10.

Die Antwort des System auf ein transversales ~A-Feld (~q · ~A = 0) lässt sich
aus dem üblichen Schema erhalten,

Hint = −e
c

∑
~q

~J−~q · ~A~q e
i(~q·~r−ωt), (11.98)

~J~q =
1

2m

∑
i

[~pie
−i~q·~ri + e−i~q·~ri~pi], (11.99)

=
1
m

∑
~pσ

(~p+ ~q/2)c†~k+~qσ
c~kσ

. (11.100)
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Der gesuchte Strom setzt sich aus para- und diamagnetischen Anteilen zu-
sammen:

〈~j 〉 =
e

2

∑
i

[~viδ(~r − ~ri) + δ(~r − ~ri)~vi], (11.101)

~vi = ~pi︸︷︷︸
para

− (e/c) ~A(~ri)︸ ︷︷ ︸
dia

, (11.102)

〈~j~q〉 = e〈 ~J~q〉 −
e2

mc

∑
~k

ρ
~q−~k

~A~k
(11.103)

= e〈 ~J~q〉 −
e2n

mc
~A~q. (11.104)

Dabei haben wir nur die führende Ordnung in ~A berücksichtigt, insbeson-
dere in der Berechnung des diamagnetischen Terms. Die transversale Ant-
wortfunktion ist definiert via

〈 ~J~q〉 = −(e/c)χ⊥(~q ) ~A~q. (11.105)

Die Aufgabe besteht darin, χ⊥(~q ) via die Berechnung von 〈 ~J~q〉, dem Pa-
rastrom, zu finden und zu zeigen, dass der Parastrom den Diastrom nicht
aufhebt (genau dies geschieht im Normalmetall). Können wir zeigen, dass
χ⊥ = −nn/m 6= −n/m ist, so erhalten wir das Resultat

~j~q = − e2

mc
(−nn + n) ~A~q = −e

2 ns

mc
~A~q (11.106)

und daraus den Meissner-Ochsenfeld-Effekt.5 Im reellen Raum gilt dann

~j(~r ) = −e
2 ns

mc
~A(~r ), (11.107)

~∇∧~j = −e
2 ns

mc
~B (11.108)

und mit der Maxwellgleichung, ~∇∧ ~B = (4π/c)~j, folgt

~∇∧ (~∇∧ ~B) = −∆ ~B =
4π
c
~∇∧~j = −4πnse2

mc2
~B, (11.109)

⇒ [∆− λ−2
L ] ~B = 0. (11.110)

5Wir vereinfachen das Problem etwas und benutzen ~j~q = −(e2ns/mc) ~A~q für alle ~q.
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Am Rande eines Supraleiters wird demnach das äussere magentische Feld
auf der Länge λL abgeschirmt,

Bz(x) = Bz(0)e−x/λL , (11.111)

vgl. Abb. 10.1.

Zur Berechnung von 〈 ~J~q〉 schreiben wir Gl. (11.100) auf α~kσ
-Operatoren um

(u~k
, v~k reell)

~J~q =
1
m

∑
~p

(~p+ ~q/2)(c†~p ↑c~p+~q ↑ + c†~p ↓c~p+~q ↓) (11.112)

=
1
m

∑
~p

(~p+ ~q/2)[(u~pu~p+~q + v~pv~p+~q)(α
†
~p↑α~p+~q↑ − α†−~p−~q↓α−~p↓)

+(u~p v~p+~q − u~p+~q v~p)(α
†
~p ↑α

†
−~p−~q ↑ − α~p+~q↓α−~p↓)]. (11.113)

Im Limes ~q → 0 vereinfacht sich ~J~q zu

~J~q→0 =
1
m

∑
~p

~p (α†~p↑α~p↑ − α†−~p↓α−~p↓). (11.114)

Der Erwartungswert 〈 ~J~q〉 ergibt sich aus dem Fermion-Charakter der α~kσ
-

Operatoren,

〈 ~J~q→0〉 =
1
m

∑
~p

~p [f(E~p)− f(E−~p)]. (11.115)

Im Feld ~A werden die Niveaus E~p und E−~p der Quasiteilchen unterschiedlich
verschoben, vgl. Abb. 11.17. Aus Gl. (11.100) ergibt sich

E
~A
±~p = E0

±~p ∓
e

mc
~p · ~A (11.116)

und damit erhalten wir

e〈 ~J~q→0〉 =
e

m

∑
~p

~p
∂f

∂E

(
− 2e
mc

~p · ~A~q→0

)
=

2e2

m2c

∑
~p

~p · (~p · ~A)
(
− ∂f
∂E

)
=

2
3
e2p2

F

m2c
N(εF) 2

∫ ∞

∆
dE

E√
E2 −∆2

(
− ∂f
∂E

)
~A

=
2e2n
mc

∫ ∞

∆
dE

E√
E2 −∆2

(
− ∂f
∂E

)
~A; (11.117)
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Abb. 11.17: Die Zustände bei ~kF und −~kF (links) sind in der Anwesenheit
eines ~A-Feldes nicht mehr äquivalent, woraus sich eine Umbesetzung mit
zusätzlich besetzen Zuständen bei ~kF und unbesetzten Zuständen bei −~kF

ergibt (rechts).

der Faktor 2 in der dritten Zeile berücksichtigt Zustände ober- und unterhalb
von ∆. Für ∆ = 0 und T = 0 finden wir mit

∫∞
∆ dE δ(E) = 1/2

e〈 ~J~q→0〉n =
e2n

mc
~A, χn

⊥(~q → 0) = − n

m
; (11.118)

der ideale Leiter ohne Streuung zeigt also bei T = 0 keinen Meissner-
Ochsenfeld-Effekt. Im Supraleiter ist das Spektrum hingegen ‘gegapt’, d.h.,
dort wo ∂Ef 6= 0 ist, verschwindet die Zustandsdichte Ns, und deshalb ist

e〈 ~J~q→0〉s = 0, χs
⊥(~q → 0) = 0. (11.119)

Bei endlicher Temperatur liefern die angeregten Quasiteilchen einen Beitrag
χs
⊥(~q → 0) = −nn/m, mit nn ∝ exp[−2∆(0)/T ] für T → 0.

Woher kommt dieser Effekt? Das Resultat in Gl. (11.119) ist eine Konse-
quenz der Steifigkeit der Wellenfunktion Ψ: Aus Gl. (11.116) folgt, dass ein
~A-Feld die Energien der Niveaus shiftet. Im Normalleiter führt dies zu einer
Umbesetzung der Niveaus bei εF und der Parastrom kompensiert gerade den
Diastrom, ~jpara = −~jdia, vgl. Abb. 11.17. Im Supraleiter sind die Zustände,
welche diese Umbesetzung machen ‘weggegapt’, die Wellenfunktion Ψ ist
steif.

Wo haben wir das Problem vereinfacht? Wir haben gezeigt, dass

~j~q→0 = −e
2ns

mc
~A~q→0. (11.120)
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Abb. 11.18: Der Suprastrom er-
gibt sich aus dem q-abhängigen
KernK(q) via~j(q ) = K(q ) ~A(~q )
oder im realen Raum via der
nichtlokalen Relation ~j(~r ) =∫
d3r′K(~r ′ − ~r ) ~A(~r ′).

Für den MO-Effekt brauchen wir diese Relation für alle q < 1/λL, die
Gl. (11.106) gilt aber nur für q < 1/ξBCS, da nur Zustände mit E < ∆
gegapt sind. Demnach ist unsere Analyse vollständig (d.h., gültig für alle re-
levanten ~q-Werte), falls 1/λL < 1/ξBCS oder ξBCS < λL. Dies sind die London-
oder Typ-II-Supraleiter, für welche sich Gl. (11.120) verallgemeinert zu6

~j(~r ) = −e
2ns

mc
~A⊥(~r ). (11.122)

Falls ξBCS > λL, wird die Beziehung j~q = K(~q )A~q abhängig von ~q und
~j(~r ) =

∫
K(~r − ~r ′) ~A(~r ′)d3r′ wird nichtlokal. Dies sind die Pippard- oder

Typ-I-Supraleiter. Für ein isotropes Material findet man (vgl. Abb. 11.18)

K(~q ) = −3π
4
ne2

mc

1
qξBCS

(11.123)

und damit (ns = n)

~j~q = −e
2n

mc


~A~q, q < 1/ξBCS,

3π
4

1
qξBCS

~A~q, 1/ξBCS < q < 1/λL.
(11.124)

6Beachte: Für ein longitudinales ~A müssen wir die Antwort des Suprafluidums mitneh-
men (Φ0 = hc/2e),

~j(~r ) =
e2ns

mc

„
Φ0

2π
~∇ϕ− ~A

«
. (11.121)

Dieser Ausdruck ist Eichinvariant und deshalb immer korrekt.
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Beachte die Verwandtschaft mit dem anomalen Skineffekt beschrieben durch
Gl. (7.74),

~j~q =
4π e2n
3 qvF

iω

c
~A~q ; (11.125)

indem wir die Frequenz ω in σ⊥ durch die supraleitende Energielücke ∆
ersetzen, ω → ∆/i~ erhalten wir die nichtlokale transversale Abschirmung
(11.124) zurück.
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Kapitel 12

Ausblick

In dieser Vorlesung konnten wir im ‘Garten der Festkörperphysik’ eine klei-
ne, aber interessante Ecke beackern. Viele weitere interessante ‘Beete’ konn-
ten wir aber leider nicht diskutieren; es mag deshalb instruktiv sein, den
allgemeinen Hamiltonoperator des Festkörpers heranzuziehen und durch Va-
riation der Parametern zumindest eine Skizze des Gartens zu erstellen.

– H = H0: Blochelektronen und Kristallsymmetrien

– +VC: Die Coulomb-Wechselwirkung ist im Kontinuum abgeschirmt,
auf dem Gitter verbleibt ein lokaler Term Uni↑ni↓. In diesem Hubbard-
Modell finden sich

- Spindichtewellen (SDW)

- Mott-Isolatoren

– +Ve−ph: Elektron-Phonon-Wechselwirkung

- Polaronen (Elektronen & Phonon Wolke)

- Elektron-Phonon-Streuung

- Supraleitung durch Attraktion der Elekronen

- Ladungsdichtewellen (CDW) via Peierls-Instabilität

– +VeD: Elektron-Defekt-Wechselwirkung

- Streuung

- Lokalisierung (Anderson-Isolator, starke/schwache Lokalisierun)
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– Ve−pl: Elektron-Plasmon-Wechselwirkung führt zur Streuung (Brem-
sung) schneller Elektronen

– & Spin: Der Einbezug des Spins führt auf mannigfache neue Phäno-
mene,

- Magnetismus (Ferro-, Antiferro-, Meta-)

- Magnonen (Spinwellen)

- Kondophysik (Abschirmung lokalisierter Spins)

– & Füllung der Bänder (Dichte der Elektronen):

- Halbleiter

- Isolatoren (Bandisolatoren)

- Halbmetalle (Graphene)

– & Dimensionalität: Fermionen in 1-3 dimensionalen Festkörpern bilden
in Dimension

- D = 1: Luttinger-flüssigkeit, deren elementare Anregungen
Ladungs- und Spindichtewellen sind (Separation von Spin und
Ladung)

- D = 1: Wettstreit zwischen SDW, CDW, SS, TS (SS = Singlett
Supraleiter, TS = Triplett Supraleiter), ‘g-ologie’

- D = 1: Unordnung ist relevant (Lokalsierung), Fluktuationen
sind dominant, nur algebraische Ordnung bei T = 0

- D = 2: wahrscheinlich Fermiliquid

- D = 3: Fermiliquid
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