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TETIL ITI

DIE HAMILTONSCHE FORMULIERUNG DER MECHANIK

"It is nevertheless true that historically this

purely formal structure played a well known and
crucial part in the development of quantum mechanics.
This should serve as a warning to all those who de-

clare any kind of purely formal development a priori

as 'unphysical', Things are not that simple !"

R. Jost

In diesem 3. Teil beschreiben wir eine allgemeine Klasse
von mechanischen Systemen von f Freiheitsgraden durch
2f Gleichungen 1. Ordnung von besonders eleganter Struktur.
Diess sog. Hamiltonschen Systeme sind forminvariant bezig-
lich einer "grossen" Gruppe von Transformationen (Gruppe der
kanonischen Transformationen). Dies kann praktisch, etwa in
der Stdrungstheorie, dazu verwendet werden, um die Gleichungen
zu vereinfachan,

In der kanonischen Formulierung der Mechanik wird die
Beziehung von Symmetriegruppen und Erhaltungssitzen besonders
durchsichtig. Der kanonische Formalismus ist fir die Quanten-

mechanik von ausschlaggebender Bedeutung.
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Kap. 5. Phasenraum, kanonische Gleichungen und symplektische

Transformationen

Hamiltonsche Gleichungen sind uns bisher schon wieder-
holt begegnet. Wir zeigen im folgenden, dass unter allgemei-
nen Bedingungen ein Lagrangesches System zu einem Hamiltonschen
System &dquivalent ist., Zuvor betrachten wir ein Beispiel,

0ie Lagrangefunktion sei
N
Z§ : o 2
L = % mig.i - V(g'l’...’g'N) .
i=1

Dann gilt fir die Impulse B; = m.g;
Co L
p;, = =—— . (5.1)
i Cbgi
Diese Gleichungen lassen sich im vorliegenden Beispiel trivi-

alerweise nach éi aufldsen, Die Hamiltonfunktion ist

(vgl. s. 38) 2

Bj

H = E + V(g'l,'..,g'N)

und h&ngt infolgedessen mit L wise folgt zusammen

Ha,p) = =2 (p;,8,) - L(a,d) , (5.2)
i

wobei rechts fir éi die Aufl8sung von (5.1) nach (g,p) ein-
gesetzt werden muss. (Hier ist g; = Ei/mi )

In den Gl. (5.1) und (5.2) kommt die konkrete Form von
L nicht mehr vor. Wir untersuchen nun, unter welchen Be-~

dingungen durch disse ein, zu den Eulerschen Gleichungen
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d = (5.3)
g~ dt g = 0, y

e LI (5.4)

definiert wird.

A. Legendre Transformationen , Salg Vo l/\\OqV(Qz

Wir fuhren zunichst eine lokale Diskussion.
Sei F(xl,.;.,xn, Zy5000 2_) eine Funktion, definiert
auf einer offenen Menge von TR+ y Welche C2 in den x

ist und Det (F ) £ 0 erfiillt. [F,xw:=QF/9xk.]

Nach dem impliziten Funktionentheorem kann man dann die Glei=-

chungen
Y = Fy Xy, (Xl,...,xn,Zl,...Zm) (5'5)
bei festen Zyseeer2z.  lokal (!) eindeutig nach X)peeesX_
aufldsen,
*
Die Legendretransformierte Funktion F wvon F (berglich

der Variablen x) ist definiert durch

n
Fr(y,2) = = vy, o (v,2z) - Flo(y,z),z2). (5.7)
k=1
Nach (5.7) und (5.5) gilt
£, =9 + > y g -ZF, m = ¢ (5.8)
é\" k 1 L '(’yk xe f_yyk Kk
L———P
d.h. 58
F*, (y,z) = X, . (5.8")
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Ferner ist

e
F = - F, - F = = F
,Zk ;‘ (yﬂ (P[‘ ,2!6_. XQ wf ’zk 9Zk ’Zk
d.h.
*
F’Z (Y9Z) = = F’Z (m (Y’Z):Z) . (5'9)
k k

Aus (5.5) und (5.8') ergibt sich

* X rng
"y Faxgx STV T = 8y -
ine ’%ﬂ j XQ j J
* : .
Die Matrizen (F,x <. ) und (F, ) sind also
A & YiYJ
zueinander invers. Daraus folgt insbesondere
*
pet (F, ) £ 0 (5.10)
yiyj

*
deh. F erfillt dieselben Voraussetzungen wie F und wir kdn-
* *® *
nen die Legendretransformation (F) von F  betrachten. Wir

zeigen, dass

(FHY* - (5.11)

*% *
ist, Die Legendretransformierte F von F ist wie folgt

definiert: y = ¢(x,z) sei die (lokale) Aufl&sung von

*
Xk = F)y ’ (*)
&,
dann ist
*% *
F (X,Z) = ;E: Xk‘Pk(X,Z) - F (¢(X,Z),Z) . **)
*
Nun ist nach (5.8) F,y = ®  , also nach (*) X, = mk(y,z).

k
Deshalb sind ¢ wund & (bei festem z) zueinander invers,

o = 07!, und folglich ist nach (5.7)
* :Ej
F (d',(x’z)’z) = lhk(x,z) Xk - F(X,Z).
) *%
Setzen wir dies in (**) ein, so folgt F (x,z) = F(x,z), was

Zu beweisen war. =l
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Nun fihren wir eine globale Diskussion durch. Dazu hal-
ten wir zundchst die folgende Tatsache aus der Analysis fest.
Lemma l: Es sei FéECz(U,FQ), wobei U eine offene konvexe
Teilmenge von Fih ist. Dann ist f genau dann konvex, Jin

f‘(txl+(l-t)x2)étf‘(xl) + (1-t)f(x2), X% Xy te (0,1), (5.12)

wenn die Matrix D2f = Qﬁ;%;gf) (d.h. die Hessesche Farm)
positiv semi-definit  ist (fir jedes xeU). Ist D2F(x) fir
jedes xg U positiv definit , so ist f strikt konvex (d.h.
in (5.12) gilt das strikte < Zeichen).

Dieses Lemma beweist man sehr sinfach mit der Taylorschen
Formel [siehe z.B. W. Fleming, Functions of Several Variables,
Springer-Verlag 1977, p. ll4.]

Eine einfache Bedingung, welche garantiert, dass die Ab-
bildung 7 f: ¥£4——-=>'W£L bijektiv ist, gibt das folgende
Lemma 2: Es sei Fé}Cz(“Qh,Ei), und 0%f sei gleichmissig

positiv definit , d.h. es existiere ein o> 0 mit

Z X Y
D%F(x) (h,h) = = ’“ox.FQx. hihy > « \ h!ziﬁx,h = (5.13
1,] L J

Dann ist die Gleichung

Nf(x) =y (5.14)

fir jedes y @eindeutig ldsbar.

Beweis: Da fiur die Funktion g(x): = f(x) = (x,y) gilt:

Vag(x) = Vf(x) -y, ng = p%r , genigt es, den Fall y =0
zu betrachten,

Nach Lemma 1 ist f strikt konvex, hat alsoc hdchstens

einen kritischen Punkt (na@mlich ein Minimum). Also hat die
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Gleichung N7 f(x) = 0 hochstens sine Lésung. Wir zeigen jetzt,
dass es anderseits sicher sine Ldsung gibt,
Nach der Taylorschen Formel gilt
F(x) = F(0) + (9F(0),x) + % D2F(sx)(x,x)
mit se€ (0,1). Daraus erhalten wir mit (5.13) die Abschitzung
PO F0) = |70l Ixl « 3?2, xa1RY.
Folglich existiert ein R> 0 mit f(x)= f(0) fur Ix\=R.
Also nimmt f hichstens in dem Ball %’Xllxl<iR_§ ein Minimum
an, Da die abgeschlossene Kugel {xllxlgg R:k kompakt ist, nimmt
die Einschridnkung von f auf diese das Minimum an, welches nach
dem Gesagten ein globales Minimum von in R" ist. Es exi-

F
stiert also ein x mit <7 f(x) =0 . O

Die Legendretransformation lisst sich fir beliebige ste-

tige Funktionen definieren:

f*(y):= sup [Cy,x) - f(x)], (5.15)
Xxemw"

(Dies ist z.B. in der Thermodynamik wichtig.,) Ist Ff konvex, so

hat f*(y) die in Fig. 5.1 angedeutste Bedeutung.

f
f
//

,// x == (x,y) x—>(x,y)
* // -f‘(y) ~ d

- f (y).t -—_’A’t><ff >

— £ (y)
_ /'r—f"(y)

fig. 5.1, Geometrische Bedeutung der Legendretransformation,
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Der folgende Satz wird fir uns nitzlich sein,
Satz 5.1: Es sei fg Cz(Rn,P) und D?f sei gleichmissig
positiv defini{ (vgl. (5.13)). Dann gilt:

(1) P(y) = (y,x(y)) - f(x(y)) VYyew",
wobei x(y) die eindeutige Losung der Gleichung Ff(x) =y
ist;

(ii) F*e_cz(wif,mi) ist strikt konvex und Qf* =(v>f)'l;

(i11) F(x) + £%(y) = (y,x) N-x,ye "

FOO+F*(y) = (v, x)a=> x = x(y)(= (vf)7L(y));
(iv) Fr¥ 2= (Fe)* = F

Beweis: (i) Die Funktion g(x):= F{x) = (x,y) erfullt

ge_Cz(ﬁin,“i), Va(x) = YV f(x)-y , D2g = 0%F .
Nach den beiden Lemmata 1 und 2 ist deshalb g strikt konvex
und besitzt in x(y) ein eindeutiges globales Minimum. Dann
folgt aber (i) aus

min g(x) = g(x(y)) = - max (-g(x)) = - F*(y) .

xeR" xeRM

(ii) Die Umkehrfunktion X(») ist nach dem Satz iiber die Um—
kehrfunktion aus C'(®R",R"), da 02F positiv definit ist,
Aus (i) folgt deshalb f*c c'(R"™,R.). Fur das Differential von

f* erhalten wir

df*(y) = d(x(y),y) - d(f(x(y))) = dx.y; + x;dy -;;%; dx,
—s
= xi(Y)dyi ' 3"

Das beweaist F*E.Cz(?lp,ﬁi) und ferner Vf*(y)=x(y)= (Y?F)-l(y).
Es verbleibt die strikte Konvexitdt voen f*, Um diese zu beweisen,

seien y,zc ®R" beliebig und
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<7 f*(y) = (Y?F)—l(y), vi= f*(z) = (V F)~l(z).

Nun wenden wir rechts in

(W ex(y) =VFf*(z), y=-2) = (u-v,VFf(u) -TF(v))

den Mitteluertsatz an und benutzen (5.13)

(TF*(y) =T F*(z), y=2) = 0%F(ves(u-v)). (u-v,u-v)

(se (0,

Daraus
e(t):=
konvex
(iii)

(iv)

8.

2 L
> X | u-vl v Yy,zeR"
1)). Fir alle y,z <R, y # z, ist deshalb

( f*(y) - f*(2), y-z)> 0.

schliesst man leicht, dass die Ableitung der Funktian

F*(z+t(y-z)) strikt wachsend ist. Also ist o

(5.17)

fur alle g,z, woraus sich die Konvexitit von fF*¥ ergibt.

1st trivial.

Dies ergibt sich wie bei der lokalen Diskussion (p.l123).

Kanonische Gleichungen

Nun kOnnen wir die Beziehung zwischen Lagrangeschen und

Hamiltonschen Systemen besprechen.

Satz 5.2: Es sei L: Ux?gxﬂz — K (UCﬁEF) eine C:z tagrange-

Funktion und die Matrix (rbzt/ %difbéj) sei gleichmassig po-

sitiv definit, Dann ist die Eulersche Gleichung

L d o
'Eq. dt

= 0 (1=1,...,f)

—

)
A

1

daquivalent zum Hamiltonschen System

QH . (\JH .
di = (?Ef ’ Di = -fja: (1=l,...,F) ’

1

(5.19)
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wobei die Hamiltonfunktion H die Legendretransformierte
von L bzgl, der Variablen ¢ ist, d.h.

H(q,D,t)g”(p,a) - L(Q9a1t) (5'20)

oy =Skt (5.21)

In (5.20) ist rechts die eindeutige Aufldung von q nach

mit

(q,p,t) einzusetzen (vgl. Lemma 2).

7
Beweis: ==>Nach (5.9) ist

Q@H _ 2L (5.22)

@q;  <a;

Deshalb folgt aus (5.21) und der Eulerschen Gleichung

e _d L _ bt _ _OQH
pl B t(ba - ’-bql Oq' '

i
Da nach Satz 5;1 die Abbildungen <y f wund <7 f* zueinander

invers sind, folgt aus (5.21)

. _QH
9 "Qpi'

"
<« Wegen f¥*¥ = f in Satz 5.1 gilt
]

L(a,q,t) = (g,p) - H(g,p,t), (5.23)

. . @ H
mit qi =QT
1

und daraus auf

. Daraus schliessen wir jetzt umgekehrt auf (5.21)

wobei wieder (5.22) veruendet wurde. Damit ist auch gezeigt, dass
umgekehrt aus den Hamiltonschen Gleichungen die Eulerschen (Glei-

chungen folgen. [
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Beispisle:

l, Es sei

L(q,8) = 7(q,8) - v(q), (5.24)
mit

T(a,4) = % a;,(a) q; 9, , (5.25)
wo A(q): = (aik(q)) eine gleichmidssiq positiv definite Matrix ist.

Dann sind die Bedingungen des Satzes 5,2 erfiillt und es ist

H(Qrp) = (&;D) - L(q,a)’
mit

P =FE =AML = G =A@ 0.

Die Hamiltonfunktion ist

H(g,p) = (PA™1p) = 3 (A71p, Aa7lp) v

P (p, A7) « v (= By Eo,) (5.26)

H(q,P)

2. In & 3.1 wurde gezeigt, dass die Lagrangefunktion fir ein

Teilchen in einem elektromagnetischen Feld wie folgt aussieht

2 a

L=%%-co+2 XA (5.27)

Ixe

Die zugehdrige Hamiltonfunktion wird in den Uebungen bestimmt,

Das Ergebnis lautet

)2+ @ g (5.28)

= L (p- &
H = 2m (E c A

Gl. (5.28) ist fir die Quantenmechanik sehr wichtig. Beachte,
dass fir ein Teilchen in einem magnetischen Feld der kanonische

Impuls nicht mshr der kinematische Impuls mi ist, denn

=]

p = mx + A (5.29)
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Aus dieser Gleichung geht auch hervor, dass p nicht eich-
invariant ist. Eichinvariant ist hingegen die Kombination
B - % Al (Dieses Faktum sollte man sich fest einprigen.)

Fir eine L8sung (gq(t), p(t)) der Hamiltonschen Gleich.

(5.19) gilt

o Ha(e),p(t),t) = 28 (q(e),p(t),t), (5.30)
denn
dH H GH _ (H

[l
t

—Z qk 5k +C%;k"5k) AT TAT
4 i
o H H
T A

Wir notieren ferner, dass

G- 2 (5.3

ist, denn aus (5.20) und (5.21) ergibt sich

QH qu L G L Y QL
Z ot A T Lot T - -t
P

Fir gewisse Zwecke ist es niitzlich zu wissen, dass die kanoni-
schen Gleichungen als Lagrangesche Gleichungen aufgefasst werden
k6nnen, Wdhlen wir ndmlich als generalisierte Koordinaten
ql,...,qf, PprecesPe und als Lagrangefunktion

L(Chp’.q’é’t) = zk- Py -~ H(q,p,t) , (5.32)

dann gilt

Wir fihren nun noch einige zweckmdssige Notationen ein.
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(a,p), d.h.

93 und Xe.; = P; oy

Es sei x

X FUr i=l,ees,f (5.33)

i
und ferner sei J die folgende 2f x 2f Matrix

0o | 1
J = - -l o (5.34)

Wir nennen sie die symplektische Normalform. Ihre Matrixe-

elemente bezeichnen wir mit £L¢ y 3= (8,) .
Jetzt konnen wir die kanonischen Gleichunéen (5.19)

kompakter wie folgt schreiben
X, = = EQ%—H . (5.35)
2 %

In der Terminologie van & 2.1 ist (S.35) ein dynamisches

System zum Vektorfeld:

>
]

37H = 3(0H)T (5.36)

(2H QH _2H _2H
WGP Thg T Ra,

(5.36")

Ein Vektorfeld dieser Form nennt man ein Hamiltonsches Vektor-

feld (zur Hamiltonfunktion H). Die Matrix J hat die fol-
gehdén Eigenschaften:

3'3=1,3"3=0, 2% -1, 0et 3=1. (5.37)

Die Zustdnde eines Systems sind in der kanonischen For-
mulierung der Mechanik durch die Punkte x = (q,p) iﬁ Phasene.
raum Nc:ﬁRZF gegeben, [Es ist allerdings oft nicht m&glich,
den Phasenraum durch eine (offene) Menge im TF{ZF darzustellen,
Schon fir einfache Systeme ist dieser eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit, welche nicht durch ein einziges Koordinaten-

system Uberdeckt werden kann, UWir ignorieren dies, d.h. wir
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arbeiten immer in einer Karte,]

Die kanonische Struktur der Gleichungen (5.35) hat zur
Folge, dass die Strdmung spezielle Eigenschaften hat., So gilt
nach (5.30) fir autonome Hamiltonéche Systeme der Energiesatz,
dehe H 1ist léngs den Integralkurvén an das Hamiltdﬁsche Vek=
torfeld (5.36) konstant). Wir wenden uns nun einer weiteren

wichtigen allgemeinen Eigenschaft zu.

Co Symplektische Transformationen

Zundchst betrachten wir ein lineares Hamiltonsches System mit

Hamiltonfunktion
H = %2 9ikXi*k ik = i (5.38)

Fir dieses ist

i < 2 € ik 95k X

oder, im Matrixschreibweise,
X = JGx . Gi= (g;,) - (5.39)

Wir zeigen nun, dass der zugehorige Fluss 4>t = etA ’

R:= 3G , die Folgende-Gleichung erfillt:
. , . ,
$I 3 #t = 3. (5.40)

Bezeichnen wir die linke Seite dieser Gleichung mit [ (t),

so gilt
T

e » ‘T T ’ -
C- & Th+ ETh= & TAG+EATE,

pa A'= (36)7 =673"= - 63 und 3a

- - ¢{G¢t+ ¢{G¢t

J1G = - G, folgt

g.
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Ferner ist [ (0) = 3, also folgt (5.40). Eine analoge Aus-
sage werden uif unten fUr den Fluss von nichtlinearen Hamil-
tonschen Systemen beweisen.,

Es sei

sp(f,R) = {Qf x 2f Matrizen M : M'3M = :1}
die reelle symplektische lineare Gruppe Uber “{?F. Nach (5.40)
ist <(:t€ sp(f,R).

Auf dem ‘Fgf definieren wir die folgende schiefe Form

o(x,y)i= D g, x_y = x'3y . (5.42)
) @ "k’

Diese ist natiirlich nicht ausgeartet, (~F8F,w) ist ein

symplektischer Vektorraum. Die Automorphismengruppe dieses

Raumes ist gerade die symplektische Gruppe Sp(f,R), denn
w(mx,my), = w(x,y) bedeutet in Matrixschreibweise:
(Nx)T J(my) = xTJy fir alle x,y

doh, es gilt

und umgekehrt,

Nun betrachten wir die Volumenform

£ .
ﬂ= ;% 1 w A o-cA 1) I : (5043)
f mal |

Da <2 sine total antisymmetrische Multilinearform ist, gilt
O (Mxl,..., MXZF) =(det M) . J:l_(xl,...,xf) .

Anderseits ist nach (5.43) fur Mesp(f,R) die Form L
invariant. Also schliessen wir auf

det M = 1 fir MesSp(f,R) . (5.44)

Nach diesen algebraischen Vorbereitungen betrachten wir

jetzt wieder nichtlineare Hamiltonsche Systeme., Zunichst
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beweisen wir eine zu (5.40) analoge Aussage.

Satz 5,3: Sei dp der (lokale) Fluss zu X, (vgl.(5.36)).
t,s

cht (x) € sp(F,R) . (5.45)

Sei umgekehrt b der Fluss zum Vektorfeld X(x,t) und es
t,s

gelte lokal (5, 455. Dann ist das Vektorfeld lokal Hamlltonsch

dehe es existiert eine Hamiltonfunktion H mit X = X "

H
Beweis: Aus der Definition des Flussesc# zu einem (zeit-
abhingigen Vektorfeld X(x,t) folgt (vgl. §§2 1):
FRE RO IR N O R (5.46)

denn

¢3t¥t,t@#i,s(x

d‘\t=0

¢t,s(x) = grl:‘-c___ocbtm,s X
= x(Py ((x),t)

Nach der Kettenregel erhalten wir daraus

B od, () =0x0,00dby (), x=dy (). (5.47)

Nun betrachten wir, dhnlich wie im linearen Fall, die Zeitab-
leitung von
C(y.t,s)= [0y ()1T3 Dby _(y) - (5.48)
Wir finden, mit (5.47).
2Tty = (b, T30, x(x, )+ (0,X(x,£)) T3] Db, (¥).
(5.49)

Fir X = J(DlH)T verschwindet die eckige Klammer von (5.49),

(&5;35; (5.50)

eine symmetrische Matrix (die Hessesche von H) ist, In diesem

T
Dl(DlH)

Dann gilt fur alle x,t und s , fiir die der Fluss definiert ist
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Fall ist also (2/9t) [ (y,t,s) : 0 fir "alle" y,t,s.
Da aber fir t = s uﬁé,s =1, doh. | (y,s,s) = 3 ist, folgt
D t,s(y)EESp(FJR) . Dies beweist den ersten Teil des Satzes.

Sei umgekehrt th,s der Fluss zu einem Vektorfeld fiur
welchen (5.45) erfullt ist, Dann muss die eckige Klammer von
(5.49) verschwinden, d.h. es muss gelten:

D,(3X) - 0,(3x)T =0 .

Dies bedeutet, dass die Rotation des Vektorfeldes TX (bei festem
t ) verschwindet. Dies ist lokal notwendig und hinreichend fiir
die Existenz einer Funktion H(x,t) mit
3X=—VH-=>X=JVH=XH.
(YH bezeichnet immer den Gradienten von H bei fester Zeit.,) O

Eine direkte Folge dieses Satzes ist der Satz von Liou=-

ville:
Satz 5.,4: Sei ¢>t,s der Fluss zur Hamiltonfunktion H(x,t),
dann gilt fir jede messbare (stetige) Phasenfunktion iber dem
Phasenraum MC YRZF :
g; Fodpt,s a2fy = S' Fafx (5.51)
M.

(dZFx : Lebesque Mass)., Insbesondere gilt fiir das Lebesquesche

Mass | B\ jeder Borelmenge B :
e, @ =1lsl, (5.52)

d.h. das Lebesquesche (Liouvillesche-) Mass ist unter dem Fluss

dP ‘ invariant
t,s °
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Beweis: Wir benutzen die folgende bekannte Transformations-
formel fir Integrale: Es sei ¢ eine requldre Transformation
einer offenen Menge ACW' auf D (d.h. ¢ ist ein clopif-
feomorphismus von /\ auf D ). Ferner sei f eine messbare
Funktion auf 0O wund B eine Borelsche Teilmenge von D .

Dann gilt

SB F(x)dX =g (Fou) (x) |det Du(x)|dx (5.53)
-1
o ~(8B)

falls eines der beiden Integrale existiert.,
Nun ist nach (5.45) und (5.44)

det D& =1 (5.54)
t,s

und deshalb gilt (5.51). Wdhlt man darin die charakteristische

Funktion der Menge B , so folgt daraus (5.52).

Erganzungen: Im Anschluss an den letzten Satz betrachten wir

die folgende Verallgemeinerung, welche z.B. in der Hydrodynamik
wichtig ist.

Es sei d)t,s der Fluss zu einem beliebigen Vektorfeld
X(x,t), D ein Bereich und Dy s =¢t,8(0) . Fur jede dif-

ferenzierbare Funktion f(x,t) gilt dann:

%E Jg Fd' = gﬁ [i%% + div(fFx)1d"x . (5.55)

Dt,s Dt,s

Beweis: Der Einfachheit halber betrachten wir den autonomen
Fall und Uberlassen den zeitabhingigen Fall dem Lesar als
Uebungsaufgabe, Auf Grund der Gruppeneigenschaft von th ge~-

nigt es, die Gleichung
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%E S\ Fd'x = S div(Fx)d"x (5.56)
D¢ D¢

fir t = 0 zu beweisen. Nun ist nach (5.53) ([det D&t)> 0 fiir tor 0]

d " d n
E?lt=o SD Fd'x = EE‘t:o S;FoCbt det Db, d x

t
= };{ %E‘t:o F@&E(x)) o5 L, det D&%} d'x . (5.57)
5

Nun ist aber:
d
Flemo FL()) = 0yF (5.58)

wobeil DX die Richtungsableitung bezeichnet. Ausserdem gilt

g .
HE‘t:o det Dbt = div X , (5.59)

wie wir gleich zeigen werden., Setzen wir die beiden letzten

Gleichungen in (5.57) ein, so folgt

n n
9—{ Fdx = [D,f + f div X] d x = div(fXx) d x .
dtl t=0 X
Dt D vy D
div(fX)

Es bleibt der Beweis von (5.59). Nun ist

D&g =1 + sDX + B(s?) .
Also

det D¢s =1 + s Sp DX + 8(82)

und folglich

d .
S|, det b = sp ox = div x . O

Speziell folgt aus (5.55) fir f= 1

d .

I 'Dt,s‘ = S; div X d"x . (5.60)
t,s

Fir ein Hamiltonsches Feld X = X

ist div XH = 0 und deshalb

T
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folgt aus (5.60) wieder, dass das Liouvillesche Mass unter
einem Hamiltonschen Fluss erhalten bleibt,
Als weitere Anwendung von (5.55) betrachten wir eine

Funktion f(x,t), fir welche die "Substanzmenge"

f(x,t) d"x
Scbt,s(o)

unter der Strdmung konstant bleibt. (Dies gilt z.B. fir die
Massendichte in der Hydrodynamik.) Dann folgt aus (5.55)

fir jedes Gebiet D die Kontinuitdtsgleichung

g}% + div (FX) = 0, (5.61)
Im Hamiltonschen Fall X = XH ist divXH = 0 wund folglich

;%% . DXH F = 0, (5.62)
oder

;%%* {f'H} = 0, (5.63)
wenn

fel- o, -
H XH

3
qgm
N
2
I
s M-

DFf 3 H HOF
b - A AL
(5.64)

die Poisson-Klammer bezeichnet,

* * *

(Lokale) Diffeomorphismen ¢: ng——q> R?°"  des Phasen-
raumes, mit der Eigenschaft Do(x)&Sp(f,®), nennen wir

symplektisch oder kanonisch, Nach Satz 5.3 ist der Fluss 43

t,s
eines Hamiltonschen Vektorfeldes symplektisch., Symplektische

Diffeomorphismen werden im folgenden eine grosse Rolle spielen.
Sie lassen die kanonische Struktur (5.19) eines Hamiltonschen

Systems invariant, Ist namlich x(t) Ldsung des autonomen
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Hamiltonschen Systems

x(t) = x (x(¢)) , (5.65)

so gilt fur y(t):= ¢(x(t)):
¥ = Dox = Dbex,(x) = Dg-3-(DH) T
Fir K(y):= H(x), y = ¢(x), d.h.
K = Hog™1 |

gilt

DH = DK D¢-=%>(DH)T (D¢)T(DK)T

und folglich

Y =00 3 (0¢)T(oKk)T

J

I(ok) T = X (y) .

Dies zeigt

buXy = X 5 K = Hop™ L (5.66)

Das Hamiltonsche Vektorfeld XH wird also in das Hamiltonsche

Vektorfeld X ibergefihrt, wobei K die alte Hamiltonfunk-

K
tion H durch die neuen Variablen ausgedriickt ist. (Den

nichtautonomen Fall betrachten wir spiter.)

D. Formulierung mit Differentialformen

Die (konstante) nicht ausgeartete Differentialform z-ten Grades
(5.42) hat die Darstellung
- kK axd =
o = %% Ep IxA ol = = dq, Adp; (5.67)
*
und ist natirlich geschlossen )

do = 0 , (5.68)

*
)Umgekehrt ldsst sich zeigen, dass zu einer nicht ausgearteten
geschlossenen 2~Form immer Koordinaten existieren, in denen
w die Form (5.67) hat (Theorem von Darboux),
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Das Paar (M,w) ist eine symplektische Mannigfaltigkeit.

Jedes Vektorfeld X auf dem Phasenraum M definiert
auf M eine l1l-Form ixwr, wobei

ixm(Y):= w(X,Y) fir alle Vektorfelder VY . (5.69 )

Dadurch wird ein Isomorphismus zwischen dem Vektorraum Y (M)
aller Vektorfelder und dem Vektorraum /\l(N) aller l-=fFormen
definiert. Ist also H eine differenzierbare Funktion, so

existiert genau ein Vektorfeld XHei)E(M) mit

iy wo=dH, (5.70)
H
Wir zeigen jetzt, dass X, mit (5.36) identisch ist, Bezeich-
nen Xi die Komponenten von XH in der kanonischen Basis

’

2f . A
4_ei} des " , so gilt, auf Grund der Dualitat dxi(ej) = 6%
fir alle Y&H}(M):

i%ﬁ(Y) = u(X,Y) =€ X Yy = dH(Y) = (H

%Xa Yf .

Deshalb ist Ekexk = QHu/9 xp » also X, = J(dH)T= J grad H ,

H
Symplektische Transformationen konnen wir wie folgt
charakterisieren,
Satz 55: Ein Diffeomorphismus §: M —=>= M ist genau dann
symplektisch, wenn w® wunter ¢ invariant ist,
P*w = o (5.71)

(v*w bezeichnet die zurickgezogene Form; s. Anhang I)

Beweis: Es sei ¢(x) =: (wl(x),...,¢2F(x)), dehe 4= x,0 0 =

¢*(xi), wobei x, die Komponentenfunktionen sind, X% X —3

ite Komponente von x. Dann gilt nach allgemeinen Regeln
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= L
1

. Ll
ebj Lbi’kdxk/\ dJJ,QdXe =3 2£k£dxk/\ dxe ,
wobei
(B = (00)73 0v .

Daraus ergibt sich die Behauptung. d
Bezeichnet @ die l-Form
® =2 p; da, (5.72)
so gilt
v =~ do . (5.73)
Da (¢*w-0 = - d(d*@-0) gilt das |
Korollarﬁ Der Diffeomorphismus ¢ ist genau dann symplektisch,

falls (*@-@ geschlossen ist,

* * *

Nun besprechen wir noch eine niitzliche Methode, sym=
plektische Transformationen zu erzeugen.
Es sei S UCR‘:xﬁ —TMW eine Funktion der Variablen

(g,P), fir welche

25

det (SETSE;—) Z0 . , (5.74)

Dann lassen sich die Gleichungen

p =0,5(q,P), @ =0,5(q,P)" (5.75)

nach (q,p) aufldsen. [Die 2. Gleichung von (5.75) hat nach
(5.74) eine eindeutige Aufldosung nach g . Setzt man das Re-
sultat g(Q,P) in die erste Gleichung ein, so ergibt sich

p(Q,P).]
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Satz 5.6: Unter den obigen Voraussetzungen iber die Funk-

tion S sei

Q.

i = 0;(Q,P)

d’i(uip)

(5.76)

Py

eine Auflésung von (5.75), d.h. wir haben eine Abbildung
p: VCR xR — R’ nit stetigen partiellen Ableitungen

(bis zur 2. Ordnung) derarﬁ)dass

(e(a,P),P)eU , 4 = D,S(p(a,P),P)T, (q,P)e Vs (5.779
ferner ist
©(a,P) = 0,5(s(a,p),P)T, (a,Ple v . (5.78)
Dann stellt die Abbildung
(Q) — (m(Q,P) (5.79)
P Y(q,P)

von V in den Ii?F eine symplektische Transformation dar.

Beweis: Nach dem Korollar zu Satz 5.5 haben wir zu zeigen,
dass die Differentialform’
2 ide, - 2 Pdo, ()
geschlossen ist, Dazu betrachten wir das Differential der
in V definierten Funktion
(Q,P) —e S(w(Q,P),P)
und bekommen mit Hilfe der Kettenregel und den Gleichungen
(5.77) und (5.78)
ds(e(q,P),P) =;§%§ do, +,§%f dP, = ¢, de, + Q. dP .
Dies zeigt, dass die Differentialform (*) gleich d(S(m(Q,P),P)-Q-P))

also geschlossen ist,
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Wirde es uns gelingen, eine kanonische
zu finden, dass die Hamiltonfunktion K in
riablen (vgl. 5.66)) z.B. nur von den neuen
Pl,...,PF abhidngt, dann ist die Ldsung des

Hamiltonschen Systems

4 _ K
i"fibi ’ i

trivial, Dies kdnnte man z.B. mit Hilfe von

Transformation
den neuen Va-
Impulskoordinaten

tranformierten

(5.80)

Satz 5.6 durch

eine erzeugende Funktion S versuchen, welche also

H(q,D,5(q,P)T) = K(P)

erfillen misste. Dieser Gedanke wird spater

Jacobi Theorie ausgefihrt werden,

(s.él)

in der Hamilton-
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Anhang. Wiederkehr-Theorem von Poincaré, statistischer

Ergodensatz und quasipsriodische Stromung auf dem Torus

In diesem Anhang besprechen wir einige wenige Resultate, wel-
che das langzeitliche Verhalten einer Strdmung betreffen,
Dies ist auch fir die statistische Mechanik von einem geuwissen

Interesse,

Poincaréscher Wiederkehrsatz: Es sei CJ eine Teilmenge des

Phasenraumes, welche unter dem symplektischen Fluss ibt
invariant ist ($ ()< L2 fur alle teR) und Fir die
}L(SZ)<1°() sei, uobei/L,das Liouvillesche Mass bezeichnet,

Dann kehrt die Bahn fast jedes Punktes (bezﬁglich}L) von 2

unendlich oft in jede seiner Umgebungen wieder,

Beweis: Es sei BCS2L eine beliebige Borelmenge mit }L(B) > 0

und ‘téR+ eine Zeiteinheit. Die Menge
o
K, = \ J CEA‘B(B) , jne&Z, (A.1)

ist die Menge der Punkte, die zumindest nach n oder mehr

Zeiteinheiten nach B kommen. Offensichtlich gilt
BCK, » K.DK;D wee K 1 DK (A.2)

Die Menge BN ( M\ Kn) besteht aus denjenigen Punkten von
n>o

B, welche nach beliebig langer Zeit nochmals zurickkehren,
Wir zeigen, dass das Mass dieser Mengs gleich /L(B) ist,

Da Cbt masserhaltend ist, gilt

JK,) =/*(¢¢Kn) = pe(Ky) (A.3)
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und wegen der Schachtelung (A.2)
SN K =p(enk) - Z=hEN (K N k)
n>=o i=1
=}L(B) ’
denn B/\K0 = B und Kn—£> Kn , sowie (A.3) implizieren

}*(Kn-l\ Koy=o0.

Das Mass der beliebigen messbaren Menge B ist somit gleich dem-

jenigen ihrer Punkte, welche unendlich oft nach B zuriickkommen. (J

Bemerkung: Unter Umstdnden wird durch die Energieerhaltung

im Phasenraum eine zeitinvariante Untermannigfaltigkeit end-

lichen Volumens bestimmt; fir diese trifft dann die Aussage zu.

Schwarzschildscher Einfangsatz: Es sei ) eine messbare

Menge des Phasenraumes mit /L(£2)<:oo . Die Bahn fast
jeden Punktes von.gz., welche in Zukunft stets in L2

verbleiben wird, war schon in der Vergangenheit in S2. .,

Beweis: Es seien g:a = {ﬂ\\c#k(gl), C:L_ = {-\ ¢9t(C1)

t>o t<o
die Mengen der Punkte, welche immer in {2 bleiben werden,
bzw. immer schon in {2 waren. Dann gilt:

= p(,52 = (N H (@3 =p( N a)

t>-s ~toche o
==/{<§:Z¥{\ 5:2:):==/*(;:2_\> )
oder ).(CQ{_\ Q+ﬂ Q_j-—:}i(ﬂ_\g_hﬂ ﬂ_v =0, U

Bahnen, welche aus dem Unendlichen kommen und dann in
L2 eingefangen werden, machen also hdchstens eine Nullmenge
von {2 aus, Ebenso gilt die zeitumgekehrte Aussage.

Natirlich kann das System auch instabil sein:/U(£2+) =0,
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Der statistische Ergodensatz

Die folgenden Betrachtungen und Resultate sind vor allem im
Hinblick auf die statistische Mechanik interessant. Dort méchte
man wissen, wie sich ein komplexes System mit sehr vielen Frei-
heitsgraden im Mittel iiber "lange" Zeiten durchschnittlich ver-
hélt. Dabei sieht man von sehr speziellen Anfangsbedingungen,
die zu atypischen Bahnen fihren, ab, Leider gibt die Ergoden-
theorie, obschon sie sich in den letzten Jahrzehnten stark ent-
wickelt hat, dem Physiker auf solche Fragen nur limitierte Ant-
worten, Deshalb hangen die Grundlagen der statistischen Mechanik

einigermassen in der Luft,

Als eine erste Einfiihrung in die Ergodentheorie besprechen uwir
nun den statistischen Ergodensatz., Das Ligsuville'sche Mass in-

_ *
duziert ein Mass auf der Energiefléchejié, formal gegeben durch )

}kE(B) =#—g§(H(x) - E)d% (#: Normierung). (R.4)

Das Mass/AE sei normiert,/lECZk) = 1,

*) Streng ist dieses folgenermassen definiert. Es sei C)Ldie
Volumenform (5.43) und di £ 0 aquEk. Ist S eine (2f-1)-Form,
sodass dHA& =2, so ist die Form/*E = i%r (i: Injektion voanE
in den Phasenraum M) unabhingig von® , Per definitionem ist
die Distribution §(H=-E):

<s(H-E), F>:=j% f °}AE (f: Testfunktion),

?*E ist das Mass, welches zur Volumenform}LE auF:Zt gehort,
(Dieses ist nach dem Riesz'schen Darstellungssatz eindeutig

bestimmt, )
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Unser Ziel ist es, etwas lber den zeitlichen Mittelwert

L
1 S P, (x)) dt (A.5)
T0O0

zu erfahren., Wir benutzen Hilbertraum-Methoden und definieren
im Hilbertraum L2(§E, %HE) die linearen Operatoren U,:

f > ocbt, deh.

(U F) (x) = F @, (x)). (A.6)
Jedes Ut ist ein unitdrer Operator, denn die Invarianz des

Masses}LE unter43 impliziert

(U fy Ugg) = fE 1@, glby () dpe(x)
z_g 0(x) ghe €y (x)) = f’(')g()d/uu
(f,a).
Ferner folgt aus Ut U__t = U0 = 1, dass Ut invertierbar ist.

Der zeitliche Mittelwert (A.5) ist gleich

1 r(utf)(x)dt. - (A7)

Es ist einfacher, zuerst das diskrete Analogon

Ne-4

l f
N m=o

fir eine unitire Transformation U zu untersuchen, Dafir gilt

der folgende Satz.

Statistischer Ergodensatz fiir Kaskaden (von Neumann): Es sei

U ein unitdrer Operator des Hilbertraumesﬁé « P bezeichne die

Projektion auf den Unterraum J\)be%: Uq)=kl)}. Dann gilt fir

jedes Fe%

lim1 :Ej WMF = pr. (A.8)
N-% N n=o
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Beweis: Wir betrachten die (abgeschlossenen) Unterrdume

M - Looloch, u¢=¢}
N={¢-u¢l¢e?~3§

und notieren:

(A.9)

(i) ¢€kL%DU*¢ = ¢ (denn beide Russagen sind Zdquivalent
Zu U-l¢=¢),
(ii) M= M- . [me)\fl‘ bedeutet (¢-Ud,9) =0 fur allg‘b ’
oder (b,p) = (4,U"¢) fur alle o ; deshalb jst v =ute,
‘de.h. (PéM » und umgekehrt, ]

(HOUM =M, uN =N (trivial 1) .

Nun sei zunichst f = g - Ug, dohe fe Jr « Dann ist

W=t
m W3 i
L2 b T il < 2 140 o

ODurch ein " & /3-Argument" folgt also
N=1
1 m .. "
z mzm.ur——> o rur {c M, a.n. rur pr

Sei jetzt FeE,hL y dehe PF = f, Dann ist trivialerweise

]
[am}
.

N-1

m=g

deh. (A.8) gilt fir f e J und FEN und somit aur MABN=
J'LG;JL‘-=93. a
Nun kommen wir zum kontinuierlichen Fall zuriick. Zundchst
notisren wir, dass die unitdre Gruppe Ut stark stetiq ist:
lim  fug-g|| = o
t—> 0
(Uebung). Nun setzen wir Us= U, und finden, wenn [T] die

Gaussscha Klammer bezeichnet C[T]éz y [TIL 7, [T]41>T):
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T 1 T
! 1
J' u fdt = = Sutr dt + = S U f dt

]

[ww]
<
~
—

m=0 (v} [T]

(T>1 vorausgesetzt). Nach dem statistischen Ergodensatz fiur
Kaskaden konvergiert der erste Term fir T -—®% ., Der zueite

Term konvergiert ebenfalls, ndmlich gegen 0 , Es gibt also

ein f & L2, , dig ) mit
T
J Fod, dt =F_ . (A.10)

Man sieht dabei sehr leicht, dass

i

L2-lim
Tt (o}

U fo = fq fir alle t . (A.11)

0
4
Sei alsa M = ‘{_ g\ Utg =g fur alle t} und )\I'=M,, dann

gilt der folgende Satz:

Statistischer Ergodensatz fir Strdomungen: Sei &Pt} tew

gine stark stetige unitare Grupps. Sei,NL wie eben defi-

4
niert,}f =A¢ und P der Projektor auF«UL « Dann gilt

L S‘T‘
. J
%mmu? ] u f dt - Pf u = 0. (A.12)

Definition: Der Fluss <p, ist grgodisch, falls dimM =1,

dehe falls F(¢>t(x)) = f(x), fast iUberall, nur mdglich ist,
wenn f = const, fast iberall,
Im ergodischen Fall ist Pf in (A.12) eine Konstante C und

c=(1,f) = g F(x) "/‘E(x) .

2
3

Fiir eine ergodische Strdomung gilt also
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T

2 .1 _
L%~lim ,I' F o(bt dt = g P ope (A.13)

T=> b
3 :Z%

dehe. das Zeitmittel strebt im Sinne der L2-Konvengenz gegen

die konstante Funktion :f—g fd £ e Das Zeitmittel ist also
E

gleich dem statistischen Mittel iiber die Energiefldche fiir

das Mass /LE ("mikrokanonische Gesamtheit"),

Mit ganz anderen Methoden l&dsst sich zeigen, dass in
(R.13) die L2-Konvergenz durch die punktweise Konvergenz er-
setzt werden kann:
Birkhoffscher Ergodensatz: Es sei T eine masserhaltende

Transformation eines Massraumes (ED,}LJ mit /L(§2)<< oo,

Dann konvergiert fir jedes F61Ll(§2,}k) die Summe

N=1
lim % EE F(TNx)
N b0

n=o0

punktweise fast iiberall gegen eine Funktion P*ei}fil,)k) .
Ferner gilt f¥g T = f* , fast iberall, und

Slg F*qp, iSJ; F%p..

Im ergodischen Fall gilt, falls }L(SI) =1, fir alle
reLt(Q, J):

N-1
lim % ZE F(T"x) = g £ iﬂ fast iberall., (A.14)

N =>00 n=o L2

Beweis: Siehe [15], Appendix 3, p. 459,

Die Aussage (A.14) wird traditionell seit Boltzmann
als Grundlage der statistischen Mechanik betrachtet. Nur kann

man fir realistische Systeme nicht zeigen, dass sie ergodisch
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Sindo
Wir geben noch eine andere Charakterisierung eines
ergodischen Flussasas,

Proposition: Der Fluss th ist genau dann ergodisch, wenn

fir jede messbare Menge acQZk mit dP;l(B) =8, fir alle t ,
entweder }LE(B) = 0 oder /&E(B) =1 folgt.

Beweis: Es sei 4>t ergodisch und ¢>t(B) = B fur alle t .
Dann ist die charakteristische Funktion f = XB eine invariante

Funktion und also X, = const fast iberall, Dies impliziert

B
}1E(B) = 0 oder /kE(B) =1,

Umgekehrt gelte die zweite Bedingung und f sei eine invariante
Funktion., Dann ist fiir jedes aeR die Menge {x\f‘(x)( aﬁ&
unter 4>t invariant und folglich muss f(x)< a f,i., oder
F(x):;—a fo.l. sein., Da dies fiir jedes a wahr ist, folgt,

dass f(x) fast iiberall eine Konstante ist. U

Quasiperiodische Bewequng auf dem Torus

Wir werden sp&dter sehen, dass "integrable" Hamilton-
sche Systeme immer auf quasiperiodische Bewegqungen auf einem
Torus fithren (vgl. Kapitel 10),

Wir geben zundchst eine pridzise

Definition: Es sei T" der n-dimensionale Torus,
1

TM= S™X ves x Sl(n mal), und g = (ml,...,mn) mod 2x die

Winkelkoordinaten. Eine guasiperiodische Bewegung ist eine

l-parametrige Gruppe, welche zum dynamischen System
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_(.E = E » 2 = (wl,ooo,wn) = const (A.lS)
gehdrt,
Der Fluss 4>t hat offensichtlich die Form
<b%(g) = (¢ + ot) = (ml+ Wityeees,0 + mnt) mod 2x . (A.16)

Die Fregquenzen Dieoes® sind rational unabhdngig, falls

(k,0) = 0 fir keZ" impliziert, dass k = 0 ist. Fir
diesen Fall beweisen wir den folgenden

Satz von Weyl: Es sei f eine stetige Funktion auf "

und 43t eine quasiperiodische Strdmung (A.16) mit rational

unabhdngigen fFrequenzen, Dann existiert das Zeitmittel

(8" 4
Lin z §F(¢'t(g)) dt (A.17)
Q

fir alle @ wund ist gleich dem Raummittel

<> = (zl)n I Fle)d"o . (A.18)
x Tn

Beweis: Zundchst gilt der Satz fir Funktionen der Form
f = 81(5’2), EeEqu Fir k = 0 ist dies trivial und fir

k # 0 gilt <f> = 0 und wegen

T .
. i Kyu)T
J 81(}.(.’2 +£t)dt = 81(}-(-’2) ezig’ij) -1

verschwindet auch das Z7Zeitmittel,
Natiirlich gilt damit der Satz auch fir alle trigono=-

metrischen Polynome

P >, f ol e .

ki< N

Nach dem Stone-Weierstrass Theorem kdnnen wir jeds (reelle)

stetige Funktion f durch trigonometrische Polynome gleich-



- 154 -

*
mdssig beliebig genau approximiersn. ) Daraus folgt dis

Behauptung unmittelbar, (Fihre die ndtige Epsilontik durch,)

Korollar 1: Fiur rational unabhingige Frequenzen ist die

Tra jektorie
.Q.(to) ={¢t(£)\ t>t  , 8 Fest}
in T" dicht.

M und f eine stetige nicht negative

Beweis: Es sei ‘PoéT
Funktion, welche in ®, den Wert 1 hat und ausserhalb einer
Umngebung U von ®, verschuwindet. Nach dem obigen Satz kann
das Zeitmittel von t r(q>t(fe)) nicht fir alle peT"
verschwinden. Deshalb muss es fiir jedes t0 ein t:>t0 geben,

sadass  f(d, (@) >0 ist, d.h. P (p) ist in U . Folglich
ist K2(t ) dicht. U

Korollar 2: Falls die Frequenzen rational unabh@ngig sind,

gilt fir jedes (Jordan) messbare Gebiet DcT" , dass
1im T Lol (A.19)
T = b0 T - n .
(2x)

ist., Dabei ist |D| das Volumen des Gebietes D und ‘CD(T)
ist die Aufenthaltszeit einer Trajektorie ¢9t(g) im Inter-~

vall <t 7,

.
(T = j Xp (P, () dt

s}

(XD: charakteristische Funktion von D ) .

*
) Siehe z.,B, E. Hewitt, K. Stromberg, "Real and Abstract
Analysis", Springer 1965, p. 98,
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Beweis: Die charakteristische Funktion XD ist Riemann-—

*
integrabel ), dehe zu jedem &> 0 gibt es zwei stetige

Funktionen Fl und F2 auf T , derart, dass
fisXp=f, ,

(2¢)7" g (F=f,) dlog &
N
gilt. Da der obige Satz offensichtlich auch fiir Riemann-

integrable Funktionen gilt, gibt die Anwendung auf XD

die Behauptung (A.19), d.h. jede Trajektorie ist auf dem

Torus gleichverteilt, g

*)

da D Jordan messbar ist.
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Kapitel 6. Kleine Schwingungen, parametrische Resonanz

und Stabilitdt von Gleichgewichtslagen

In diesem Kapitel entwickeln wir die Theorie kleiner Schwin-
gungen und illustrieren ihre vielfdltigen Anwendungen an
einigen Beispielen, Dieselben Methoden lassen sich auch auf
die Mechanik kontinuierlicher Systeme und auf die Feldtheorie

ibertragen.

6.l. Linearisierung, L japunovstabilitat

Wir interessieren uns im folgenden fir das Verhalten eines
autonomen dynamischen Systems im ﬁf‘,

x = X(x) , (6.1)
in der Ndhe einer Gleichgewichtslage x_: X(x_ ) =0 .

8] 8]

A. Linearisierung um Gleichgewichtslage

Als Physiker wird man zundchst das Problem fir kleine Aus-
lenkungen linearisieren, Wir werden sehen, dass in dieser
Approximation das Verhalten des Flusses in vielen F&allen
qualitativ richtig beschrieben wird. Insbesondere erlaubt
uns dann die Linearisierung, Aussagen iber das Stabilitdts-~
verhalten der Gleichgewichtslage zu machen.

Setzen wir § = X = X_ , SO ist

x(x) = Dx(x,) & + (&%) (6.2)
und folglich

2 -LR.+0(8%), (6.3)
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mit
L:= DX(x_) . (6.4)
Nun untersuchen wir zundchst das Stabilitdtsverhalten des

linearisierten dynamischen Systems

[

g=L€ , | (6.5)
mit dem Fluss
th = ot (6.6)

B, L japunovstabilitadt

Zundchst benttigen wir einen zweckmdssigen Stabilit&dtsbegriff.,

Definition: Eine Gleichgewichtslage Xq eines Vektorfeldes X

ist (L japunov=)stabil, wenn es in jeder Umgebung U von x

s}

eine vielleicht kleinere Umgebung V wvon Xq gibt, sodass

folgendes gilt:

(i) Der Fluss d>t von X ist fir jedes xegV fir alle
t> 0 definiert,

(ii) ¢t(x)eu fur alle x&V , t> 0 (vgl., Fige. 6.1).

Ist die Gleichgewichtslage nicht stabil, so heisst sie instabil

(im Sinne von Ljapunov). Die Ruhelage ist asymptotisch stabil,

falls sie stabil ist und

lim Cbt(x) = X, fur alle x in einer geniigend
t=-00 .
kleinen Umgebung von Xg e
ST
U
(stabil) (asymptotisch stabil)

fFig., 6.1
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Fir lineare dynamische Systeme (6.,5) gilt der fol-
gende plausible
Satz 6,18 Die Nulldsung der linearen Differentielglei-
chung X = L x ist genau dann stabil, wenn gilt:
(i) Das Spektrum S (L) wvon L 1liegt in der linken
komplexen Halbebene,

Re G‘(L)éo ’

(ii) jedes Ae& (L) mit ReA = 0 ist ein halbeinfacher *)
Eigenwert.
Die NullGsung ist genau dann asymptotisch stabil, wenn
Re & (L) <0 (6.7)

ist.

Beweis: Wir beweisen hier nur, dass aus (6.7) die asympto-
tische Stabilitdt folgt. (Fir einen vollstdndigen Beweis des
Satzes, siehe z.B. [6],p.222.) Dies ergibt sich unmittelbar
aus dem folgenden
Lemma: Gilt ReG (L)L « , so existiert eine Konstante B> 0O
mit

et ) <8 e fur alle t>o0. (6.8)
Beweist: Wir betrachten die Komplexifizierung von L auf ¢ ’
welche wir mit U bezeichnen und denken uns L auf Jor-
danform transformiert. In einer geeigneten Basis hat danach
T die Form:

oo

L = D+N, D Diagonalmatrix, N nilpotent, DN = ND,
(6.9)

*
) d.h, die Vielfachheit von ‘A ist gleich dim[Ker(L-MA)] .
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In der Diagonale von D stehen die Eigenuerte ij""a‘n

N . . s .
von L . Ausserdem kdnnen wir die Basis .Lel,...,er|§ so

wdhlen, dass Ne\j = oder 0 ist. Ersetzen wir e\j

e .
j-1
durch &, = 8Je; mit &> 0, so bleibt D unverdndert

1 oder 0 ., Dies zeigt, dass

wir zu jedem € 0 eine Hilbert-Norm so wd@hlen kdnnen, dass

und fiir N gilt N%j = aéj_

InNll €& ist. Ferner ist natiirlich

12l = maxlebPi|< o(o-8)t
J )

wenn wir € so klein wdhlen, dass ReN = a- & fir alle
D& G (L). Folglich gilt fir die gewdhlte Norm
v N t UNR .t
“et V< | etD“ “et | = et(u-a) e <e %

far t >0 .

Nun ist die Restriktion jeder Hilbertnorm von € "
auf R" eine Euklidische Norm (Uebung). Ferner ist (Ll = thI(.
Also gilt (6.8) fiir eine geeignete Norm. Auf einem endlich-

dimensionalen Vektorraum sind aber alle Normen &dquivalent. O

Beispiele: 1) (mehrdim.) Schwingung mit D&mpfung.

Die Bewegungsgleichung sei fir g = (%’...,qf)

Mg =-2q-Dqg, M= diag(m ,ees,me) >0
diag(d;sees,de) >0,
<=9 S0, (6.10)

D

. -1
g=m"p , p=~Qqg-0M""p.

Fir x = (g,p) gilt also x = Lx , uwobei

o mt j>
L =
(-S2. —om~1 /.
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Offensichtlich ist L.< 0 wund also gilt (6.7). Deshalb ist

nach Satz (6.1) die Nulldsung asymptotisch stabil,

2) Lineare Hamiltonsche Systeme

Fir ein lineares Hamiltonsches System ist der Fluss Cbt = etL

symplektisch, d.h.
et kL
e

Ableitung nach t fir t = 0 gibt
T T

Je =13 fur alle t,. (6.11)

L3+ JL=0=>3L3 =L, . (6.12)

Deshalb gilt fir das charakteristische Polynom

M= det (L =X1) = det[I(L-N1)3] = det (LT+/A1)

= det (L+A1) = X{(-D\) . (6.13)

Deshalb ist mit 0\ auch -\ ein Eigenwert von L wund zwar
mit derselben Multiplizitit, Da ferner X(A\) ein reelles

Polynom ist, ist mit 9\ auch ?; ein Eigenwert mit derselben
Multiplizitdt. Man sieht nun auch leicht, dass die Multipli-

zitdt des Eigenwertes 0 , falls er vorkommt, gerade ist., Diese

wichtigen Resultate waollen wir festhalten:

Satz 6.2: Es sei L eine infinitesimal symplektische
Transformation, d.h. sie erfiille (6.12). Ist "\ ein Eigen-

wert von L , so sind auch - ’ N und - ™ Eigenwerte

mit derselben Multiplizitdt. Kommt der Eigenwert 0O vor, so

hat er gerade Multiplizitat.

Fiir ein lineares Hamiltonsches System ist deshalb die Null-
16sung nach Satz 6.1 nur stabil, wenn alle Eigenwerte von L
rein imagindr sind. Die Eigenwerte von etL liegen dann auf

dem Einheitskreis. In diesem Fall sagt man, O sei ein Zentrum.
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C, Prinzip der linearisierten Stabilit#t

Der folgende wichtige Satz zeigt, dass eine lineare Stabi-

litdtsanalyse in vielen Fdllen ausreicht.

Satz 6.3 (Prinzip der linearen Stabilitdt): Gilt fur die

Gleichgewichtslage x_  des Systems (6.1)

so ist X0 asymptotisch stabil, Gibt es hingegen min-

destens einen Eigenwert mit positivem Realteil, so ist

X instabil,
0

Beweis: Siehe den Anhang zu diesem Kapitel, oder [6], § 15,

Dieser Satz hat ungez&dhlte Anwendungen (siehe weiter unten,
sowie die Uebungen). Auf Grund von Satz 6,2 folgt aus ihm,

dass die Gleichgewichtslage X eines Hamiltonschen Systems

htchstens dann stabil sein kann, wenn Xq gin Zentrum ist.
In diesem Fall macht aber der Satz 6.3 keine Aussagen iiber
das Stabilitdtsverhalten. Dieses hdngt dann wesentlich von
den Nichtlinearit&ten ab und wir stehen i.,a. vor einer sehr
schuierigen Frage., Wir illustrieren das Zentrumsproblem an

einem instruktiven Beispiel:

Re & (DX(x,)) < 0 , (6.14)

X ==y 4 ax® , Y = x 4+ ay3 . (6.15)

Die einzige Gleichgewichtslage ist (0,0) und diese ist ein
Zentrum, Nun ist aber

%€ (x2+y2) = 23(x4+y4) .
Fdr a> 0 nimmt deshalb x2+y2 zu und die Orbits laufen

von (0,0) weg, d.h. (0,0) ist instabil, (Fig.6.2a).
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N

N

Fig. 6,.2a Fig. 6.2b
Ist hingegen a< 0 , so laufen die Orbits in (0,0) hinein,

dehe (0,0) ist stabil (Fig. 6.2b). Die Linearisierung ist in

beiden F&dllen aber die gleiche.

D, Ljapunov-Funktionen

In F&llen, wo das Prinzip der linearen Stabilitit keine Aus-
sagen macht, hilft manchmal die "direkte Methode" von L japu-

nov, welche wir als nichstes besprechen.

Definition: Eine Ljapunovfunktion fiir den Gleichgewichtspunkt

X5 eines Vektorfeldes X 1ist eine in einer Umgebung U von
X, definierte stetige Funktion V: U — IR mit folgenden Ei-

genschaften:
(i) \l(xo) =0, V(x)>0 fir xe U \J._xoll ;
(ii) V ist stetig differenzierbar in U\\&xo& und dort

gilt

Ve= D,V L O, (6.16)

Die Bedingung (6.16) bedeutet, dass fiir jede Integral-

kurve o von X gilt
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gt V o « < 0.

Deshalb erwartet man Stabilitdt (vgl. Fige. 6.3)

w

Graph Vo a

Graph V

Fige 643
Tatsdchlich gilt der

Satz 6,4: Gibt es zur Gleichgewichtslage X eines Cl-

Vektorfeldes X eine Ljapunovfunktion, so ist Xq sta-

bil, 6ilt in (6.16) das strikte Kleinerzeichen (strikte

L japunovfunktion), so ist Xq asymptotisch stabil,

Beweis: Siehe den Anhang zu diesem Kapitel, oder [6], &1s.

Beispiels:

1) Gradientensystem. Es sei X = - grad V und Xq gin iso-

liertes Minimum von V. Dann ist X g eine asymptotisch sta-

bile Gleichgewichtslage., Zum Beweise wdhlen wir eine Umgebung
U von x = so , dass W(x):= V(x) - U(xo)':> 0 fur Msu‘\{}o}.
Dann ist dort

U = 0, =(X,grad W) = - (grad u, grad W) < O .
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Deshalb ist W: U == R eine strikte Ljapunovfunktion,

2) Hamiltonsche Systeme, Ist Xq ein isoliertes Minimum

der Hamiltonfunktion H , so ist Xq ein stabiler Gleich-
gewichtspunkt des Hamiltonschen Systems XH « In diesem
Falle ist namlich V{(x):= H(x) - H(Xo) nach dem Energie-
satz eine L japunovfunktion:

U(xo) 0, V(x)>0 in u\{xog ,

[ 4 o

V=HA=D,H=0.
Xu

3) Wir betrachten das dynamische System
X = ax = y + kx(X2+ Y2)

y = X = ay + ky(x2+ y2) , a2<: 1.

Fior die Jacobische im Ursprung (j::j)hat das charakteristi-
sche Polynom die Nullstellen
/>‘=ii 1-82 .
Es liegt also ein Zentrum vor. Wir zeigen, dass fir k< 0
V(x,y) := x2- 2axy + y2
eine strikte L japunovfunktion ist. Zundchst ist namlich
Vv = (x—ay)2+ (l-a2) y?;>0 , genau wenn (x,y) # 0 . Ferner
gilt
grad V = 2 (x=-ay, y-ax)
% (grad V,X) = (x=ay)(ax-y) + (x-ay) kx(x2+y2) +

(y-ax)(x-ay) + (y-ax)ky (x%+ y?)

k(x%+ y2)(x%-2axy+ y2) = k(x%4y?) . V(x,y) <0 Ffir (x,y) # 0 .

Fir k< 0 ist also (0,0) asymptotisch stabil, Ist dage-~

gen k> 0 , so zeigt dieselbe Funktion V , dass der Ursprung
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fir t —e - 8 stabil wird, d.h. der Ursprung ist ab~
stossend. Dies ist ein weiteres Beispiel, bei welchem man
aus der linearen Approximation iber die Stabilitdt nichts
schliessen kann, Aber man findet noch eine L japunovfunktion,

die iber die Stabilitdt Auskunft gibt.

E, Flussdguivalenz, Linearisierungssatz von Hartman

In diesem Unterabséhnitt formulieren wir ein wichtiges Theo~
rem, welches zeigt, dass in der Ndhe eines "hyperbolischen"
Gleichgewichtspunktes X4 der Fluss "aquivalent" ist zum
linearen Fluss exp tDX(xO)‘. Zundchst missen wir die Be=-

griffe in Anfihrungszeichen definieren,

Definition: Ein lineares Vektorfeld x +—> Lx, L& & (R

ist hyperbolisch, falls das Spektrum (L) von L einen

leeren Durchschnitt mit der imaginiren Achse hat., Der
Gleichgewichtspunkt X5 des Vektorfeldes X 1ist hyper-
bolisch, falls DX(xD) ein lineares hyperbolisches Vektor-
feld ist.

Mit Hilfe der Jordanschen Zerlegung kann man leicht

zeigen (siehe z.B. [6], p. 278), dass Qr(eL) = e‘s(L)

gilt.
Der Gleichgswichtspunkt X ist also hyperbolisch, wenn

exp DX(xO) keine Eigenwerte vom Betrag 1 besitzt,

Definition: Zwel Flisse mt und ¢t auf M bzw. N heis-

sen (topologisch) dquivalent, wenn es einen orientierungs-

erhaltenden Automorphismus a: W —e= R und einen Homdo=-
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morphismus h:M —— N gibt, derart, dass gilt

ho o, = wu(t) oh . (6.17)

Wird die Zeitvariable nicht gedndert, so spricht man von

isochroner Flussdquivalenz.

Der angekindigte Satz lautet nun

Satz 6.5 (Grobman,Hartman): Es sei x, ein hyperbolischer
Gleichgewichtspunkt des Vektorfeldes X . Dann ist der fluss

¢>t von X lokal isochron #dquivalent zum Fluss des linearen

Vektorfeldes DX(x_ )

Beweis: Siehe [6], &19, oder [12], & 2.4.

Nach diesem Theorem hat also das Phasenportrait des
Vektorfeldes X in der N3he eines hyperbolischen Gleichge-

wichtspunktes topologisch die gleiche Struktur wie das Pha-

senportrait der Linearisierung in der Nahe von O .

Nach Satz 6.2 ist deshalb ein hyperbolischer Gleich-

gewichtspunkt eines Hamiltonschen Systems instabil.

F. Linearisierung von Lagrangsschen Systemen

Wir betrachten nun Lagrangesche Systeme der speziellen Art
1] *
L(a,q) = T(g,q) - u(q)
[} L
T(Q’&) = % E gik(Q) qi qk ’ (6018)
i,k
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wobei T (fir jedes q) eine positiv definite quadratische
Form ist, Die Linearisierung des zugehdrigen Hamiltonschen
Systems um eine Gleichgewichtslage ist (wegen XH = JDHT)

durch den quadratischen Anteil H2 von H , in einer Ent-

wicklung um die Gleichgewichtslage, bestimmt.

Fir eine Gleichgewichtslage (qo, po) von X, dist p_ =0
(dehe @, = 0) und u(a )/Pq =0.
H ist aber natiirlich die Hamiltonfunktion zum Lagrange-~

2

schen System L2 = T2- u wobei

2 ?

T, %2 Q.Lé(qo) 4, GJ- ,
l

2 Z —_C((q )(a;- oi)(qj'qo_j) . (6.19)
)

c
li

Deshalb stimmen die linearisierten Bewegungsgleichungen zu

XH mit den Euler-Gleichungen zu L2 iberein; L2 beschreibt
also das linearisierte Lagrange-System um eine Gleichge-
wichtslage (qo,qo)

Qu(

[
, = 0, a9 ) =0,

9%

Bewegungen dieses linearisisrten Systems nennt man kleine

Oszillationen.
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6.2 Kleine Oszillationen

Wir studieren jetzt die kleinen Oszillationen im De-

tail. Kinetische und potentielle Energie haben also die Form:

T =%(4 Ad), U=4%1,8q9), qer ,ser. (6.20)

Dabei ist T eine positiv definite quadratische Form. Aus

*
der linearen Algebra wissen wir ),dass dann eine lineare

Transformation

(62.21)

e

Q=5gq , Q=5

existiert, so dass

T=323 0,7, wu

i

3 = X a2, (6.22)

Die Zahlen Cki. sind die Eigenwerte der Form B relativ zu A.

Offensichtlich erfillen sie die charakteristische Gleichung:
|Det(a- NR) = 0

In den Koordinaten 4—Qig zerfdllt das Lagrangesche System in

n unabhangige Gleichungen

_Fir jedes der l-dimensionalen Systeme in (18) gibt es drei

moglichse F3lle:

*)

Mit der symmetrischen, poesitiven Matrix A kdnnen uwir fol~
gendes Skalarprodukt in 'E{ definieren:

Lxyy> =x' Ay,
Nun weiss man (Satz von der Hauptachsen-Transformation),
dass beziiglich einer geeigneten orthonormierten Basis (rsla-
tiv zu « , o> ) die quadratische Form x'Bx auf diagonale

Gestalt gebracht wird,
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(i) 2\ = m2:> 0 ; die Ldsung ist Q = C; cos wt + C,sin ot
(Oszillation);
(ii) ™M= 0 ; die Losung ist Q = Ci+ tC, (neutrales Gleich-
gewicht); |
(iii) A= = kK2« 0 ; die Losung ist Q = Cycos h kt+C,sin h kt

(Instabilitst),

Zu jedem positiven Eigenuert ™\ = m2:>0 gibt es eine charak-

teristische Oszillation (od. Normalschwingung):

g(t) = (Clcos wt + C,sin ot) 8 , (6.24)

wobei ¥ ein Eigenvektor zu A ist:
B§=’>\A%o

Diese Oszillation ist das Produkt der eindimensionalen Oszil-
lation Qi = Clcos mit + C231n mit (m=mi) und der trivialen
Bewegung Qj =0 (j #1i) « (Gleichung (6.24) ist in den ur-

springlichen Koordinaten geschrieben.) Die Zahl o in (6.24)

nennt man die charakteristische Freguenz. Wir nennen aber auch

die nicht-positiven Eigenuerte charakteristische Frequenzen !

Of fenbar hat, nach dem Gesagten, das System f charakteristische
Oszillationen,wobei die Richtungen paarweise orthogonal sind
(beziiglich des Skalarproduktes, welches durch die kinetische
Energie bestimmt ist).

Betrachten wir eine allgemeine kleine Schwingung gq(t) ,
und zerlegen wir die Anfangsbedingung in Richtung der charak-
teristischen Richtungen §%l< (zu den Eigenuwerten C\k =3 wE ),

so ergibt sich

F
iw t
q(t) = Re E Ck e k gk . (6.25)
k=1

Diese Formel gilt auch bei mehrfachen Eigenuerten.
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Beispiel: Gekoppelte Pendel mit verschiedenen Massen.

LS LS Ly
q, /~ |

(kleine Winkel !)

Fig. 6.4

Wir wdhlen die Einheiten so, dass g = 1 ist, Die Wechsel-

wirkung sei harmonisch gleich 4 a(ql-qz)2 .

Kinetische Energie:

2 42 2
T=3(ml] &7 +m, 82 Q)
.2 o2
pot. Energie: _ 21 22 [od _
u=md -+ My 'ez 5 + 5(a;=9,)" ;
2
mlﬂ’l 0 ml l+ [0 4 -
d.h. A = ’ B =
2
o m, L5 - myXo

Det CB - ')\A3= 0 : CL(>\2 - (b0+ blrx)/)\+ (co+ c, o) =
webei a =mm, Qi Q%
b= myly mzqz(ﬁl“ez)’ by = m 47 my 4

c = mlmzﬁllz , c, = ml£l+ mzzz

+ X

2
2

0

ad | 0
l =
I
I
! 2 1l -
! ® = jzr-—- ’ ga»o(—f>'o
I 1,2 1,2
! 2
¥ H .2 >\=w b2 v o ’“1"1*"‘24 2
W o — 2 2 °
wy W 2 mlﬁl +m2(2

Fig. 6.5 Verhalten von '\ als Funktion
der Kopplung.

Fir o - 60 Wy 003 O] —Im G



- 171 -

Stabilitdtsanalyse der Saturnringe nach J.C. Maxwell

J.C, Maxwell (1831 - 1879) hat 1857, als Losung einer
Preisfrage, eine mathematische Theorie fir die Stabilitit
der Saturnringe geliefert. Diese grosse Arbeit (siehe
Scientific Papers, Vol, 1, p. 288-376) wurde damals von
den Fachleuten aufs hochste beuundert.‘

Der Saturnring besteht aus einzelnen Brocken, wie wir
auf Grund von Beobachtungen wissen. (Siehe z.8. W.H. ipP,
Space Science Reviews 26, 39 (1980), und 26, 97 (1980).)

Um das Problem rechnerisch behandeln zu k&nnen, be-
trachten wir einen Ring von Kdrpern gleicher Masse m . Im
Gleichgewichtszustand bilden diese im mitrotierenden Bezugs-

system ein requlires Polygon,

Wir haben zu untersuchen, wann diese Gleichgewichts~
lage stabil ist, Es geniigt, dieses Problem in einer Ebene zu
betrachten, da der Ring in der transversalen Richtung offen-
sichtlich stabil ist. (Dies zeigen auch die Rechnungen von

Maxwell,)
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Die Zahl der Kérper sei N und K2 bezeichne die
Winkelgeschwindigkeit des Ringes., Dann lautet die Lagrange-

Funktion im mitrotierenden System

N
L = 2 [%(%E-&- rE :pi) +Qr§ (ﬁk+ %_SZZI_kQ_ N %"] .
k=1 -

+ % :§: [rE+ 5?-2rk§£ cos(mk—me)]-%. (1)
k%L
Dabei ist M die Masse des Saturns, (Beachte: Im raumfesten
System hdtte die kinetische Energie den Term %rk'ﬁi; aber
Ek = Qlt+ ®, ,'%k =2+ 6k , waraus sich die 1. Zeile von
(1) ergibt,)
Wir bendtigen noch einen Ausdruck fir K2 . Man beachte
in der Fig. die Kraft auf den obersten Satelliten (in der
Gleichgewichtslage), Diese ist radial gerichtet und hat die

Grosse/Masseneinheit
@

. k
ﬂf . E m sin == .

. P2
a k (2a sin ?—)

Dies muss gleich der Zentrifugalbeschleunigung aQZ? sein,

dehs es gilt

‘“*%zsini - Q2,3
k k/2

oder, da % ¢, =k o, mit «=TW/N,
N-1l

m+%2;__£__=g)_2a3. (2)

=1 sin ko

Es ist zweckmdssig, die folgenden Bezeichnungen einzufiihren
N=1

:E 1 _ m
sin K& ’ /L = WMikm (3)

x
n
&l

k=1
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Dann lautet (2)
23 cmamKk =2, . (4)

/b

Nun betrachten wir kleine Auslenkungen vom Gleichgewicht:

@ =k 2044, 1 =a(l+Q) . (s)

und entwickeln (1) bis zur 2. Ordnung in ¢, ©, und ihren
Ableitungen. |
Zundchst betrachten wir die Terme in den sinfachen

Summe (1., Zeile von (1)). Ihre Entwicklung gibt
N

. 4 (4 2°
conste. + ZE .{% a? g?k+ % a2¢5-+52a2¢k+ 2 ng;wk
k=1

+ % SQ?az q3k+ ZaZQk + g(l- gk+ ?fk) -& .
Darin darf man den Term J:Zaz:ZT&k weglassen, da dieser eine
totale Zeitableitung ist. Die :;rbleibenden linearen Terme
(in (gk) heben sich mit den linearen Anteilen in der UWechsel-
wirkung von (1) (2. Zeile) auf Grund von (4) (verifiziere dies).
Im folgenden sei L = &2 t und der Punkt bedeute von

jetzt an die Ableitung nach der dimensionslosen Zeit

® p—
f = df/dt =SL"1 df/dt . Schreiben wir

2 2
L=L°+Sla Ly + eoes ,

so ist nach dem Gesagten
1=
N L) ® l\&
_ 2 *2 2 M 2
LZ—Z%(%n*'wn)*'Z?nd’n*'%?n*' 293 %n
n=1 NCa
+ quadr. Anteile von 3% 9_2 > — 7 rl . (6)
a k# k4
—
2
Nun berechnen wir die quadratischen Terme von

é/* :;Ei a’/r

kAL k@ °
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Es ist
a
kﬂ= T - L

2 2
rk+rQ - 2r, 1 " cos((pk-(pe )

a/r

-%
=—[(1+ 0 )2+ (14Q)%-2(1+ §, ) (14 gl)cos[Z(k-ﬂ)dubk-tb!]} .
Darin entwickeln wir den Radikanden bis zur 2. Ordnung.

Mit den Bezeichnungsen 0= 2(k-Qa, At = ¢k—91 kommt
L S iob2)®
a/r 2(l-cos @) + [Z(Qk QQ)(l-cos 8)+2A¢ sinB ]

2 -4/2.
+ [9k +§Z 2?;494 cos @ + (Atb) cos § + 2(?k+?Q)A¢ sin 6]} (7)

Darin benutzen wir die Entwicklung

1 : 1 3
—_— = A [1l- 58 Xt T
8A

x2+ oo e ]
A+x

und erhalten fir die quadratischen Terme von (7)

[gk gq-2gkeecos 0 «+ (Alb)zcos o
+ 2( gk"Qﬂ)Ad’ sin © ]

. "_LE'? [(9,46,) (2 sing-)?—+ 2A0 sin @ )}2

8(231n2) 2“”.';’"“ o

sin 7 cos >

= 1 2 _ 2‘
© 2(2 sin %)3{ ) (€k+9€) + 28,0, cos @ (Ad)“cos ©

-2 ( ?Vf 9e)A¢ sin ©

+ 3 [(Qk+§)q)sin -g— + A b cos g- ]2}'
1 2 . 2
= (€, +0,) [-1 + 3 sin 9] A
2 8 .?.Q
- cos 5+ 2 sin 5
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+ ngz[Z cos © + 6 sin? g-]
_—

2 (c052 % + 2 sin? -g-)

+ (Alb)z [~cos @ + 3 cos? %]
L-’_W
2 8 2 6

2 cos 7+sin 5

+ A6 (Qk*' Qe) [~2 sin © + 3 sin G]
;——————W

2 sin % cos g
cosze/z
=%‘5‘ "Tl (-T +2)(Q2+ 92)
sin > sin© 8/2 k ¢
2
1 ces "8 4, ‘
= (——s 2) 2
‘ sin % sin? &/, *2) §k9€
2
bl Iy (-2
sin 5 sin 9/@ k (4
cos O/& }
—— 2 ) (b, -0
* sin2 9/2 Qk +§o€ (k' f) :

Damit wird aus (6)

N [ [} L4
L= =2 [3(Q5+ §,%)+2Q, &

N-1 2
r 3 B2pK e n 2 gt (- S22 e 2)] g

2

‘08 ko . 2)

1
3-%2 T sinkx O, 2

éin koo

SORAYY,
+ Z 1 (COS + +~
&/A kég 8 BInlk-‘Eiu S@L{k_é) X 2) g‘c?@
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. cos(k=¢) «

to+€,) (0 —d
2 sinz(k-@u(gu 80 oy )
1 20082(k~£)& 2
o & sin{k-£)u (1 sin2(k—f)u (¢k—¢e) ‘§ .

(8)

Die zugehdrigen Euler-Gleichungen lauten:

8 sin ko

N—-1
e 2
“ Q2+ 3G % i (222755 4 2) (§pi*fnanc25n)

sin"kx
+}L E%l cos k « (d - ) =0 (9)
2 'BS'nZku n+k n-k’ 7 ’
k=1 °S1t

- b - 2¢ /ﬂ»%.@m(; -0 )
n gn *72 2 ?n—k E)n+k

k=1l sin"kx

N-1 2
el = o (142 222 KE y(2p -~ w -

k=1 8 sinka sin "k«

n+k) =0 '(10)

Die zyklische Gruppe ist eine Symmetriegruppe. Deshalb machen

wir den Ansatz ( { = 0,1,2,..,N=1):

i(fe20n—-w &)
9f>= Re A(g) e (42 7" ) ; Qn+N = @f)
i(f:2an-w (11)
O he (o) o) JFEZE) (O D

( gn und ¢_ lassen sich immer als Superpositronen von (11)

darstellen), Dies setzen wir in die Eulerschen Gleichungen ein.,

Mit den Abkiirzungen

p(Q) _ NE-:L“ 1l cos ko . Q
= - sin 2 k{ o
k=1 sin"kx
: N=-1 2
oy = = 1 L (12 825 K% ) 10 fa
k=1 sin‘ka (12)
X N-1 2
R(Q) = 1 ___L___(2+ 925555) sin2 kﬁ x o,
4 sin ko sin“kux
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erhalten wir die folgenden homegenen Gleichungen fur A(l)und B(Z):

[§-+3-pRMH M()+[4%+%PM)]BQ)=D
' . 1
(-20y 4 ()] a0 uf+%au)]e“) -0, ()
Deshalb erfillen die Frequenzen ml Gleichungen
A_e(ué) = 0, (14)
wobei
2 ; 2 :
Ayfw) = [0+ 3 -}kR(ﬁ)][w +}{Q(f)]
- (20-pp(0)? . (15)

Wir missen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen (14)

nur reelle Losungen fir die Frequenzen w hat.

Zundchst stellen wir fest

R(-f) = R(L) , a(~¢) = a(®), P(-0) = - P(I) (16)

und folglich

m_£= -, . (17)

Sodann ist klar, dass die Mode Q,= % (N gerade) die gréssten
storenden Krafte erzeugt, da dann banachbarte Korper entgegen-
gesetzt ausgelenkt werden. Wir betrachten als Beispiel R(J)

(in den Summen (12) bleibt bei k —» N-k alles gleich):

[N/2] 2
R() = 2 x ;E ' % (gos ka | 2 ) sin® kLo .
k=1 sin“ko sin ko

Fur grosse N dominieren die tiefsten k in der Summe

[N/2 2
—— 1l (cos ko . 2
4

N — 4
R(f) =2 x 4: S'nskfx sin ku>
k=1,3,5,.. *
T 1 Ny3 1 1
~ = ——— = 3(7) (L« s i *oeed)
k = 1’3’5’...(‘“1) 3

-4 (%)3 x 1.0518.
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Ebensa findet man Qo~ 2 R ., Wir setzen

Az= MR, JQ ez 24,
| 2

A 2-'4}/; (-:"?)Sx 1.0518 & % % x 1,0518 g::ﬁ;:f%::sa .
dns | (18)
Aus (14) wird (Fur L = N/2)
% = (1 = A) w2+ 2A (3 - A) =0 . (19)
Die Bedingung fir Stabilitdt ist
(1-R)2> 8A(3-n) ,
odsr
1 >25,649 A ., (20)

Setzen wir darin (18) ein, so ergibt sich schliesslich

2 - Saturn-Masse
V< 2.3 SRfng-fasse  ° (21)

Die Beobachtungen zeigen, dass die Ringmasse etwa lCl-6 der

Saturn-Masse betrédgt.

" Maxwell untersuchte auch die Uechseluirkuhg von mehreren
Ringen. Selbst wenn jeder Ring fiir sich stabil ist, k@nnen die
Kopplungen zu Instabilitdten fithren., Eine Zusammenfassung der
Resultate und Schlussfolgerungen geben die folgendsn Schluss=~

passagen aus Maxwells Originalarbeit,
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XIX. On the Stability of the motion of Saturn’s Rings.

[An Essay, which obtained the Adams Prize for the year 1856, in the University
of Caurbridge.]

ADVERTISEMENT.

THE Subject of the Prize was announced in the following terms :—

The University having accepted a fund, raised by several members of St John’s College,
for the purpose of founding a Prize to be called the Apawms Prize, for the best Essay
on some subject of Pure Mathematics, Astronomy, or other branch of Natural Philosophy,
the Prize to be given once in two years, and to be open to the competition of all persons
who have at any time been admitted to & degree in this University :—

The Examiners give Notice, that the following is the subject for the Prize to be adjudged
in 1857 :—
The Motions of Saturn’'s Rings.

*3* The problem may be treated on the supposition that the system of Rings is exactly or
very approximately concentric with Saturn and symmetrically disposed about the plane of his Equator,
and different hypotheses may be made respecting the physical constitution of the Rings It may
be supposed (1) that they are rigid: (2) that they are fluid, or in part aeriform: (3) that they
consist of masses of matter not mutually coherent. The question will be considered to be answered
by ascertaining on these hypotheses severally, whether the conditions of mechanical stability are
satisfied by the mutual attractions and motions of the Planet and the Rings

: It is desirable that an attempt should also be made to determine on which of the above
hypotheses the appearances both of the bright Rings and the recently discovered dark Ring may

be most satisfactorily explained; and to indicate any causes to which a change of form, such as
is supposed from a comparison of modern with the earlier observations to have taken place, may
be attributed.. '

E. GUEST, Vice-Chancellor.

J. CHALLIS,

8. PARKINSON.

W. THOMSON.

March 23, 1855,
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LAt veu Nawells Asbell

Let us now gather together the conclusions we have been able to draw
from the mathematical theory of various kinds of conceivable rings.

We found that the stability of the motion of a solid ring depended on
so delicate an adjustment, and at the same time so unsymmetrical a distribution
of mass, that even if the exact condition were fulfilled, it could scarcely last
long, and if it did, the immense preponderance of one side of the ring would
be easily observed, contrary to experience. These considerations, with others
derived from the mechanical structure of so vast a body, compel us to abandon
any theory of solid rings.

We nexi cxamined the motion of a ring of equal satellites, and found that
if the mass of the planet is sufficient, any disturbances produced in the arrange-
ment of the ring will be propagated round it in the form of waves, and will not
‘introduce dangerous confusion. If the satellites are unequal, the propagation of
the waves will no longer be regulur, but disturbances of the ring will in this,
as in the former case, produce only waves, and not growing confusion. Sup-
posing the ring to consist, not of a single row of large satellites, but of a cloud
of evenly distributed unconnected particles, we found that such a cloud must
have a very small density in order to be permanent, and that this is inconsistent
with its outer and inner parts moving with the same angular velocity. Supposing
the ring to be fluid and continuous, we found that it will be necessarily broken
up into small portions. |

We conclude, therefore, that the rings must consist of disconnected particles;
these may be either solid or liquid, but they must be independent. The entire
system of rings must therefore consist either of a series of many concentric rings,
each moving with its own velocity, and having its own systems of waves, or else
of a confused multitude of revolving particles, not arranged in rings, and
continually coming into collision with each other.
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Taking the first case, we found that in an indefinite number of possible
cases the mutual perturbations of two rings, stable in themselves, might mount
up in time to a destructive magnitude, and that such cases must continually
occur in an ertensive system like that of Saturn, the only retarding cause being
the poesible jrregulerity of ihe rings.

The result of long-continued disturbance was found to be thc spreading
out of the rings in breadth, the outer rings piessing outwards, while the inner
rings press inwards.

The final result, therefore, of the mechanical theory is, that the only system
of rings which can exist is one composed of an indefinite number of unconnected
particles, revolving round the planet with different velocities according to their
respective distances. These particles may be arranged in series of narrow rings,
or they may move through each other irregularly. In the first case the destruc-
tion of the system will be very slow, in the second case it will be more rapid,
but there may be a tendency towards an arrangement in narrow rings, which
may retard the process.

We are not able to ascertain by observation the comstitution of the two
outer divisions of the system of rings, but the inner ring is certainly transparent,
for the limb of Saturn has been observed through it. It is also certain, that
though the space occupied by the ring is transparent, it is not through the
material parts of it that Saturn was seen, for his limb was observed without
distortion; which shows that there was no refraction, and therefore that the
rays did not pass through a medium at all, but between the solid or Liquid
particles of which the ring is composed. Here then we have an optical argument
in favour of the theory of independent particles as the material of the rngs.
The two outer rings may be of the same nature, but not so exceedingly rare
that a ray of light can pass through their whole thickness without encountering
one of the particles.

Finally, the two outer rings' have been observed for 200 years, and it appears,
from the careful analysis of all the observations by M. Struvé, that the second
ring is broader than when first observed, and that its inner edge is nearer the
planet. than formerly. The inner ring also is suspected to be approaching the
planet ever since its discovery in 1850. These appearances seem to indicate
the same slow progress of the rings towards separation which we found to be
the result of theory, and the remark, that the inner edge of the inner ring is
most distinct, seems to indicate that the approach towards the planet is less
rapid near the edge, as we had reason to conjecture. As to the apparent
unchangeableness of the exterior diameter of the outer ring, we must remember
that the outer rings are certainly far more dense than the inner one, and that
& amall change in the outer rings must balance a great change in the inner
one. It is possible, however, that some of the observed changes may be due

to the existence of a resisting medium. If the changes already suspected should
be confirmed by repeated observations with the same instruments, it will be

worth while to investigate more carefully whether Saturn's Rings are permanent
or transitionary elements of the Solar Syatem, and whether in that part of
the heavens we see celestial immutability, or terrestrial corruption and generation,
and the old order giving place to new before our own eyes.
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6.3 Parametrische Resonanz

Wir studieren nun die Stabilitd@t von Gleichgewichts~

lagen und periodischen Ldsungen fiir nicht-autonome Systems

X = X(x,t) (6.26)
fir welche aber die Zeitabhingigkeit periodisch ist,

X(x,t + T) = X(x,t) . (6.27)
Beispiel: Oszillator mit periodisch variisrender Frequenz:

§+o02(t) g=0, oft+T)=oa(t). (6.28)

Diese Gleichung ist dquivalent zu

[ 4

q=p

b =-02q, o(tsT) = oft) . (6.29)

(6.28) ist ein Modell fiir die Schaukel, die durch ein
Pendel variabler Linge { (t) und zugehdriger variabler Fre-
quenz oz(t) = g/ (t) beschrieben sei. Intsressant ist hier
die Stabilitd@t der Gleichgsewichtslage q = 0 (tisfster Punkt)
und die Mdglichkeit des Aufschaukelns, (Kinder lsrnen dies
allerdings ohne die nachfolgende Analyse.)
Es seil 49 = ¢>t o der Fluss von X (mit Anfangszeit 0) .

Da das System nichtautonom ist, gilt i,a, fir d>t keinse Grup-

paneiganschaftz 0“3 £<‘> 4"2 ,ed;\

Die Periodizitdt von X impliziert aber
dodb, =d,, (6.30)

und spezisell

CULEE A (5.31)

tes
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Die Abbildung $:=ti>T spielt im folgenden eine wichtigs

Rolle; wir nennen sie die Poincargabbildung. Nach (6.30) gilt
$o,p =Piow. (6.32)
Danach ist x, genau dann Fixpunkt von ¢ , wenn die Ldsung
dpt(xo) , mit der AnFangsbedingung x, fur t =0, periodisch
mit der Periode T ist, Ferner ist die periodische Ldsung
4)t(x°) genau dann Ljapunov stabil *) (asymptotisch stabil),
vwenn der Fixpunkt X, von @ L japunov stabil *) (asymptotisch
stabil) ist,

Fidr Hamiltonsche Systeme ist D¢ nach Satz 5.3 symplek-
tisch. Von der Uebungsserie 7 wissen wir deshalb, dass fir je-
den Eigenwert ‘A von Do(xo) auch ‘>\-l ,_’>-\ und ‘AL Eigen=-
werte mit denselben Multiplizitdten sind.

Ist das System (6.27) linear, X(x,t) = A(t) x , dann
ist natirlich ¢ linear,

Wir nennen X einen hyperbolischen Fixpunkt von ei-

‘nem Diffeomorphismus ¢ , falls D@(xo) ein hyperbolischer
Isomorphismus ist, d.h. keine Eigenwerte vom Betrag 1 hat.
Fir hyperbolische Fixpunkte eines Diffeomorphismus @

'gilt die folgende Version des Hartman-Theorems.

* .
) Ein Fixpunkt x, von @ ist (Ljapunov=)stabil, falls zu

jeder Umgsbung U von x eine Umgebung VcC U von x

o 0

existiert, so dass nLio (pn(\l)c U gilt. Eine periodische
Bahn ‘6 ist stabil, falls zu jeder Umgebung U vong eine

offene Umgebung V cC U von Z’axistiart, mit

Udmcu,
t;;o
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Satz 6.6 (Grobman Hartman): Es sei ¢ ein lokaler Diffeo-

morphismus und Xq ein hyperbelischer Fixpunkt von @ .
Sei A = Dv(xo) . Dann gibt ss Umgebungen U(xo) von x
und U(o) ven Oéﬂ—-&n und einen Homabmorphismus h: U —» \ ,

derart, dass qgilt

hnA =9 oh .

Beweis: Sishe z.B. [12], & 2.4,

Fiir einen symplektischen Diffeomorphismus ¢ ist deshalb je-
der hyperbolische Fixpunkt instabil, Stabilitdt ist hdchstens
moglich, wenn X ein Zentrum ist, d.h, alls Eigenwerte von
D@(xo) vom Betrage 1 sind. Im nichtlinearen Fall sind wir
dann wieder in einer sehr schwierigen Situation,

Wir betrachten jetzt ein linesares periodisches Hamil-
tonsches System, z.B., (6.29). Nach dem Gesagten ist die Null-
lésung genau dann stabil, wenn alle Eigenwerte ven ¢ auf
dem Einheitskreis sind. Im zweidimensionalen Fall gilt fir
die beiden Eigenwerte 9\1,9\2 s Q‘l l)\z = det o =1 ,l>\l +9‘2 = Sp
Stabilitdt liegt alsoc genau dann ver, wenn

lsp ol 2 (6.33)
ist, Leider ist die Berechnung der Spur von e nur in speziel-
len F&llen mdglich, Durch numerische Integration der Bewegungs-
gleichung im Intervall 0 <t <£ T kann man diese aber appro-
ximativ bestimmen.,

Sind iiberdies alle 2f Eigenwerte verschieden, so ist

die Null8sung stark stabil, d.h., jedes geniigend benachbarte

lineare Hamiltonsche System ist ebenfalls stabil (Uebung).
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Instabilitdten kdnnen nur auftrsten, wenn zwei Eigsnwerte
zusammenstossen,
Als Beispisl betrachten wir nun die Gleichung

¥=-o?(l+galt)) x,exl, (6.34)
mit a(t+2x) = a(t), z.B. a(t) = cosl).

Die Berechnung von ¢ ist einfach fir € =0 . Da-
fiur ist die allgemeine Ldsung x = c,cos ot + czsin ot . Die
Ldsung mit den Anfangsbedingungen x =1 , x =0 ist

X = cos ot , X = - o sin ot
und diejenige fir die Anfangsbedingungen x =0 , x = 1 lautet

X = % sin ot , X = cos ot .

Deshalb lautet die Poincaré&abbildung

cos 2xw % sin 21w>

-osin 2xe cos 2xo»
Daraus foelgt :
|sp wl= 2|cos 2xol< 2 fi £X k=0,
P ®\= cos W ur (] 7 9 = gLgeoe o
Wir schliessen daraus, dass die Instabilitétszonen in der (w,g)-
Ebene die schraffierten Gebiete in Fig. 6.7 sind, welche die
w~Achse in den Punkten

o = k/72, k =0,1,2,¢00 (6.35)

schneiden,

e

e <1 \%? /7
1/2 1 3/2 2 - w
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(Die genaue Form der Instabilititszonen kann man numerisch

berechnen.) Die untere Gleichgewichtslage der idealisierten

Schaukel ist also instabil beziiglich beliebig kleinen perio-
3

dischen Aenderungen der Ldnge fir o =% , 1, Treee o Dieses

Ph&nomen nennt man parametrische Resonanz. Die Resonanz wird

am stdrksten fiir o = % sein, d.h. wenn die Frequenz » der

Renderung des Parametsers zweimal so gross ist wie die charak-

teristische Frequenz o des Systems (cben war » = 1). Fur
héhere k in o/ = k/2, sind die Instabilititszonen sehr
eng und ausserdem sind die Instabilit#dten schwach. Wird auch
Reibung mitgenommen, so entfernen sich die Instabilit#tszonen

zunehmend schnell von der reellen Achse (vgl. Fig. 6.8),

<

fig, 6,8

Weitere Beispiele von parametrischer Resonanz werden wir in

den Usbungen kennenlernen (vgl. auch [4], & 25).
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6.4 Gleichgewichtslagen im restringierten 3-Kdrperproblem

Wir betrachten zwei Massenpunkte Pl und P2, wel-
che sich in einer Ebene auf Kreisbahnen mit gleichférmiger
Geschwindigkeit um ihren gemeinsamen Schwerpunkt S , auf
Grund ihrer gegenseitigen Anziehung nach dem Newtonschen
Gesetz bewegen (Doppalstern—System, oder Sonne=-Jupiter).

Ein dritter Probekdrper bewege sich im Gravitationsfeld von
Pl und P2 o Seine Masse wird als verschuindend klein ange-
nommen, so dass er die Kreisbewegung von Pl und P2 nicht

beeinflusst, Das eingeschrinkte 3-Kdrperproblem besteht in

der Aufgabe, die Bewegung dieses Probekdrpers zu beschreiben.
Leider kann man auch iiber disses vereinfachte 3~Kdrperproblem
nur fragmentarische Aussagen machen,

Wir bestimmen zundchst die Lagrangefunktion beziiglich
des mitrotierenden Systems. Nach (2.81) ist die kinetische
Energie T = %(g + gh,i)z , wenn o die Winkelgeschwindig-
keit beziiglich des rotierenden Systems ist, Bezeichnet (b das
Newtonsche Potential von Pl und P2 y S0 lautet die Lagrange-

funktion (wir dividiersn durch m )

L=4% %% (sAx)%x -8, (6.36)
mit

b =d -3 (aax)? . - (6.37)
Der 2, Term ist das Zentrifugalpotential., Der kanonische Im=-
puls ist

p=3L-%.anx (g # X ) (6.38)

und damit lautet die Hamiltenfunktion:
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H=4% Qﬁ'gAﬁ2+-M5)- (6.39)
Die Gleichgewichtslagen sind bestimmt durch
X=p-wAx=0, Yé(x) =0. (6.40)

Beziiglich des rotierenden Systems ist H autonom, Die Er-
haltung von H ist gleichbedeutend mit der Erhaltung des

sog. Jacobiintegrals,

A 02 = . 6.
L5« b(x) const (6.41)

Fir einen gegebenen Wert J dieses Integrals sind die még-
lichen Konfigurationen = {,5 l¢(5):§ JE . Deshalb ist dis
Struktur der Aequipotentialfl#échen von ¢ wichtig, Diess sind
weiter unten in Fig, 6.11 gezeigt.

Die Gleichgewichtspunkte von XH liegen natiirlich in
der Bahnebene. Wir beschrédnken uns im weiteren auf Bewegungen
des Testkdrpers in der Bahnebene. Nach der Definition des

Schwerpunktes und dem 3. Keplerschen Gesetz ist (fiir die Be-

zeichnungen vgl. Fig. 6.9):

a a
Fn'l'=5'2'= 2‘3 5 . (6.42)
2 1 o (al+a2)

J///Lb/// Iy
— X
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Zur Vereinfachung der formeln wdhlen wir die Einheiten von

Masse, Lé@nge und Zeit so, dass

i}
e

m+m, =1, a, +a, =1, G . (6.,43)

Ferner schreiben wir noch m, =/¢ , also m, = 1 -)k . Dann
ist nach (6.42)

a; =/L y a, = 1 -}i y w =1 (6.44)

und die Hamiltonfunktion (6.39) in der Bahnebene lautet

- » _ o
[(X+P)2+32]% [(x-lnp)2+y2]é
(6.45)

Ho= % (pi + pg) - (xpy=yp,) -

Das zugehorige Hamiltonsche Vektorfeld ist

Xy = (px+y, Py=% » P, -cb’x, - Py cb’y) . (6.46)

Das Newtonsche Potential 4) ist durch die beiden letzten Terme

in (6.45) gegeben., Es ist

(1-p) (x+p) (1-
4>,x - B +!U Lx;?’MJ) ;C\).Y - )l)

II’.‘3 1‘3
1op » 1o

, (6.47)

+

yh
r3
/4.

17M,:= (XDM)2+YZ (rljﬂ.z Abstand von Masse 1 -/L )

3“’ := (x—lﬁP)2+ y2 (ﬁﬁ’ : Abstand von Masse /A )e (6.48)

Fir die kritischen Punkte gilt

Py=-Y » P, =x (Xx=y=0), (6.49)

(10 (1-p) rziu +/L(x-1+}1) 3;3 . (6.50)
y (1-p) r72 4 v ﬁ;? . (6.51)

X
]

~<
]
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a) dquilatsrale Lésungen:

3

" . 1-/:3 . Damit

Ist y #0 so folgt aus (6.51): 1 =.(ljﬁ)rI
. -3 -3
wird aus (6.50):‘/L(ljp)(ﬁ7” -r,") =0 *

> —» ' =T =1,

=

unabhidangig von /L .

Falls also (P, P P in Fig. 6.9 ein gleichseitiges Dreieck

1’ 2)
bilden, so ist P ein Gleichgeswichtspunkt (Lagrange 1773).

b) kollineare L&sungen:

Ist y =0, so verbleibt nur die Bedingung (6.50), welche drei

L&sungen hat, wie man graphisch sieht (Fig., 6.10). Diese

Fig. 6,10, Graphische Lésung won (6.50)
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drei kollinearsn Lésungen hat Euler 1767 gefunden, Wir wer-
den sehen, dass diese Gleichgewichtslagen instabil sind
(Plummer 1901). Die 5 Gleichgewichtspunkte und die Niveay-

linien von ¢ sind in Fig. 6.11 gezeigt.

Zur Untersuchung des Stabilitdtsverhaltans bendtigen

vir DX, . Aus (6.46) folgt
0 1 1
-1 0 0
“b - b0
y XX » XY
bt - "l O o
d’,xy ¢.yy

= = 0

DX (6.52)

X
1]

Fir das zugehdrige charakteristische Polynom findet man

X(ﬁ) =’A4+2 %2-‘- L+ 9‘2(¢,XX+ 4)9)’}’)- byxx- 4>9)'}’-'-(<b!xx<b9)/)’)-¢9)2<)’)'

(6.53)
Die dquilateralen Gleichgewichtslagen haben dise Uasrte
x=%"'/uoy=1 \]—3—'!
2?__
1 _ 3 V3
Cb,xx —Z’Cb,xy - _4_(1 2/'()
¢,YY = - % . (6.54)
Dies gibt
4 2 27
KN) = Q%% o = p - (6.55)
Die Eigenwerte von DX sind also

H

2 N
’%1’2=-1}:§\/1-27/u(1-/4). (6.56)
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Fir

}A<f-& - !Eg = 0,03852,.. (6.57)

(kritischer Routh Wert)

sind alle Eigenwerts imagindr und nicht entartet. Da der

quadratische Teil der Hamiltonfunktion (d.h. die Hessesche)
indefinit ist (Usbung), ist die Frage der Stabilitit sehr

schwierig, Erst durch die Arbeiten von Arnold und Moser wurde

8s in den 60iger Jahren moglich, diese Frage zu beantworten,
Folgendes ist wahr (sishe z.B. C.I. Siegel, J.K. Moser, "Lec-

tures on Celestical Mechanics", Springer 1971, §35): Fur das

Ysg
9

Intervall

(6.58)

0<ql<}11 = % (1-

sind die dquilateralen Gleichgewichtslagen stabil, bis auf 3

Ausnahmeuwerte /10 ’/AZ’ }13 von /L, wobei 2z,B.

/12 =% (1- i Viess' ), /M3 =3 (1-3 V213 ),

5
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Fig. 6.11, Niveaulinien von ¢ in der Bahnebens,
Gleichgewichtslagen und Roche=Grenze
des restringierten 3-Kérper~problems,

Wir untersuchen jetzt die kollinearen Gleichgewichtslagen,

Satz (Plummer 1901): Die Eulerschen Gleichgewichtslagen

sind instabil,
Bewsis: Benutzen wir an Stelle von 4) das Potential

b =® -4 (% y?), (6.59)
so lautet das charakteristische Polynom (6.53)

AN =N (aeo, et IAZ0(0, 0 =42 ) . (6.60)

Wir zeigen, dass nicht alle Eigenwerte rein imaginir sein
kénnen., Fur die Instabilit#ét geniigt es nach (6.60) zu zeigen,

dass das Polynom

&(g) =§2+(4+¢xx+¢ )% +(b__d y) (6.61)

XX yy~
nicht zuel negativ reelle Wurzeln hat, Wir werden nun zsigen,
dass ';((§) zwel reelle Wurzeln mit entgegengesetztem Vorzeichen
hat
Dnakt; Rechnung gibt (951-/1_ y S= rl_}‘)
- _ & 1- g - 2 2
LW &6 ?5 (x=1+p) %+ 'L& (x+ )=,
1=
xy = SY{% (x-l+/1) + —G’% (x+/1)} ’ (6.62)
yy Q G ¥«

wobei far y = 0: Q=| x-1+/u| , ®=\x+/.l\. Fir y = 0 ist

]
a-
|

¢ = 0 und also
Xy A
AE) =87 + (4o 00 I8+ v b . (6.63)
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Ferner gilt

-d, =1l+2A, - ¢yy =12 (6.64)

A =/€—3 + % . (6.65)

Wir sehen, dass -¢xx positiv ist und notieren

mit

2
(4 by v, )= 40 o =4 (94 -8) . (6.66)

A
Die Wurzeln von ‘X sind demnach reell fiir O>8/9, Wir werden

zeigen, dass - ¢yy<f 0 ist,weshalb nach (6.64)/A>1 sein
muss, Da - ¢xxj> 0 ist und das Produkt der Wurzeln gleich
LW ¢yy<: 0 1ist, haben die beiden reellen Wurzeln tatsédchlich
verschiedene Vorzeichen,
Wir zeigen nun, dass = ¢yy an der Stelle der Euler-~
punkte negativ ist.
Nun ist allgemein
2 2 2 2
x“+ y =/ug +(l-/&)¢ -/4(1-/&)
und folglich
2 2 1-
Xx,y) = U(R,T) = - % [ 1-0G%- W(1-p)T = £ - . (6.67
$06y) = URS) = - 4 (g2 (1-R%- pap) %—5 (5.67)
Deshalb
1 Gy u
- = - - = l- G~" . 6068
F(Q ?), So ()l)( E,—;) ( )
Da
by, = 7 =y (28 + =&
'y Qy "< By R @0 " T &’
so folgt fir y =0 :
1 QQu 1Qu |
= — Py 6.69
by = R T & Ts (6.69)
Jetzt betrachten wir die drei Gleichgewichtslagen separat,

Fir den inneren Lagrangepunkt L, in Fige. 6.11 ist g +Q =1,

also
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Q)
TT%’ + g?gh = 0.

Da nach der Kettenregel

_Qu ;?{ ,Qu Q¢
» X ?FR- X %q—x

so verschwindet also ¢ x wenn gilt 9 U/(b@ = Qu/9¢ , d.h.

t

nach (6.68)
s (= -0) = (1-}0(?1; - &)
Damit ist nach (6.59)

-¢w=-<-{g-+m)c-%-§'--(l Hug-Zdn< o,
da D<:§<L 1, ?

Nun betrachten wir den Fall g =@+ 1 , Fir diessn gilt
gg/Qx QQ/QX o« Wenn also ¢ x verschuindet, ist jetzt

Gu __%Qu
@9 Qe

dohe 88 gilt

/A(Tﬁz =€) = (- p)(v - é)

Da wir, ohne Einschridnkung der Allgemeinheit }441 l—/i
wdhlen k&nnen, folgt daraus G< 1< @ ., Also ist

«-gy@ g .

<: 0
Ist schliesslich & = Q + 1 , so erhdlt man durch Ver-

tauschung von Q und §° das gleiche Ergebnis, ]

Die Resultate dieses Abschnittes sind insbesonders fiir
die Astrophysik wvon engen Doppelsternsystemen (z.B. bindre
Rintgenquellen) wichtig. Sishe z.B. N. Straumann: General Relativity

and Relativistic Astrophysics, Springer 1984,



- 193 -

Anhang, Beweise der Sdtze 6.3, 6.4

B2 3 44 F 31 3t ¢t 2 - i 1 3 3 - -7

Beweis von Satz 6.4: UWir wdhlen eine kompakte Kugel K= X,

im Definitionsgebiet der L japunovfunktion V , Der Wert des

Minimums von V auf (K sei 2& und ferner sei

U =,.§‘xé.K vy e}

Definitions-
U ist kompakt und liegt im Inneren gebit von V
von K (vgl., Fig.). Angenommen o

K
ist eine Integralkurve und of(0)& U,

so ist (t)e U fir alle t, denn
solange o(t)e Vv ist, gilt
(Uou):( 0, also nimmt V o « monoton
ab, Ist also V(a(o)) <€ , so bleibt
Vox £ & auf der maximalen L&sung in V ; dann bleibt aber
a(t)e K also a(t)e U , weil V>2€ auf@ K . Mit dem
Lemma im Anschluss an diesen Beweis folgt, dass «(t) fiir
alle t>» 0 definiert ist (und nach dem Gesagten in U
bleibt). Dies beweist die Stabilitit,

Nun zeigen wir, dass fir eine strikte LJjapunovfunktion
lim V(x(t)) = 0 4ist. Daraus folgt dann 1lim «(t) = x

t -0
denn sonst gdbe es eine Folge tn —_— OO u(tn) - y # Xg 9

o ?

und daher V(a(tn))-—€> v(y) # 0 .

Wegen (Vox)'< 0 f&llt Vox monoton, und es kénnte
allenfalls gelten V(a(t)) —=Y>0 , und dann wire Voax >'C .
Wéhlt man & so klein, dass V(x)<' fur lx-xJ £ 8 , so wére

stets |a(t) - x0\27 8 « Aber auf der kompakten Menge U(\{‘xl
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lx-xolz 6} ist (grad V,X)x <L 0 , also widre stets (\Iou)'<z ,
und es miisste nach endlicher Zeit V(x(t)) = 0 sein, womit

wir einen Uide:spruch konstruiert haben. Also gilt in der

Tat 1lim V(ax(t)) =0 . O

Das Lemma, welches wir im Beweis benutzten lautet:

Lemma: Sei o: (a,b) —> M eine maximale L&sung der Diffe-
rentialgleichung (6.1), und b < & , und ist KC M kompakt,
so gibt es ein “t< (a,b), so dass a(t,)#. K fir t>'T .
Entsprechendes gilt natirlich auch fiur negative t wund a .

Fiir den Beweis siehe (1}, S. 153.

Beweis des 1, Teils von Satz 6.,3: UWir zeigen, dass aus (6.14)

die Existenz einer strikten L japunovfunktion felgt, woraus der
Satz aus dem eben bewiesenen Satz 6.4 folgt,

Ohne Einschrédnkung der Allgemeinheit sei Xo = 0 und
L:= DX(0); ferner sei fk: min | Re9\il:> 0 . Nun wdhlen wir wie-
der eine Basis '%j wie auf S. 159, mit einem & ber das wir

noch verfiigen werden., Beziiglich dieser Basis hat man auf

Cn - I{Zn die reelle quadratische Form

Lz,w> 1= ReZTi Wy (6.70)
i

und diese ist offenbar positiv definit., Wir benttigen die fol-
gende Ungleichung

Lz,L 2> L -pr2 fur fzll =1 (6.71)
Diese gilt sicher, wenn die Basisvektoren Eigenvekteren von
T sind, also der nilpotente Teil in (6.9) verschwindet,

Dann gilt némlich

{2,035 = R TX Tz, =D (ReD ) Iz 1K=l
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Wdhlen wir im allgemeinen Fall jetzt & so,.dass “N“<vh/2

ist, so finden wir

Lz, lz> = Lz,02> + Lz,N2>L - &Izllz ’

denn
\<z,Nz5| € Lzl W g pr2 izl 2
Nach dem Mittelwertsatz kdnnen wir X(x) folgender-
massen schreiben: X(x) = L(x) x , mit einer stetig von x

abhingigen Matrix t(x), so dass L(0) =L ist. Die Funktion

V(z2):=Lz,2> = ::Elzj\z =:§,(x§ +’y§) fur zj = Xy iyj

ist auch auf ﬁln definiert, das W?-linear, aber sehr schief
in C" liegen mag. Da in den gewdhlten Koordinaten

grad V = 2(x1,y1,..., xn,yn) =2 2z
ist

arad V(x), x(x)> =2 x,L(x) x> . (6.72)
Wegen (6.71) und der Stetigkeit von L(x) ist auch

<z,(\l:(x)z>< - /‘1/4 fFur lzh =1 und Ixl< &,
fir ein geeignetes & . Insbesondere gilt fir x # 0 wund
Ixll < &

G IO - D2l 2
und somit nach (6.72)

Dy V(x) = 2 L x, L(x) x>< -/-}23 il 2< 0.

Also ist V eine strikte L japunovfunktion, -







