Nr. 644 Fr. 25.-

THERMODYNAMIK

(N. Straumann)

Eine Theorie ist desto eindrucksvoller, je grosser die Einfachheit
ihrer Primissen ist, je verschiedenartigere Dinge sie verkniipft
und je weiter ihr Anwendungsbereich ist. Deshalb der tiefe Ein-
druck, den die klassische Thermodynamik auf mich machte. Es
ist die einzige physikalische Theorie allgemeinen Inhalts, von der
ich {iberzeugt bin, dass sie im Rahmen der Anwendbarkeit ihrer
Grundbegriffe niemals umgestossen wird. (zur besonderen Beach-
tung der grundsétzlichen Skeptiker).

A. Einstein



VORWORT

An der Universitdt Zirich wird der Kurs Uber Warmetheorie nach
wie vor zweigeteilt., Der Statistischen Mechanik stellen wir eine l-se-
mestrige 3-stindige Vorlesung iiber ph&nomenologische Thermodynamik und
kinetische Gastheorie voran., Dieser etwas altmodische Zugang hat immer
noch unbestreitbare Vorziige - ganz abgesehen davon, dass die Thermody-

namik bis heute nicht in wirklich befriedigender UWeise statistisch be-
grindet worden ist,

Das vorliegende Bandchen enthdlt die fast unverdnderten Noti-
zen, die ich den Studierenden zum thermodynamischen Teil des Kurses
verteilt habe, um ihnen das Mitschreiben zu ersparen, Bei deren Abfas-
sung habe ich nicht an eine weitere Verbreitung gedacht., Jirgen Ehlers
hatte zuf&allig Einsicht in das Manuskript und winschte, dieses in die
Lecture Notes aufzunehmen,

Die phanomenologische Thermodynamik wird von Dozenten und Stu-
denten mit Recht immer wieder als eine Disziplin empfunden, die zuar
mathematisch anspruchslos, aber begrifflich doch recht subtil ist. Hin-
zu kommt, dass diese Theorie anderen Gebieten der theoretischen Physik
in ihrem ganzen Aufbau fremdartig gegenibersteht. fFiir die meisten Stu-
dierenden ist es verninftig, nicht zu viel Zeit in das Studium der
Thermodynamik zu investieren und sich moglichst rasch der Statistischen
Mechanik zuzuwenden, Ich hoffe, dass die vorliegenden Vorlesungsnotizen
dies erleichtern und trotzdem eine klare Darstellung der Grundlagen der
Theorie und einige ihrer wichtigen Anwendungen vermitteln. Bei einem
so klassischen Gegenstand ist es schuwierig, originell zu sein., Wenn ge-
geniber anderen Darstellungen einige Verbesserungen erzielt worden sein
sollten, so dirfte dies hauptsdchlich auf neueren Beitrdgen von J.M.
Jauch und A.S. Wightman beruhen.

J. Ehlers danke ich fir eine Reihe von Verbesserungsvorschl&-
gen. Meinen Mitarbeitern Ruth Durrer und Narkug Heusler bin ich fir die
Suche nach Schreibfehlern und die Anfertigung des Sachwortverzeichnis-
ses zu Dank verpflichtet., Danken mdchte ich auch frau D, Oeschger fiur

ihre Mihe beim Tippen des Manuskripts.

Zidrich, August 1986
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Einleitung

"Eine Theorie ist desto eindrucksvoller, je grdsser die
Einfachheit ihrer Pré@missen ist, je verschiedenartigers
Dinge sie verkniupft und je weiter ihr Anwendungsbereich
ist, Deshalb der tiefe Eindruck, den die klassische
Thermodynamik auf mich machte, Es ist die einzige phy-
sikalische Theorie allgemeinen Inhalts, von der ich iiber-
zeugt bin, dass sie im Rahmen der Anuendbarkeit ihrer
Grundbegriffe niemals umgestossen wird (zur besonderen

Beachtung der grundsétzlichen Skeptiker),"

R, Einstein

Die Thermodynamik ist urspriinglich aus den Bedirfnissen des
Dampfmaéchinenbaues hervorgegangen,

In dieser Vorlesung behandeln wir die Thermodynamik der
Gleichgewichtszustande (Thermostatik). Es ist dies eine Rahmen-
theorie fir makroskopische Materialien, welche von deren spezifi-
schen Eigenschaften unabhdngig ist. In der Thermostatik wird kein
Bezug auf die atomistische Struktur der Materie genommen, Insbe-
sondere macht man sich keine Vorstellungen iUber die Natur der
Warme,

Die Prinzipien der Theorie beruhen auf einer gedanklichen
Analyse von wenigen einfachen (alltadglichen) Erfahrungstatsachen,
die durch zahllose Experimente gesichert sind. Die Theorie fiihrt
deshalb nur zu allgemeinen, aber dafiir sicheren Gesetzmdssigkei-
ten fiir (alle) Erscheinungen, bei denen Wirme und Temperatur
eine Rolle spielen., DBer Grad der Sicherheit zeigt sich z.B. da-
rin, dass die Thermodynamik von der Quantenrevolution nicht be-
riihrt wurde. (Auf gewisse Unterschiede, welche sich in der Spe-
ziellen und in der Allgsemeinen Relativitdtstheorie ergeben, gehen
wir in diessr Vorlesung nicht ein,)

Die vielfdltigen speziellen Eigenschaften der verschieden-
sten makroskopischen physikalischen Systemse kdnnen grundsdtzlich
erst von der statistischen Mechanik erklart werden, Diese Theorie
liefert auch eine atomistische Begrindung der Thermodynamik,
Trotzdem hat aber die phanomenologische Thermodynamik ihren ei-
genen, unvergidnglichen Wert (was auch von den zukiinftigen Mit-

telschullehrern besonders beachtet werden sollts).
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KAPITEL I, MATHEMATISCHE HILFSMITTEL

In der Thermodynamik werden nur bescheidene mathematische Hilfs-
mittel bendtigt. Besonders wichtig ist der Begriff der Differential-
form, sowie die Legendre-Transformation von konvexen funktionen,

Fir detailliertere Ausfiihrungen und gewisse Beweise verweise ich
gelegentlich mit dem Zeichen [F,ff1 auf das folgende Buch:

We Fleming, functions of Several Variables, Springer-
Verlag 1977,

l, Lineare Differentialformen

Obschon der Begriff des Differentials einer Funktion (allgemei-
ner einer Abbildung) aus der Analysis geldufig sein sollte, erinnere
ich an die genaue

DEFINITION: SEI U OFFEN INR™ UND f : U —= R EINE FUNKTION.
DIESE HEISST DIFFERENZIERBAR IN x , WENN ES EINE LINEARE ABBILDUNG
A: ' —eR GIBT, SO DASS

focky ={ed + A ol , fw o/ Ikl =0,

A ist (falls es existiert) eindeutig bestimmt und ist das Differen=~

tial von f im Punkte x , welches wir mit df (x) bezeichnen., f

ist differenzierbar in U , wenn es in jedem x & U differenzierbar

ist,
Das Differential df ist also eine Abbildung
) n\¥
df + U — L(R,R =®"Y.
. . . . i i 1 n i
Wir betrachten speziell die Funktionen 7, x (X ,.e,x ) = x~ ,
i *

i =ly0e, n . Die dx* bilden eine Basis von (W") , welche zur ka-

nonischen Basis .{el,..,en} des [R' dual ist, d.h. es ist

\
1
L
dwe(e =‘60~ _ (1.1)
Die Grisse df(x).h ist die Richtungsableitung von f in Richtung
h und es gilt

FIVON =%m w%mm

(iber doppelt vorkommende Indizes wird stets summiert)., DBeshalb ist

4L = U 60 dried.
Coxt
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Statt dtl schreibt man auch etwas inkonsequent dxl und erh3dlt da-
mit den Anschluss an die klassische Schreibuweise:

ldif = g%%%:dlxt

. (1.2)
Man beachte, dass die dx' aber nicht "infinitesimale" Grdssen sind,
sondern wohldefinierte Linearformen,

Die Zuordnung x k—t> df(x) definiert eine spezielle Diffe-

rentialform, Der allgemeine Begriff ist wie folgt erkléart,

DEFINITION: EINE IN U DEFINIERTE LINEARE DIFFERENTIALFORM (DIFFE=-
RENTIALFORM VOM GRADE 1, PFAFFESCHE FORM) IST EINE ABBILDUNG

w: U — (R

n

(1.3)

DIESE HEISST VON DER KLASSE C , WENN DIE ABBILDUNG (3) VON DER KLAS-

se c" (n30) 1IsT.

Das Produkt einer Funktion f mit einer l-Form @ ist punkt-

weise erklart,
f )60 =£6d GO
und gibt wieder eine l-form.,

o kdnnen wir nach der Basis dx’ zerlegen °
W= @, dxv (1.4)
Ist ®w von der Klasse Cn , S0 sind die 0, Funktionen der Klasse Cq

Wir nennen © exakt, falls eine Funktion f @existiert, so dass
w = df 1ist, fFalls U zusammenhd@ngend ist, ist f bis auf eine Kon-
stante eindeutig., Notwendig fir die Exaktheit von o ist offensicht-

lich die Bedingung 1)

()60;_.C2c3~

) = O, (1.5)
QX Qxi
Falls o die Gl, (5) erfiullt, nennen wir die Differentialform ge-
schlossen,
1)

Die Operation d kann man auf Differentialformen (beliebiger Stufe)

ausdehnen, Die Bedingung (5) lautet dann

&Q:O. (1.57")
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Es sei'x eine stiickweise glatte Kurve in U ., Dann ist das In-

tegral

& )
N &)(5&3)08(50(‘5 , (1.6)

bei gegebener Orientierung von‘x , unabhé&ngig von der Parametrisie-~
rung t +—» Y (t), tela,bl, der Kurve Y und ist das Linienintegral

von © l&angs x e Wir bezeichnen dieses mit

Sb’ 6. (1.7)
Bei einer Umorientierung des Weges x (Bezeichnung -X) gilt
63 = - CO. l,
S—x Sa’ (1.8)
Ist o exakt, o =df , so gilt
&d.‘ = {-(Endpunkt) - {(Anf“angsp.)' (1.9)
d :

Der folgende Satz ist wichtig (insbesondere fir die Thermody-
namik),

SATZ 1. ES SEI UCW®R' OFFEN UND o EINE 1-FORM MIT DEFINITIONS=-
BEREICH U ., DIE FOLGENDEN AUSSAGEN SIND AEQUIVALENT:

(i) o IST EXAKT.

(ii)  FUER JEDE GESCHLOSSENE KURVE ¥ IN U GILT

ch\)= 0.
(111) SIND ¥, ¥, ZUEI KURVEN IN U MIT DENSELBEN ANFANGS=
UND ENDPUNKTEN, SO GILT

yo={ e

Fir den einfachen Beueis siehe [F, Theorem 6.1].

Mit Hilfe des Stokesschen Satzes beweist man (siehe [F, Theorem
8.4]1) den

SATZ 2., WENN U EINFACH ZUSAMMENHAENGEND IST, DANN IST JEDE GE-
SCHLOSSENE 1-FORM (MIT BEREICH U) IN U EXAKT,

In Kapitel II wird sich zeigen, dass die einem System reversibel
zugefiihrte Warme durch eine l-fForm beschrieben wird, Diese ist nicht

exakt, besitzt aber einen inteqrierenden faktor im Sinne der folgenden

DEFINITION: EINE FUNKTION g IN U, MIT o(x) # 0 FUER ALLE xeU,
IST EIN INTEGRIERENDER FAKTOR DER 1-FORM ® , FALLS gw EXAKT IST,
doh. WENN GILT

gw=4£ (1.10)




FUER EINE FUNKTION f

€in fUr die Thermodynamik wichtiges Kriterium fir die Existenz
eines integrierenden Faktors werden wir im Anhang zu Kap. II beweisen,
Interessant ist auch das folgende Kriterium von Frobenius (velches wir
jedoch nicht bendtigen).
SATZ 3, a) FALLS ® EINEN INTEGRIERENDEN FAKTGR HAT, SO GILT 2)

Quy ) + zykl.,Vert, von (L, )\(}::.O (1.11)
Gré— ??—l J

b) GILT UMGEKEHRT DIE GL. (11), DANN GIBT ES ZU JEDEM x &U MIT
m(xo) # 0 EINE UMGEBUNG D , SO DASS o IN D EINEN INTEGRIE-
RENDEN FAKTOR HAT.

Beweis: a) Nach (10) ist w, = %¢3 :i . Setzt man dies in die linke
Seite von (11) ein, so heben sich die Terme paarueise weg. Wesentlich

schwieriger ist die Umkehrung b). Den Beweis dafir findet man in

(r,s7.101. O

In thermodynamischen Anwendungen missen wir Differentialformen
hdufig auf neue Koordinaten transformieren, Wir betrachten hier etuwas
allgemeiner eine differenzierbare Abbildumg w: M —%> N von einem
offenen Gebiet MCRm nach NC Rn . Auf einem offenen Gebiet UDN

sei eine 1l-Form w definiert.

DY (x)'v
Y A
y P X
@)Y
R" . R" 4
> Y = X
Fig. 1,1

3)

so kbnnen wir die l-Form o wie folgt auf M “zuriickziehen" (vgl.
Fige l.1):

(P*0YO) v = @ (@Y DOV . (1.12)

Bezeichnet De¢(x) das Differential von @ im Punkte xeM ,

2)

Im Busseren Formenkalkiil lautet die Bedingung
Co/\da)= 0. (1.11)

3) siehe ndchste Seite.,
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Offensichtlich ist die induzierte Abbildung additiv

@,y = C@y+ %W, . (1.13)

Da fir die Zusammensetzung ¢o ¢ von zwei Abbildungen @ und &
gilt

tI)(L?C>4)T>==TI>q7'-jb(b p)
entnehmen wir aus (12) .
(o ¥ = W¥o ©F (1.14)

Aus dem gleichen Grund. sowie der Definition df(x) = Df(x) fir ei~-
ne Funktion f , folgt aus (12) fir o = df :

AR V= d{(008y DOy = d (o @)V

W¥(45) = A(Lo@) = A(©¥%) (1.15)

wenn wir fuUr die transformierte Funktion fe ® auch o%f schreiben.

Aus der Definition (12) entnimmt man sofort, dass fir das Pro-

dukt fw einer Funktion f wund einer l-form w folgendes gilt

C¥(fay = @ @) . (1.16)

Aus den Regeln (13, (15) und (16) ergibt sich

. : 4 N \ . N
W0 = 0¥ dxt)= oD@ (4x }-—@(1034(60 XD )

oder \
0¥ = (w0,0@) d (x% ©). (1.17)
Schreiben wir also die Abbildung ¢ in der Form
\ of A " -
XL= w‘-(g)...)g > ) &=‘t)'..)w ) (1018)
so gilt
3)

Darunter versteht man - im Sinne einer Verallgemeinerung des Dif-
ferentials einer Funktion - die lineare Abbildung Dw(xEL(ﬂ,Rn),

welche eindeutig definiert ist durch die Gleichung
@ity = L +Decdh + ol .

In den natirlichen Basen von E@ und E{n wird Dw durch die

Jacobi~Matrix reprasentiert,
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L@‘Q)(gb = W, (el 4‘(”%33

(1.19)

= 1(ﬁ0( CEEQE B
[coz Lot di. (5] dy¥

Setzen wir also .
©*e = ( (O*Co)é dgs

so gilt fir die Komponenten von o¢*w das Transformationsgeset:z

Go"co)d (= %‘%(p @; (@ . (1.20)

In der Praxis benutzt man als Ausgangspunkt die erste Zeile von (19)
und rechnet von dort an mechanisch weiter,

Ist @ ein aorientierungstreuer Diffeomorphismus, so gilt

SB(P“CO = S‘PQS? > (1.21)

wobei @(Yf) der transformierte Weg ist. In der Tat ist nach (6) und

(12)
6- [}
| @ = [ (one ot
! a

¢ :
- S (@) DOy 3 &)dé

a

§
= S O(Ey)- CREY db = S w .
& Coy)

|
Dabei haben wir benutzt, dass Dm(x(t)x(t) der Tangentialvektor von
t p—o w(x(t)) ist,

In den thermodynamischen Anwendungen ist z.8. die reversibel
zugefihrte Wirme ein Uegintegral‘S ¢ . Die Eigenschaft (21) bedeu-
tet deshalb in physikalischer Sprag%e lediglich, dass die zugefiihrte
Wdrme nicht davon abhdngt, in welchen Koordinaten das Warmedifferen-

tial ausgedriickt wird,

Hinweis, FuUr andere Gebiete der Physik (Mechanik, allgemeine Relati-
vititstheorie) ist die Erweiterung der Begriffe auf hohere Differen-

tialformen sehr niitzlich, Eine elementare Einfihrung findet man in
[F, Kap.77.
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2. Konvexe Funktionen

Konvexe Funktionen spielen in der Thermodynamik eine wichtige
Rolle, Beispielsweise werden wir sehen, dass die innere Energie ei-

nes Systems im thermodynamischen Gleichgewicht eine konvexe Funktion
ihrer "natirlichen" Variablen ist,.

Eine Menge K(:nil ist konvex, falls die Strecke, welche zuei

beliebige Punkte von K verbindet, ebenfalls in K enthalten ist

(Fig.2.1),
./

Fig. 2.1

Der Durchschnitt jeder Kollektion von konvexen Mengen ist of-
fensichtlich wieder konvex.

Ein Punkt xeRn ist eine konvexe Kombination der (verschie=-
denen) Punkte Xiseeesx  falls

w W
X=% 'bJ'X'j P 'E\i>/0) % £j=4 (2.1)

Durch Induktion nach m beweist man leicht [F, Proposition 1.6]:

Hilfssatz 1, Eine Menge K 1ist genau dann konvex, wenn jede konvexe

Kombination von Punkten aus K in K ist,

A
Ist S eine Teilmenge von ﬁZn , SO ist die konvexe Hills S

von S die Menge aller konvexen Kombinationen von Punkten aus S

A
Zeige, dass S konvex ist und dass % die kleinste konvexe Menge
ist, welche S enthilt,

Es seien X XpreeesX y TZh verschiedene Punkte in EZ“ y SO
dass die Differenzen X =Xgreeey X =X linear unabhidngig sind,., Die
Menge der konvexen Kombinationen von Xqseees Xy ist ein r=Simplex
mit Vertizes Xg9XyreeegX @ £in 1-Simplex ist eine Strecke, ein 2-
Simplex ein DOreieck und ein 3-Simplex ein Tetraeder, Nach Hilfssatz 1
ist jeder Simplex, dessen Vertizes in einer konvexen Menge K lie-
gen, in K enthalten (vgl., Fig. 2.2).




Jeder Punktreines r-Simplexes ldsst sich egindesutig als konvexe
Kombination x = t.x, darstellen (Uebungsaufgabe). Die Zahlen
J=0
t seest. sind die Schuerpunktskoordinaten von x . Die (r-l)-dimen-

sionale Seite gegeniiber dem Vertex X5 ist die Punktmenge des Sime-

plexes mit ti= 0 . Den Beweis der folgenden Aussage findet man in
(rF, s.251.

Hilfssatz 2, Es sei S eine zusammenhdngende Teilmenge von E{n und

x eine konvexe Kombination von Punkten aus S . Dann ist x eine

konvexe Kombination von n oder weniger Punkten aus S .

Es sei K eine konvexe Menge, Ein Punkt xe&K 1ist ein Extre-
malpunkt von K , falls nicht zwei verschiedene Punkte xl,x2¢5l( und
te (0,1) existieren, so dass x = tx,+ (l-t)x2 . Es gilt

Hilfssatz 3, Es sei K eine konvexe und kompakte Menge. Dann ist je-

der Punkt von K eine konvexe Kombination von Extremalpunkten in K,
Beweis: Siehe [F, Propos. 3.8]1. [J

Eine konvexe Menge K 1liege im Definitionsbereich einer reell-
vertigen Funktion f , Die Funktion f ist auf K konvex, falls fir

beliebige x;,x,€K und t€ [0,1]:
$ (Ex+ U610 < {00+ (-D 400>

Wenn fur alle x,# x, und te (0,1) eine strikte Ungleichung gilt,

dann sagen wir f sei auf K strikte konvex,

Bilden wir die Punktmenge
k*‘.—.-{(_x,z)l xe ¥, 22{—{0} )

so ist K* eine konvexe Punktmenge von E¥1+l . Es gilt sogar [F,
Prop. 3.4] der

Hilfssatz 4, Die Funktion f ist genau dann konvex auf K
n+l

, Falls

+ . . .
K eine konvexe Teilmenge von [R ist.

Eine Funktion f ist auf K konkav, falls - f auf K konvex
ist,
Der folgende Satz ist nicht schwierig zu beweisen [F, Theorem

3.5].

SATZ 1, ES SEI K EINE OFFENE KONVEXE MENGE UND f EINE KONVEXE
FUNKTION AUF K ., DANN IST f AUF K STETIG.

Die beiden folgenden Aussagen beweist man sehr leicht [F, Prop.
3.6a, 3.6b].
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Hilfssatz 5. Oie Funktion f sei auf K differenzierbar. Dann gilt:

a) f ist genau dann auf K konvex falls
F(x)> f-‘(vxo) + df‘(xo)-(x-xo) fir alle x_,x&€K ;
b) f ist genau dann auf K strikte konvex falls

F(x) > f‘(><0) + df“(xo)-(x-xo) fir alle x_, x&K , xoaé X .

In einer Dimension gilt [F, Prop. 3.7] der
Hilfssatz 6. Sei KR ein Intervall und f eine funktion, deren

Ableitung f' (berall in K existiert, Dann gilt

a) f 1ist konvex auf K genau dann, wenn f!' auf K nicht ab-
nehmend istg

b) f ist strikte konvex genau dann, wenn f' auf K zunehmend

ist.

Im folgenden bezeichne Q die Funktion auf Kxﬁf’, definiert

durch
4 \ N
QU =0 (k) = = o k!,
43 PO 2 4
Es gilt [F, Theorem 3.6] der naheliegende

SATZ 2, SEI f VON DER KLASSE C2 AUF EINER OFFENEN KONVEXEN MENGE
K. DANN GILT

a) f IST AUF K GENAU DANN KONVEX, WENN Q(x,e)S» O IST FUER
ALLE xe&K .

b) WENN Q(x,e)>> 0 IST FUER ALLE xe& K , DANN IST f AUF K
STRIKTE KONVEX.

ENTSPRECHENDE AUSSAGEN GELTEN FUER KONKAVE FUNKTIONEN,

Wenn eine differenzierbare und konvexe Funktion f auf einer

offenen konvexen Menge K einen kritischen Punkt x & K hat, dann

nimmt f in Xq ein absolutes Minimum an, In der Tat folgt aus
dF(xo) = 0 und Hilfssatz 5a), dass f(x)> F(xo) fir alle xe& K
gilt, Ist f strikte konvex, so gibt es hochstens einen kritischen
Punkt. [Andernfalls kdnnte man mit Hilfssatz Sb) leicht einen Wider~

spruch konstruiersn.)
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3. Legendre-Transformation von konvexen Funktionen

ts sei f eine konvexe Funktion iber der konvexen Menge chn.

Dann wird die Legendretransformierte f* Q“—-»RU_{-&OO}
von f durch

£oxy = Sup [ (x,x%-Luo] (3.1)
0 xe X

Wir zeigen zuerst, dass f* wieder konvex ist:

PG+ G- ) = su(o.{’c(x )+ (4B (> —&6073
Sur{ic. COxEy-foo] + -y Lox,x* (=60 ] }

< T sup Lo - L] + (- Sup (04 -4
=t ~<€¥'(x4 3+ (4= $¥6

Fir die Diskussion der gecmetrischen Bedeutung betrachten wir zuerst

definiert,

den Fall einer Variablen, Fir ein gegebenes x* zeichne man die Ge-
rade y = x¥x und suche den Punkt x(x*), bei welchem der Graph von
f in der vertikalen Richtung am weitesten von dieser Geraden ent-
fernt ist (vgl. Fig. 3.1).

-f*(x*)+

Fig, 3.1l. Geometrische Deutung der Legendre~Transformation

4)

Wir identifizieren wie Gblich den Dualraum (TR")* mittels des

euklidischen Skalarproduktes (x,y) =:Z.xlyl mit R" .
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Dann ist f*(x¥) = x(x*).x* = f(x(x*))
Im differenzierbaren strikte konvexen Fall wird x(x*) durch

2L -Lool=o0

bestimmt, d.h. durch

x* = grad f(x) , (3.2)
» : 02¢ Q¢
[Beachte: (grad f,v) = dfsv.] Wenn die Hessesche = (—=r—
’ ‘bxl')A
nichtsinguldr ist, ldsst sich die Gl. (3.2) lokal aufliisen, x = @(x¥%)

und man erh&@lt die aus der Mechanik geldufige Legendre-Transforma-

tion, In diesem Fall gilt wegen

ALty = d (@i, x* ) — d (£ (<*Y)
=delt & wiixf—z_{; Aot — (pi,{xf
XL

die bekannte Beziehung
U¥® _ o8
Cx”' = X‘/
Qx> e >

Im strikte konvexen und differenzierbaren Fall hat die Flache
ZL=‘¥~<"12> |xek,z=fwo

in XOE:K eine Tangentialebene mit dem Normalenvektor

<grad F(xo), - l> . Fir die Punkte (x,z> auf dieser Tangen-
tialebene gilt also

( grad F(xo),-lt> . <:x-xo, z-F(xO):>)

(3.3)

oder
(x,grad F(xo)) - (xo,grad F(xo)) -z + F(xo) =0 ;
dehe
(x,grad f(x_ )) = F*(xx) . (3.4)
Daraus sieht man, dass die Tangentialebene die z-Achse in z = -F*(xg)

schneidet, (Dies verallgemeinert Fig. 3.1.)

Wenn der Graph von f gerade Sticke enth#lt, ist natirlich x
nicht eindeutig durch x* bestimmt (vgl. Fig. 3.2).
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Fig. 3.2

Die geraden Stiicke gehen in Ecken des Graphen von f¥* {iber und die

Ecken gehen in gerade Strecken iiber,

SATZ 1, IM DIFFERENZIERBAREN UND STRIKTE KONVEXEN FALL IST DIE LE-
GENDRE-TRANSFORMATION INVOLUTIV:

(F*)* = f
Beweis: Nach (3.4) ist die Tangentialebene an den Graphen :ff von f
durch den Punkt <x0,f‘(x0)> gegeben durch

2= (x5 - £°05. (5.5)

Auf Grund der Konvexitdt liegen alle Tangentialebensn unterhalb der
Flache :Z'f und bei festem x = x**¥ ist das Maximum der Ordinate =z,

bei variablem x¥* , gerade gleich f(x**) (vgl, Fig., 3.3):

F(x**%) = Max [(x*¥,x*) -~ F*(x*)],
o *

Die rechte Seite ist aber gerade (F¥)*(x**) , (O

Gl. (3.5)

%* %
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Bemerkung: Sei f(x) eine differenzierbare strikte konvexe Funktion

in einer Variablen mit der Eigenschaft, dass sich
Qf
k. 4.
* =g (X

eindeutig nach x auflBsen ldsst. Wir bilden die Funktion g(x*) =
f(x(x*)) und zeigen, dass sich daraus die urspriingliche Funktion
nicht mehr eindeutig rekonstruieren lisst. (Beim Uebergang von f
nach g geht also Information verloren, Fir die Legendre-~Transforma-
tion ist dies nicht der Fall,)

Fir gegebenes g muss f der folgenden Differentialgl., geniigen
df
Fx) = g(g;)
oder, wenn g-l die Umkehrfunktion von g bezeichnst,
df -1
o - 9 ().
Da diese Diffgl. x nicht explizite enthalt, ist mit f(x) auch
f(x+const.) eine Losung. (Die Graphen dieser verschiedenen L@sungen
gehen durch Parallelverschiebung in der x-~-Richtung auseinander hervor.)
Weitere Ergdnzungen ergeben sich aus den Uebungsaufgaben am

Schluss dieses Kapitels.

4, Der Begriff der differenzierbaren Mannigfaltigkeit

Es wird sich zeigen, dass die Gleichgewichtszustande eines
thermodynamischen Systems eine differenzierbare Mannigfaltigkeit bil-
den, Deshalb wollen wir diesen Begriff genau definieren, (Er spielt
auch z.B. in der Mechanik und in der allgemeinen Relativitatstheorie
eine zentrale Rolle,)

Es wird sich spadter zeigen, dass in der Thermodynamik der Zu-
standsraum immer als Graph einer konvexen Funktion im 1RP aufgefasst
verden kann, Deshalb erinnern wir lediglich an die Definition von Man-
nigfaltigkeiten im R .

Anschaulich gesprochen, verstshen wir unter einer k-dimensio-
nalen Untermannigfaltigkeit wvon R" eine Teilmenge von E&j , welche
lokal in geeigneten "krummen" Koordinaten wie ELk in R" aussieht

(vgl. Fige. 4.1). Die prédzise Begriffsbildung gibt die folgende

DEFINITION, EINE TEILMENGE MC®' I1ST EINE k~DIMENSIONALE cl-mAnNTG-
FALTIGKEIT voN R, FALLS FUER JEDEN PUNKT x&M DIE FOLGENDE BEDIN-
GUNG (M) ERFUELLT 1IST:
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(M) Es existiert eine offene Umgebung U von x in ug' und

ein Cl-DiFFeomorphismus v: U —b Vcan s SO dass
k
e(unm) = va (R*x {o})
={er: Xk+l= ceee = xn= 0} .

Eine solche Abbildung & heisst Karte der Untermannigfal-

tigkeit.
v _____LB. ¢ (UNM)
7
N
M
Fig, 4.1

Viele Beispiele von Cl-mannigfaltigkeiten werden durch den fol-
genden Satz geliefert,

SATZ 1, SEI U OFFEN IN IR UND f: U — Rk EINE Cl1-ABBILDUNG.
IST ve [Rk EIN REGULAERER WERT vON f [Df(w) hat Rang k1, SO IST
f'l(u) EINE UNTERMANNIGFALTIGKEIT DER DIMENSION n-k [KODIMENSION k ]J.

Beweis: Dies ergibt sich ziemlich einfach aus dem Satz iUber die Um-
kehrabbildung. Fur Einzelheiten verweisen wir z.B. auf: T, Brocker,

Analysis in mehreren Variablen, Teubner Studienbicher, 1980, C]

Ist 9: U —e= VV eine Karte um p&M , U' =UAM ,
V' = \Ir\(lkkx{o}) ,und ojuUAM = : ¢ , so ist &: U' —= V' ein Homdo-
morphismus, und ¢ besitzt die stetig differenzierbare Umkehrung ¢-l,

welche M 1lokal um p durch Koordinaten in V'C;E£< parametrisiert,

Durch Einfiuhren lokaler Koordinaten (Karten) kann man viele Begriffe
von offenen Mengen des IZn auf Mannigfaltigkeiten ibertragen, S)Bei-
spielsweise heisst eine funktion f: M —& R differenzierbar in p
falls fo ¢ s y! —=R fir eine Karte @: U —e V (und damit fir
jede) differenzierbar ist.

’

5) Fiir eine elementare Darstellung verweisen wir auf G. Nobeling,
Integralsitze der Analysis, de Gruyter Lehrbuch 1979,
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In der Thermodynamik sind die Zustandsgrossen stetige oder

differenzierbare Funktionen auf der Zustandsmannigfaltigkeit,

UEBUNGSAUFGABTEN

W
l. Es sei @ eine l=-form auf VC i und o: U —R" sei eine dif-
¥*
ferenzierbare Abbildung. Zeige, dass ¢ w geschlossen ist, wenn o
geschlossen ist.

2

2. In Rsei o = dy. Berechne ¢¥*w fir w:'l{z-—vR , w(xl,x2)=X§ + X,

3, Zeige, ,dass sich jeder Punkt eines r-Simplexes eindeutig als kon-

vexe Kombination der Vertizes darstellen ldsst,

4, Es sei f eine stetige Funktion auf einer konvexen Menge K .

Ferner sei fir alle X19 X0 & K
PR (xpex,))E 4 Flxp) + 3 F(x,) .

Zeige, dass f auf K konvex ist.

5. Bestimme die Legendre-Transformierte von f(x) = x*/a  und dedu-

ziere aus dem Ergebnis die Youngsche Ungleichung:

x.yé-i-xa+ % y? fir alle x>0, y>0, a>1, B8>1

11 _
und '&+-B-—l.
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KAPITEL II, DIE GRUNDLAGEN DER THERMODYNAMIK

In diesem Kapitel besprechen wir die grundlegenden Begriffe
und die Hauptsitze der Thermodynamik (TD). Im Interesse der Klarheit
wollen wir die Gedankenfiihrung nicht durch Anwendungen unterbrechen
und diese auf Kapitel III verschiebsen,

l. Thermodynamische Systeme und Zustande

In der TD versteht man unter einem (thermodynamischen) System

ein wohldefiniertes Teilstick der Welt, welches durch einen geschlos-
senen Rand von der Umgebung abgegrenzt, aber nicht notwendig isoliert
ist., (Z.B. ist das im Meer gel@ste Salz kein System.) Die Begrenzung
kann einen festen Korper, eine Fliussigkeit, ein Gas, oder Wirmestrah-
lung einschliessen, Sie kann reell sein, wie etwa die Innenfliche ei-
nes Gefadsses, oder auch nur gedacht, wie etwa die Oberfldche eines be-
stimmten Quantums einer Flissigkeit l).
Wichtig sind die Wechselwirkungsmoglichkeiten eines Systems

mit der Umgebung. Verhindert die Begrenzung einen Materieaustausch, so

heisst das System materiell abgeschlossen.

Wenn das System mit seiner Umgebung keine Arbeit austauschen

kann, heisst es mechanisch abgeschlossen. [Der Begriff der Arbeit wird

aus "Vortheorien" (Mechanik, Elektrodynamik) als bekanrt angesehen. ]
Auch wenn ein System mechanisch und materiell abgeschlossen
ist, ldsst es sich im allgemeinen trotzdem von der Umgebung beeinflus-
sen (Kochtopf auf heisser Kochplatte). Beispiele aus der Technik
(Thermosflasche) zeigen aber, dass es Begrenzungen gibt, welche dies
in hohem Masse verunmﬁglichen.(Von langreichweitigen Wechselwirkungen,
wie der Gravitation, wollen wir vorlaufig absehen.) Wir machen die
Idealisierung, dass es thermisch vollstidndig isoclierende Winde gibtg)

Diese heissen adiabatische Wdnde, und wenn ein System durch sine

solche Wand begrenzt wird, sagt man, es sei adiabatisch abgeschlossen.,

1) Damit ist der Begriff "thermodynamisches System" nur vage umschrie-
ben. In einer konkreten Situation wird aber ein Physiker kaum Mihe
haben zu entscheiden, ob die im Folgenden entwickelte Theorie an-
wendbar ist odser nicht.

2) Vgl., die Fussnote 4 auf S. 24.



Ein System, das mit seiner Umgebung materiell, mechanisch und

adiabatisch abgeschlossen ist, heisst isoliert (oder abgeschlessen),

Den Systemen sind bestimmte messbare Eigenschaften zugeordnet,

die den Zustand charakterisieren und deshalb Zustandsvariable oder

Zustandsgrossen genannt werden, Beispiele dafir sind Druck und Vo-

lumen, Der Zustandsraum eines thermodynamischen Systems ist im allge-
meinen sehr kompliziert, weil man zur Charakterisierung des Zustandes
eine Anzahl von Feldern benttigt. (Z.B. wird der Druck im allgemeinen
ortlich und zeitlich variabel sein.) Die Zustandsgrossen sind dann
Funktionale dieser Felder,

In der Thermostatik beschré@nkt man sich auf Gleichgewichts-

zustinde (GZ), d.h. auf Zustinde, die sich unter zeitlich unverinder-
ten Nebenbedingungen nicht mehr (oder nur "sehr langsam") &ndern. Aus
Erfahrung wissen wir, dass die GZ vom Standpunkt der makroskopischen
Beobachtung3) durch endlich viele Zustandsgrossen charakterisiert

werden, Dies leqt das folgende Postulat nahe:

Die Gleichgewichtszustdnde eines thermodynamischen
Systems 2 bilden eine endlichdimensionale differen-
zierbare Mannigfaltigkeit FB: der Klasse Cl.

Zustandsgréssen sind (stickweise) stetige oder

differenzierbare Funktionen auf M2: .

2. Die empirische Temperatur

Die ganze Warmelehre wird vom Begriff der Temperatur beherrscht

Dieser ist aus unseren Sinnesempfindungen warm und kalt sntstanden.
Eine physikalisch prdzise Definition l&sst sich nur in mehreren
Schritten geben., Kurz angedeutet werden dies die folgenden sein:

(1) Begriff der gleichen Temperatur; (2) Einfihrung einer (weitgehend
willkiirlichen) Temperaturskala; (3) Nachweis, dass diese mit der li-
nearen Ordnung "wdrmer-kilter" (welche im Anschluss an den 1. Haupt-
satz eingefithrt wird) vertriglich gewdhlt werden kann; (4) Einfihrung

der absoluten Temperaturskala im Anschluss an den 2. Hauptsatz.

3) In der ph&@nomenologischen Thermodynamik verzichtet man auf mikro-
skopische Beobachtungen, wie z.B., die Verfolgung der Bewegung
eines sehr kleinen Partikels in einer Flissigkeit (Brownsche
Bewegung). Sonst wiirden auch Fluktuationen der Observablen um
ihre Mittelwerte eine Rolle spielen,
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In dissem Abschnitt besprechen wir die Schritte (1) und (2).
Zundchst betrachten wir zwei isolierte Systeme 21 und 22 , die

beide einen GZ erreicht haben., Sodann bringen wir sie in thermischen

Kontakt, indem wir die adiabatische Trennwand durch eine diathermane

ersetzen, Im allgemeinen werden dann Verdnderungen eintreten und das
Gesamtsystem :Z£2 wird sich einem neuen Gleichgewichtszustand n&-
hern. Wir sagen dann, dass die beiden Systeme miteinander im Gleich-

gewicht sind, Fur die Mannigfaltigkeiten der GZ gilt Nz_ [
12

mzlx sz und aus Erfahrung wissen wir, dass

dim M = di i -1
im = dim l"lzl + dim NZ.2

12
Ist das Paar (21,22) der beiden urspringlichen Zustinde 2z, &M=
(i=1,2) schon in MEE y S0 treten bei der thermischen Kopplungl
keinerlei Verénderunge%zauf; die beiden Systeme sind bereits mitei~
nander im Gleichgewicht.

Fir die weitere Diskussion ist die folgende Erfahrungstat-
sache (0. Hauptsatz) wichtig:

1) Sind zwei Systeme :?l und ;Z2 miteinander im Gleich-
gewicht und herrscht zwischen :?2 und einem dritten
System 253 ebenfalls Gleichgewicht, so besteht dieses
auch zwischen den Systemen :Zl und ;?3 (Transitivitat

des thermodynamischen Gleichgewichts).

2) Falls von drei oder mehr Systemen jedes mit jedem in
thermischem Kontakt ist und sie zusammen im Gleichgewicht

sind, dann sind auch je zwel beliebig herausgegriffene

miteinander im Gleichgewicht,

Damit liegt eine Aequivalenzrelation vor und wir sagen, dass die Sy-

steme in einer Aequivalenzklasse die gleiche Temperatur haben,

Halten wir nun, mit den obigen Bezeichnungen, z2,€ Mz fest,
2

so bildet die Menge der Zustande zles N:! , welche zu z, dqui-
valent sind, eine Hyperfliche in "< 1 (Untermannigfaltigkeit
der Kodimension 1). Diese nennen wir eine Isotherme. Durch Varia-

tion wvon z, erhalten wir schliesslich eine Faserung von N::l in
Isothermen; dies ist in der folgenden Fig. 2.1 angedeutet.

Aus dem 0, Hauptsatz folgt, dass diese Faserung unabhdngig vom Ver-
gleichssystem 2 5 ist !



Isotherme

Fig. 2.1

Bie Mannigfaltigkeit der Isothermen ist eindimensional und je-

de injektive Abbildung nach iz definiert eine empirische Temperatur;

wir deuten dies in einem Diagramm an:

empirische Temperatur

Tsoz —=R

Eine empirische Temperatur ist also eine Zustandsfunktion, die auf den
isothermen Fasern konstant ist und zwei verschiedenen Fasern verschie-
dene Werte zuordnet. Die so definierten empirischen Temperaturskalen

weisen natirlich eine grosse Willkir auf, welche wir erst in Abschnitt

5 beseitigen werden,

3. Der erste Hauptsatz

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns nicht auf GZ.

Wir betrachten zunidchst beliebige Arbeitsprozesse an einem

adiabatisch abgeschlossenen System, Den Energiesatz kdnnen wir uvie

folgt formulisren:

(i) 2Zu je zwei Zustdnden 2y 9 25 gibt es einen Arbeits-

prozess, der z, in z, oder z, in z, uberfihrt,

(ii) Die damit verbundene Arbeit héngt nur vom geordneten

Paar (21’22) und nicht vom Prozess ab,
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Damit konnen wir in offensichtlicher Weise eine Zustandsfunk-

tion, die innere Energie U , definieren., Ist fir einen fest ausge-

wdhlten Zustand z, U= U0 gewdhlt, so setzen wir
u(z) = U, + A(z0 —_—t z) , (3.1)

wobei A(zo———=> z) die prozessunabhingige Arbeit am adiabatisch ab-
geschlossenen System von z, nach z bezeichnet. [Wir setzen

A(z2 ——1>'zl) = - A(zl — 22), wenn nur z; —& z, rTealisierbar
ist.] Bei einem beliebigen Arbeitsprozess z, —& z, an diesem Sy-

stem ist dann die Aenderung AU der inneren Energie gleich der
Arbeit A(zl —_ 22) :

AU = A(zl — z, ) . (3.2)
Nun konnen wir aber auch nichtadiabatische Prozesse betrachten
(Erwdrmung durch Bunsenbrenner, stc.). Dann wird die Gl. (3.2) nicht

mehr gelten, Nachdem aber die innere Energie fir jeden Zustand defi-

niert ist, konnen wir nun durch die Gleichung

AU = A(zl —c 22) + Q(zl ——=—»22) (3.3)

die dem System zugefihrte Warme definieren., Meistens bezeichnet man

In der allgemeinen Form (3.3) kdnnen wir mit diesem Satz nicht
viel anfangen, solange wir keinen konkreten Ausdruck fir A(zl-—i>-22)
haben., Darauf werden wir im ndchsten Abschnitt fir reversible quasi-

statische Prozesse eingehen.,

4) In der Thermodynamik ist es wichtig, dass man Warme und Arbeit
streng unterscheidet, obwohl im 1, Hauptsatz ihre Aequivalenz
festgestellt wird, Diese Unterscheidung 1ist nur mdglich, wenn

“man sich auf die Existenz adiabatischer Wande beruft. Diese sollen
zuar selber keine thermodynamischen Eigenschaften haben, aber
dennoch den Ausgleich von Temperaturdifferenzen verhindern,
Rehnliche Fiktionen (z.B. ideale Antikatalysatoren) werden wir
spdter bencdtigen, Fir deren Existenz kann man sich nicht wirk-
lich auf die Erfahrung berufen, und deshalb hat diese Pauli mit
Recht "Zaubermittel" genannt., Erst in der statistischen Mechanik
hat man diese Zaubermittel nicht mehr notig. In dieser ist die
Warme der jenige Anteil der Energie, der den makroskopisch nicht
beobachteten Freiheitsgraden zugeschrieben werden muss, UWas
aber makroskopisch beobachtet wird, hangt wesentlich von den
Beobachtungsmdglichkeiten ab. Darum ist die W&rme, und damit
die Entropie (s.u.), in der statistischen Mechanik streng ge-
nommen immer nur relativ zu einem makroskopischen Beobachter
definiert,

4)

(3.3) als den Energiesatz, bzw. den ersten Hauptsatz der Thermodynamik,
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An dieser Stelle wollen wir noch die lineare Ordnung "wdrmer-
kidlter" besprecher und den auf S, 18 angekiindigten Schritt (3) durch-
fihren,

Wir betrachten zwei Systeme :Zl und 2?2 in den GZ z, und
z, und bringen sie miteinander so in thermischen Kontakt, dass sie
aufeinander keine Arbeit ausiben. Uir sagerlzzl sel warmer als:Z2
(:Ez kdlter als :El)’ venn anschliessend :Zl Wdrme verliert und da-
mit 2?2 auf Grund des Energiesatzes Wdrme gewinnt, Dafir schreiben
wir avch z;32, (2255 Zl)' Natiyrlich ist 2z; =z, , wenn z; und
zur gleichen Temperatur gehdren,

22

Wir zeigen nun, dass dadurch eine lineare Ordnung (&) defi-
niert wird. Nichttrivial ist lediglich die Transitivitdt von << . UWir
nehmen an, diese gelte nicht und konstruieren einen Widerspruch zum
2, Teil des 0., Hauptsatzes., Uirde die Transitivitdt nicht gelten, so
miisste es Zustidnde zZ19 24 und z; von drei Systemeru:fl ,_:?2 und
:2:3 geben, so dass Z21>2,°>24 und 23:> zy gilt. Dann ist aber
der Wdarmeaustausch bei thermischer Kopplung wie in der folgenden fig.

3.1 angedeutet.

25,2,

Fig, 3.1

Durch geeignete Wahl der thermischen Kopplung kdnnten wir erreichen,
dass das zusammengesetzte System in einem ("dynamischen") Gleichge-

wicht ist, im Widerspruch zum 2., Teil des 0, Hauptsatzes,

Die isothermen fasern der Zustandsmannigfaltigkeit sind damit
linear geordnet. Wir lassen nur solche empirische Temperaturen € =zu,
welche diese Ordnung respektieren: aus z;3» z, soll 9(21);;. 9(22)
folgen.,



4, Reversible Aenderungen, Differentialform der reversiblen Arbeit

Bei einer Zustandsanderung eines Systems lasst sich die van
aussen geleistete Arbeit nur dann einfach berechnen, wenn der Prozess
gewisse idealisierende Bedingungen erfiillt, Dies wollen wir uns an ei-

nem Beispiel klarmachen.

Dazu denken wir uns ein Gas in einem zylindrischen Gef3dss vom
Querschnitt F, das z.B. von adiabatischen Wdnden eingeschlossen und
nach oben durch einen gewichtslosen Kolben abgedeckt ist (vgl. Fig,
4,1), Der Kolben werde durch eine Kraft (Gewicht) der Grésse p-F
(p = Gasdruck) gegen den Gasdruck im Gleichgewicht gehalten,
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Fige 4.1

Bei Verdnderungen des Volumens V ist die von aussen geleistete Ar-
beit nur dann gleich dem Integral der Differentialform - pdV, wenn die
folgenden Bedingungen erfillt sind,

Zundchst muss der Prozess gquasistatisch sein, d.h., "unendlich"

langsam verlaufen, damit das Gas stdndig im Gleichgewicht ist. Anson-
sten missten wir den Aussendruck p' # p(V) widhlen. Bei einer Pro-
zessfihrung mit endlicher Geschwindigkeit kd@men auch noch andere Ef-
fekte ins Spiel (z.B. misste man die kinetische Energie der an den
Stempel angrenzenden Gasmassen beriicksichtigen). Ferner darf bei der
Zustandsdndsrung keine Reibung auftreten, Sonst miisste bei der Kom~
pression des Gases p's p(V¥) und bei der Expansion p'« p(V) sein.
Wenn beide Bedingungen erfillt sind, sprechen wir von einer
reversiblen Zustandsénderung. Allgemein definieren wir 5): Ein Pro-

zess ist reversibel, wenn er quasistatisch ist und ausserdem seine

5) In der Literatur werdsn "quasistatisch" und "reversibel" haufig
als nahezu synonym verwendet,
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Richtung in jedem Moment durch eine infinitesimale Aenderung einer
Systemeigenschaft umgekehrt werden kann,

Ein quasistatischer Prozess braucht nicht reversibel zu sein !
Beispiele: (1) Wirmeaustausch zwischen zwei Kdrpern mit verschiedenen
Temperaturen, der durch Einfihrung eines thermischen Widerstandes ver-
zogert wird. (2) Entladung eines Kondensators iber einen sehr grossen
Widerstand,

Der idealisierte Begriff des reversiblen Prozesses ist fir
das Folgende von grundlegender Bedeutung.

Bei einer reversiblen Zustands&nderung eines Systemsz l3angs
eines lWeges XC Hz ist die am System geleistete Arbeit von der Form

A=IXQ( y, (4.1)

wobeli o 'eine l=-Form auf FEE ist, Wir nennen sie die Differential-

form der reversiblen Arbeit. Im obigen Beispiel war

o = - pdV . (4.2)

Weitere Beispiele werden wir spdter betrachten. Im Moment stellen wir
uns auf den Standpunkt, dass die Differentialform o« aus Vortheorien
(Mechanik, Elektrodynamik) bekannt ist. Dies bedeutet, dass es eine

Darstellung

n
o = dx® (4.3)
2 g

gibt, in welcher die Zustandsgrossen Y und x' eine aus Vortheo-

rien bekannte Bedeutung haben., Die x* nennen wir die Arbeitskoordi-

naten und die Y die zugeordneten Arbeitskoeffizienten, Letztere

konnen grundsdtzlich durch statische Kraftmessungen bestimmt werden.,
Hdufig bilden die x1  und die Temperatur (oder die innere
Energie) zusammen ein Koordinatensystem von NE:’ d.he dim M = n+l,

=

Wir sprechen dann von einem einfachen System,

Die Funktionen
i n
Yi = Yi(ey X gee9 X ) (404)

werden Zustandsgleichungen genannt,

Durch
o = dU - o« (4.5)

definieren wir die Differentialform der reversiblen W&rme 6)

6) In der Literatur schreibt man dafir dQ, 8Q oder dQ. Ich halte
mich nicht an diesen ehrwiirdigen Brauch, da eine nicht exakte Dif-
ferentialform nicht ein "irgendwie geartetes d, & ... von etuas"
iste Mit 608 werde ich eine Variation w(g) von “w bezeichnen,
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Mit dieser wird sich der 2. Hauptsatz befassen,

Bei einem reversiblen Prozess ist die dem System zugefiihrte
Wérme nach dem ersten Hauptsatz

Q:r gg(.!). (4.6)
Fir die Differentialformen dU, o, w machen wir die folgende plau-
sible Additivitdtsannahme:
Fir zwei Systeme in thermischem Kontakt sind die
] Differentialformen dU wund o additiv.

Aus (4.5) folgt, dass auch ® additiv ist.

Diese Annahme ist natirlich nur sinnvoll, wenn Oberfldchen-

effekte vernachlédssigbar sind, was z.,B. bei der Tropfchenbildung nicht
der Fall ist,.

5. Der zweite Hauptsatz

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass aus der Unmdglichkeit ei-
nes Perpetuum mobile zweiter Art die Existenz eines integrierenden
Nenners fir die Differentialform w®w der reversiblen Warme folgt,

o =T dS , (5.1)

wobei dieser eine universelle Funktion allein der empirischen Tempe-

ratur @ ist, T ist die absolute Temperatur, Diese ist bis auf eine

Proportionalitdtskonstante eindeutig. Die Zustandsgrisse S ist die
Entropie.

Wir leiten dieses Resultat auf zwei Arten ab., Zundchst geben
wir den lehrreichen Carnot-Clausiusschen Beuweis, welcher in allen
Lehrbichern zu finden ist. Im Anhang zu diesem Kapitel wird eine ana-

lytische Ableitung durchgefihrt, welche zumindest mathematisch befrie-
digender ist,

A, Formulierungen des zweiten Hauptsatzes

Es gibt Prozesse, die nach dem 1, Hauptsatz moglich sind, aber doch in
der Natur nie vorkommen, Z.B. hat man nie beobachtet, dass sich ein
Stein plotzlich abkiihlt und dabei hochhebt, Natirliche Prozesse sind
streng genommen immer irreversibel, d.h., es ist unméglich, den Pro-

zess ohne Verdnderung in der Umgebung (ohne Kompensation) riickgéngig




zu machen., Beispielsweise sind die innere Reibung und die Warmeleitung
irreversible Prozesse,

In der Natur nicht vorkommende Prozesse werden durch die folgen=-

den Aussagen erfasst,

Clausius (1854): "Es kann nie Wdrme aus einem kdlteren

in einen warmersen Korper uUbergehen, wenn nicht gleich-
zeitig eine andere damit zusammenhd&ngende Aenderung

gintritt."”

Planck (Thomson): "Es ist unmdglich, eine periodisch funk-

tionierende Maschine zu konstruieren, die weiter nichts
bewirkt als Hebung einer Last und Abkiihlung eines Wirme-
reservoirs.," (Unmdglichkeit eines Perpetuum mobile zweiter
Art.)

Diese beiden Aussagen sind aquivalent, Das sieht man so:

(i) uirde die Plancksche Aussage nicht gelten (gibe es also ein Per-
petuum mobile zweiter Art), so kdnnte man die aus der Abkihlung des
Warmereservoirs gewonnene Arbeit in einem wd@rmeren Korper wieder in
Warme verwandeln und deshalb wdre auch die Aussage von Clausius
falsch.

(ii) Angenommen die Aussage von Clausius wdre falsch. Dann kdnnten
wir eine Maschine (d.h. ein thermodynamisches System, das eine zyk-
lische Zustandsinderung durchlduft) konstruieren, die folgendes macht.
Dem wdrmeren Kodrper wird die Warmemenge Ql entnommen und dem kilte-
ren die Warme 02 abgegeben, Die dabei von der Maschine geleistete
Arbeit ist A = Ql- 02 . Uebertrigt man anschliessend (entgegen der
Aussage von Clausius) die Wdrme Q2 vom kiihleren Speicher in den
wdrmeren Speicher, so bleibt als einzige Aenderung die vollstdndige
Umwandlung der Warme Ql- 02 des wa@rmeren Korpers in Arbeit, Dies

viderspricht aber der Aussage von Planck,

B, Der Carnotsche Kreisprozess

Aus der Unmoglichkeit eines Perpetuum mobile zweiter Art ziehen uvir
nun wichtige Konsequenzen, Dazu untersuchen wir den Wirkungsgrad der
Carnot-Maschine.,

Der Carnotsche Kreisprozess an einem belisbigen Medium ver-

lduft auf reversible Weise wie folgt (vgl. Figur 5.1).
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Fige 5.1. Der Carnot-Prozess

Vom Anfangszustand Vl’ Bl ausgehend wird das Volumen im Kontakt

mit einem ersten Wirmebad 7) (Temperatur Gl) isotherm auf das Vo-

lumen Vi expandiert, Dabei wird dem Warmebad die ldrme Ql ent-
nommen,

Der Kontakt mit dem Warmebad wird gelost und das System adiabatisch

auf das Volumen Vé expandiert, Da auch die adiabatische Expan-
sion mit einer Arbeitsabgabe nach aussen verbunden ist, muss sich
die innere tnergie verringern, und die Temperatur sinkt auf die

Temperatur 62 eines zweiten Warmebades.

Im Kontakt mit dem zweiten W&armebad komprimieren wir das Volumen

von Vé isotherm auf V2 . Es wird dabeil die W&rme 8) 52 an das

zweite Warmebad abgegeben.

Wir komprimieren schliesslich adiabatisch vom Volumen V2 zum Vo=

lumen V1 » Dadurch wird die Temperatur wieder auf 91 erhoht, Mit

diesem Schritt ist der Ausgangszustand wieder erreicht und eine

Periode des Arbeitsvorganges vollendet.

7)

Ein Warmereservoir wird stets so gross angenommen, dass die Warme-
abgabe oder Warmeaufnahme seinen Zustand nur vernachlédssigbar
wenig &dndert,

Rechnen wir die nach aussen_abgegebene Warme, bzw. Arbeit positiv,
so bezeichnen wir sie mit Q bzw. A .



Aus dem Energiesatz folgt

AU =0 =A + Q , Q = Ql- 02 = Ql + 02
oder
A=-A=Ql-02=Ql+Q20

Der thermische Wirkungsgrad einer Maschine ist das Verhdltnis aus ab-

gegebener Arbeit und zugefihrter Warmemenge

= Q
% t= -g— =1 - a‘g . (5’2)
1 1
Dieser liegt zwischen.null und eins., Fur n.= 1 wére 32 = 0 und da-

mit h&tten wir ein Perpetuum mobile 2, Art.
Wir beweisen nun den folgenden

SATZ (Carnot 1824)., a) KEINE MASCHINE, DIE ZWISCHEN ZWEI WAERME=-
SPEICHERN (MIT ZWEI VORGEGEBENEN TEMPERATUREN) ARBEITET, HAT EINEN
BESSEREN WIRKUNGSGRAD ALS DIE CARNOT-MASCHINE,

b) FUER ALLE REVERSIBLEN MASCHINEN ZWISCHEN DEN BEIDEN WAERMERESER-
VOIRS IST DER WIRKUNGSGRAD GLEICH,

Beweis: Beniutzt man eine Carnot-Maschine C in umgsekehrter Richtung, so
wirkt sie als W&drmepumpe, indem sie die Warmemenge 02 dem Warmere-
servoir mit der niedrigeren Temperatur 92 entnimmt und im Warmebe-
1 1 abgibt. Die dabei

dem Arbeitsmedium der Carnot-Maschine zugefihrte Arbeit ist

A = ')[Q _lTQ

Nun lassen wir zwischen den gleichen Reservoiren eine beliebige Ma-

hilter mit der Temperatur © die Warmemenge Q

schine X mit dem Wirkungsgrad q(' laufen, Fir die in der Abbildung

5.2 eingefihrten Grossen gilt
-/

/ / ! ,__ GDZ
}\ ==’Y GQA ) al - (l{

Benutzen wir nun C, um die von X bei 02 abgegebene Wiarme ﬁé vie=-

der auf 91 hinaufzupumpen (ﬁé = 02) , 50 bendtigen wir die Pump-

Ae T = (4D
A~y A~y

arbeit

Die gesamte, aus beiden Maschinen gewonnene Arbeit ist daher



A

[/

Qq V 61 A
beliebige Carnot—Maschine
_ Maschine als Warmepumpe
A' X C A
Q,\ QZ/K

A = A- A=[f7

4.

'>]©.—_—l_’l_©

Da das kihlere Warmereservoir seinen Anfangszustand wieder erreicht

hat, muss nach der Planckschen Aussage

'ﬁ"}l)

da Qi

SN,

Ages <. 0 sein, Daraus folgt

(5.3)

positiv und 'l[<l ist, Damit ist Teil a) des Satzes bewie-

Wir nehmen nun an, die Maschine durchlaufe einen reversiblen

Kreisprozess, Dann gilt auch die umgekehrte Ungleichung =

)

— y

denn wir konnen nun X als Pumpe mit dem gleichen Wirkungsgrad 'Q/

und die Carnot-Maschine in der urspringlichen Richtung laufen lassen

(in Fig. 5.2 sind alle Pfeilrichtungen umzudrehen),

Damit ist ='l("

q['<:fn- muss der Kreisprozess in X irreversibel sein.
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C. Die absolute Temperatur

Nach dem Satz von Carnot gibt es eine universelle Funktion F(Brﬂz),
so dass fir alle reversiblen Maschinen, die zwischen zwei Reservoiren

mit den Temperaturen @ und @ arbsiten, folgendes gilt:
1 2

=

L =r(0,,0,) . (5.4)
T 1?72

2
Um iiber die Funktion f weitere Aussagen zuy erhalten, ziehen wir noch
gein weiteres Wirmebad heran und betrachten mit zwei Carnot-Maschinen

die folgende Anordnung (Fig. 5.3).

1
Q ©
Q,

2
Q, ©e
Q

3 2 0,

Fige 5.3

Die Maschinen sind so gewdhlt, dass 52 = 02 ist, Es gilt

Ql 02 Ql
- = f(el’GZ) r =T F(62793)) - = F(el’e;’)) .
. Us 05
Daraus ergibt sich
F(8,,0,) 7(8,,8,) = £(0,,83) . (5.5)

Da 62 eine unabhidngige Variable ist, die nur links erscheint, muss
F(Bl,ez) = m(ef/w(ez), mit einer monotonen Funktion ¢ , sein 9). Es
gilt also

4 o(8,)

g, (8]

wobei (@) eine universelle monotone Funktion ist,

9)F'Lir ein festes GD sei 9(@):= F(G,GO). Aus (5.5) folgt

F(G,Sl)m(el) = 0(@) , deh. die Behauptung ergibt sich ohne weitere
Annahmen aus der Funktionalgleichung.
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Wir definieren die absolute Temperaturskala T proportional zu
©(®) . Dann ist

Q T

1
EE = T; (5.7)

und der Carnotsche Wirkungsgrad (5.2) ist

QL== 4~ tEE— < 1.

.Tk (5.8)

Die absolute Temperatur ist eindeutig festgelegt, wenn wir in (5.7)
fir das zweite Wdrmereservoir z.B, ein System aus Eis, Wasser und
Wasserdampf (Tripelpunkt von Wasser) wihlen und T2 irgenduie fest-
setzen,

Es ist sehr wichtig, dass diese Temperaturmessung von keiner
speziellen Substanz abhidngt, Wegen q1<:1 ist T>01¢

D, Die Entropie

Nun beweisen wir den zentralen

SATZ (Clausius). BEI EINEM BELIEBIGEN REVERSIBLEN KREISPROZESS GILT
DIE GLEICHUNG é

% = 0, (5.9)

WOBEI SICH DAS INTEGRAL UEBER EINEN VOLLEN ZYKLUS ERSTRECKT.

Beweis: UWir denken uns den Kreisprozess am System 2. durch geeignete
reversible isotherme und adiabatische Schritte angendhert (vgl. die
Abb. 5.4). Das System =. wuird wihrend der Zustandsd@nderung nacheinan-
der mit Warmereservoiren, welche die gleiche Temperatur Tl,...,Tn
haben wie sie das System wdhrend der isothermen Schritte hat, in Kon-
takt gebracht, wobei Q; die Warmemenge ist, die das System S im
i-ten Schritt aus dem i-ten Speicher aufnimmt. Wir fiigen dieser An-
ordnung noch n Carnot-Maschinen (Ci) hinzu, die zwischen T, und
T, (T0:> Ti) arbeiten. Die verschiedenen aufgenommenen und abgegebe-
nen Wd&rmemengen sind in der fig. 5.4 eingezeichnet. Dabei wlhlen wir

5{ = Q, ., Fir jede dieser Carnot-Maschinen gilt nach (5.7)

1
0 o}
Oi T0 Qi To
= =7 = 37 = T °
D{ i i i

(Das Vorzeichen der Wirmemengen bezieht sich auf die jeweiligen Ma~
schinen,) Fir die gestrichelt eingerahmte Anordnung gilt deshalb: Die

n Warmespeicher Tl,...,Tn bleiben nach einem vollen Zyklus unver-
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Warmereservoir T,

Arbeitsreservoir

o
1. Hauptsatz: A, + A + ZQi =0
2, Hauptsatz: ZAi + A0

Fige. 5.4

andert; lediglich vom Ressrvoir T0 vird den Carnot-Maschinen die

n n Q.
o i
Qo :=§ Qi = T Z T

[a] . .
i=1 i

Warme

zugefithrt und vollstdndig in Arbeit verwandelt. Dies ist nach der

Planckschen Formulierung des 2. Hauptsatzes nur mdglich, wenn Qofs 0

iste. Da TJ)-O ist, folgt

n Qi UO
2:..; === S0, (5.10)
1= 1 [s]

Dies beweist (nach einem Grenziibergang)

&%éo.
n

Dasselbe gilt auch fiir den umgekehrten Prozess und somit folgt (5.9).
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Bemerkung. Aus der Herleitung geht hervor, dass die Ungleichung

(5.10) auch fir irreversible Prozesse gilt. Das System wird dabei

zuar keine wohldefinierte Temperatur haben., Es geniigt aber, dass die
Korper, aus denen die Warme bezogen wird, eine bestimmte Temperatur
(Ti in (5.10)) besitzen, Lisst sich in (5.10) der Limes zu einer kon-
tinuierlichen Folge von Prozessen durchfihren, so erhalten wir die

Ungleichung von Clausius:

Q
&76—3 = T—ZS 0. (5.10")

(Beachte, dass #Q fir irreversible Prozesse - genau so wenig wie die

zugefiihrte Arbeit - als Differentialform aufgefasst werden kann.,)

Aus (5.9) folgt (vgl. Satz 1 auf S. 4), dass eine Zustandsfunk-
tion S wexistiert, so dass
T = dS (5.11)

ist, doshe T ist ein integrierender Nenner des reversiblen Warme-
differentials. (Umgekehrt ist (5.9) eine Konsequenz von (5.11).)
Aus (4.3), (4.5) und (5.11) folgt die wichtige Relation von

Gibbs:

n
du = TdS + :>: ) Y; dx® . (5.12)
i=1

Besteht der geschlossene Weg in (5.10') aus einem irreversib-

len Prozess von zy > z, und einem reversiblen Prozess von
z, —™ z; , so ergibt sich mit (5.11) die Ungleichung
z z
2 a 2
- el =2 53
5(22) - S(zl) = = - T = S- = . (5.13)
21 2

E. Gleichheit der Idealgas-Temperaturskala und der

absoluten Temperaturskala

Die Temperaturskala Tg des idealen Gasgesetzes ist so festgelegt,
dass (Boyle)
p = (D) (N: Molzahl).

Ferner ist fir ein ideales Gas die innere Energie nur eine Funktion
von T (Joule). Deshalb qilt nach (5.12) und (4.2)

_ 1 dy
ds = = (pdv + T dT)
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und folglich

T,.(T)
QS _p _ RN g
QU - TV T
s _ 1 du
QT ~ T T
ARus diesen beiden Gleichungen folgt
s o an g JolD)
QVeT - T v dT T ’

d.h. Tg(T) = const + T . Bei geeigneter Wahl der Einheiten ist Tg: T
und folglich gilt

pV = NRT, (5.14)

In den Uebungen werden wir den Zusammenhang von empirischer und abso-
luter Temperatur noch vertiefen., T(@) ist, wie wir sehen werden,

. 2] QU .
schon bestimmt, wenn (FT%)V und (FTV)O bekannt sind.

F. Extremaleigenschaft der Entropie

FiGr die Untersuchung der Gleichgewichtszustdnde ist es wichtig, zum

Vergleich auch gehemmte Gleichgewichte zu betrachten, Darunter ver-

stehen wir Zustdnde eines Systems, welches aus einer Anzahl von Teil-
systemen besteht, von denen jedes fir sich im Gleichgewicht ist. Durch
kiinstliche Vorrichtungen sollen diese Teilsysteme daran gehindert wer-
den, miteinander zu reagisren, Man denke z.B. an eine undurchlidssige
Wand, welche zwei Gasphasen trennt und deren Mischung unméglich macht.
Entfernt man eine solche Wand, was mit beliebig kleiner Arbeit ge-
schehen kann, so setzt ein irreversibler Prozess ein, bis ein neuer
Gleichgewichtszustand erreicht ist., Oder es handle sich um zwei Stoffe,
welche sich unter gewissen Bedingungen nicht chemisch verbinden kon-
nen, dazu aber durch Hinzufigung eines Katalysators bef&higt werdsn.
Dieser nimmt am Energieaustausch nicht teil, aber ermoglicht einen ir-
reversiblen chemischen Prozess und den Uebergang in einen neuen Gleich-
gewichtszustand., Ueber die Einzelheiten dieses Prozesses sagt der 2.
Hauptsatz nichts aus. (Es ist auch nicht klar, was die Entropie eines
Nichtgleichgewichtszustandes ist.) Aber er erlaubt uns, iber die En-
tropiednderung beim Uebergang Aussagen zu machen,

Als Beispiel betrachten wir die Entropievermehrung bei der W&r-
meleitung.

' ). ! ! ! ! 1 )
Anfangszustand (zl, 22)- Z1» Tl Zor T2 Tl * T2

Teilsystem 1 Teilsystem 2
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Ein Wérmeleiter hebt die Hemmung gegeniiber der Temperatur auf,

Endzustand (zl,zz): 2y, T T, =T

1 2 1 2.

Zl,

Um die Entropiednderung zu berechnen, esntfernen wir jetzt den Warme-

lgiter und bringen in einem reversiblen Prozess das System wieder in

den Anfangszustand zuriick, Dazu benutzen wir die Anordnung der Fiaq,

5.4 - wir nennen sie die Standardanordnung. Dann wird vom Warmereser-

voir (To) die Wérme Q_ , bestimmt durch

1 1
a, Fl oy 2 w,
T J’ T ¥ j. o = 51(2]) = 5,(z)) + S,(z3) - 5;(2,)
0 z] 1 z, 2.

(5.15)
abgefuhrt und vollstdandig in Arbeit veruwandelt., Der zueite Hauptsatz
verlangt Qofs 0, doh,

Sl(zi) + Sz(zé) < sl(zl) + 52(22) . (5.16)
Definieren wir die Entropie im Anfangszustand additiv
S = 5l + S2 ’ (5.17)

so kann nach (5,16) fir ein isoliertes System die Entropie bei sinem

spontanen Prozess nicht abnehmen:

AS =0 (fur isoliertes System). (5.18)

Dies ist der 2. Teil des 2. Hauptsatzes. In (5.18) gilt das Gleich-

heitszeichen fir reversible Prozesse. Die Entropiezunahme ist ein Mass

fir die Irreversibilitat,

6. Intensive und extensive Grossen, Konkavitdt der Entropie

Als neue Variable eines reinen Stoffes fiihren wir jetzt noch
die Substanzmenge N (Molzahl) ein. (Die folgenden Ueberlegungen wer-
den in E;III.S.l auf Gemische verallgemeinert.)

Nach dem Postulat auf S. 25 ist dU additiv. Durch eine geeig-
nete Normierung konnen wir auch U additiv wdhlen, Dazu geniigt es, in
einem homogensn Standardzustand (pO,TO) die innere Energie propor-

tional zu N zu wihlen: U(p_,T_ N)= U_ N 10),

o)

10) siehe ndchste Seite.
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Da - nach dem gleichen Postulat - auch o additiv ist, ist
fur zwei Systeme in thermischem Kontakt auch dS additiv. Setzen wir

im homogenen Standardzustand S(po’To’N) = S, N, so ist auch S addi-
tiv,

Jeder GZ einer reinen Substanz ist durch (U,V,N) =: X eindeu-
tig charakterisiert., Die Menge der GZ bildet einen Kegel K , d.h, es
gilt

(i) 2xeKk , fir X€K , D >0 ;

(ii) Xy + X,€K , falls X;, X, € K .

11)

Eine Zustandsgrdsse dP(X) heisst intensiv, wenn 4> homogen vom

Grade 0 ist und extensiv, uenn<¥ homogen vom Grade 1 ist.
Beispiele: p, T sind intensiv und S ist extensiv (Folge der Addi-
tivitdt).

Wir zeigen nun, dass die Entropie konkav ist, Dazu betrachten

wir wieder zwei isolierte Systeme, 1 und 2, aus der gleichen reinen

Substanz, welche beide fir sich im Gleichgewicht sind. Ihre Entropien,
inneren Energien, Volumina und Molzahlen seien (Sl,Ul,Vl,Nl), bzu.
(SZ’UZ’VZ’N2)° Nun bringen wir die beiden Systeme in Kontakt (sehr
durchlédssige Wand). Im spontan sich einstellenden Endzustand seien die
entsprechenden Grossen S,U,V,N; dabei gilt

1 9 V = Ul+ V2 ’ N = Nl+ N2 -

10) Damit diese Bemerkungen nicht als blosse Selbstverstédndlichkeiten

genommen werden, sei darauf hingewiesen, dass fir ein selbstgravi-
tierendes System die innere Energie nicht proportional zur Teil-
chenzahl ist, Mit wachsender Teilchenzahl wird z.B. fir T = 0 der
Zustand des Systems (Weisser Zuwerg, Neutronenstern) zunehmend kon-
densierter, Die Tatsache, dass fir ein Stick homogener makrosko=-
pischer Materie (bei vernachl#@ssigbarer Figengravitation) die in-
nere Energie proportiomal zu N 1ist, beruht wesentlich darauf,
dass sich die elektromagnetischen Wechselwirkungen weitgehend
neutralisieren. Entscheidend ist aber auch das Pauliprinzip fur
die Elektronen,

Auf der Basis der Quantenmechanik haben wir heute ein fundamen-
tales Verstandnis fir den extensiven Charakter der inneren Energie.

11) Wir nennen eine Funktion f , welche in einem Gebiet des EZ“ de~-

finiert ist, homogen vom Grade p )Falls

F(hx) =2 F(x), fur NSO . (6.1)
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1 2

X1’=(U1'V1 ’N1)tS1 X2:=(U2’V2’N2)’SZ

NN <=

X=(U,V,N),S; X=X+X,

Ich behaupte, dass die Summe der Entropien im Anfangszustand kleiner
ist als S5 , Der Beweis verlduft wie in Abschnitt S5.,F. Wir fihren das
System in zwei Schritten wieder in den Anfangszustand zuriick. Zun&chst
trennen wir dieses in zwei Teilsysteme mit den Substanzmengen Nl’ N
und den Entropien Si ’ Sé . Dies ldsst sich adiabatisch, d.h. ohne

Entropievermehrung durchfihren., Wegen der Additivitdt der Entropie ist

2

S = Si + Sé » Mit der Standardanordnung (Fig. 5.4) fihren wir in ei-
nem zweiten Schritt jedes System in seinen Anfangszustand zurick. Aus
dem zweiten Hauptsatz folgt (wie auf S. 3S)

S, X))+ Sl(X,_) < S:-L Sla_ = g()() = SQX‘C“X?D .

Nun miissen aber offenbar Sl ’ S2 und S dieselben Funktionen sein.

Weil ausserdem S extensiv ist, gilt deshalb
+X {
S(Xeke)y L [SHO+SED ] oo

Daraus folgt aber die Konkavitdt der Entropie., Durch Induktion nach k
beweist man namlich leicht die Giltigkeit von

S(t X4 +{a-t) Xz.)>/ t SLXA}F (A—E) SO(;_)

fir t = j/2k y J = D,l,...,2k . Aus Stetigkeitsgrinden gilt deshalb

diese Ungleichung fur beliebige t & [0,1] »
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7. Thermodynamische Potentiale, Extremalprinzipien

In diesem Abschnitt entwickeln wir die analytischen Methoden,
mit denen wir thermodynamische Probleme ldsen werden, Der Einfachheit

halber betrachten wir nur ein einkomponentiges Fluidum in Abuesenheit

von dusseren fFeldern, Verallgemeinerungen auf kompliziertere Systeme
erfolgen in Kapitel III,

A, Die Entropie

Wir fassen zundchst die bisherigen Ergebnisse zusammen,

Jeder GZ ist durch die extensiven Koordinaten U (innere Ener-
gie) V (Volumen)und N (Molzahl) eindeutig charakterisiert 12); Be-
zeichnung X = (U,V,N). Die Menge der GZ bildet einen konvexen Kegel,
Darauf ist die Entropie eine homogene funktion vom 1, Grade und aus-
serdem konkav:

SC)\X>=9\SO(>/ 2> 0 s (7.1)
SU"X‘+(4—{7)X2> > + S +(-b) SKL) . (7.2)

ogcteq

Ferner ist S differenzierbar; das Differential

dS = L dUy fdv- AdN

liefert die Temperatur T , den Druck p und das chemische Potential
/L des fFluidums:

W _AS\  _p RSy
%=(E)T5 V:.;O 7/ _-?F-(-CT\-/—>U)N) —B_r- (QU WAY, (7.4)

S ist (fur feste V,N) eine monoton wachsende Funktion von U , da-

(7.3)

mit die Temperatur positiv ist, Wenn der thermodynamische Druck eben-
falls positiv ist, so muss S5 (fir feste U,N) eine monoton wach-
sende funktion in V sein,

S als Funktion von U,V,N beschreibt die ganze Thermodynamik,
nédmlich durch die Zustandsgleichungen, welche p, T und /L als Funk=

tionen von U,V,N ausdriicken., Durch weitere Ableitungen erhilt man

12) Man beachte, dass z.B., (p,V,N) fir H,0 bei p = 1 atm in der

Umgebung des Dichtemaximums bei 4°C gottlob keine guten Koordi-
naten sind (vgl. Fig.). \

Isobare bei p = 1 atm

—> T

aC
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die spezifischen Warmen und andere wichtige Gréssen,

Jede Funktion S mit den oben aufgefithrten Eigenschaften defi-
niert eine mégliche TD, welche durch den Rahmen der Hauptsd@tze abge-
steckt wird. (Fiur ein konkretes System kann S grunds&dtzlich erst in
der statistischen Mechanik berechnet werden,)

Aus (7.1) und (7.2) folgt

SEO= 34, [SUp+SED ] (7.5)
O(n)(f-)()

Das sieht man so. Zundchst folgt aus (7.1): S(%)+S(%) = 2x%5(X) = s(x),
d.h. es ist S(X) <& sup [s(xl)+s(xzﬂ. Anderseits folgt aus (7.2) fur

X+X
=4 : 5

) > % s(X)+ % s(x,) , also mit (7.1) die Subadditivi-

tat s(x) = s(xl+x2);>,s(xl)+ s(x2) . Daraus ergibt sich die Behaup-
tung.

(7.5) hat die folgende Interpretation. Betrachten wir die-
selbe Situation wie in Fig. 6.1, so liegt nur ein thermodynamisches
Gleichgewicht fir das gekoppelte System vor, wenn S(Xl) + S(X-Xl)
als fFunktion von Xl ein Maximum hat, Die aufgezdhlten Eigenschaften

der Entropie implizieren also das folgende Extremalprinzip:

DIE ENTROPIE IM GLEICHGEWICHTSZUSTAND IST MAXIMAL IM VER-
GLEICH ZU DEN ENTROPIEN DER GEHEMMTEN GLEICHGEWICHTSZUSTAENDE
(ENTKOPPELTE SYSTEME MIT ADDITIV ERKLAERTER ENTROPIE) FUER
GEGEBENE WERTE (U,V,N) DES GESAMTSYSTEMS,

(Fur die Herleitung der Konkavitit der Entropie in &6 war umgekehrt

dieses Extremalprinzip wesentlich.)

Als notwendige Bedingungen ergeben sich aus dem Extremalprinzip

QS QS (YY) =
&g Ko— Spxo=o,

%%- (XD— 25 (X-XO = ©
CC%'% (XY — %—%—(_X-XO—-‘- O ;

deh. es gelten die Gleichgewichtsrelationen:

T Tz 5 P‘(: vz > )&l: fLL . (7.6)

T, p,)L nennen wir deshalb auch Gleichgewichtsparameter.
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Das Gleichgewicht stellt sich nur ein, wenn die Trennwand dia-

therm, beweglich und materiedurchlassig ist.

Liegt nur thermisches Gleichgewicht vor, d.h. ist die Wand dia-

therm, aber fest (isochor) und materieundurchl#ssig, so liegt nur ein
Maximum beziiglich Ul vor, d.h, 85 gilt nur Tl= T2 o Im thermo-me-
chanischen Gleichgewicht ist die Wand beweglich und diatherm, und
folglich gilt Tl= T2 und P1= Py Im thermo-materiellen Gleichge-

wicht schliesslich ist die Wand diatherm und materiedurchlidssig und

damit gilt T,=T, /Ll = }Lz .

Im gehemmten Gleichgewicht (ungekoppeltes System) gilt nach
(7.5) s(xl) + s(xz)és(x) . Man iiberlege sich, was dies fiir die Ener-
gie und Materiestromung bedeutet, wenn die Hemmung aufgehoben wird,

Da dS ein exaktes Differential ist, ergeben sich Integrabili-

tatsbedingungen, sog., Maxwell-~-Relationen, wie z.B.

=
TN = 25 (/T = fav(‘/T>um (7.7)

Da S konkav ist, gilt fir die Hessesche D S 0 (vgl. Satz 2,

S.4). Daraus ergeben sich als Ungleichungen Stabilitd@tsbedingungen.

(Diese werden spdter ausgeschrieben.)
Fir eine differenzierbare fFunktion f , welche homogen vom

Grade p ist (F(QAx) = APF(x) , D>0), erhdlt man durch Differen-
tiation nach N\ an der Stelle A= 1 die Eulersche Diffgl.

ZX\,O ; 1400 (7.8)

Speziell fur S folgt aus (7.4) die Homogenitdtsrelation

=:}-:<U+X’V-/‘m- (7.9)

B, Die innere tnergie

Wegen der Monotonie von S (U,V,N) in U existiert die Umkehrfunk-
tion U(S,V,N) . Aus den Eigenschaften von S folgert man (Usbungs-
aufgabe):

(1) VNS, OV, 5N = AV (S )V N);

(i1)  U(S,N,N) ist monoton wachsend in S ;

(111) U(S,V,N) ist monoton in v ; (7.10)
(iv) U(_&l\l,kﬂ ist konvex.

Ferner gilt nach (7.3)
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dU:Td&—Pd-V{- }ld.\\‘ (7.11)

d.h.

QUN o e - AV -
(Q;S>\/,N A (‘")%)%N 0> Gn SV )‘ (7-12)

An Stelle von (7.5) gilt jetzt, mit X:= (S,V,N) ,

U = %X:. [UCXD-\- UO(:)] . (7.13)
C)Qﬂyz?)Q)

Dies bedsutet insbesondere, dass in jedem Gleichgewichtszustand die
innere Energie minimal wird relativ zu den gehemmten GZ mit vorgege-
benen (S,V,N) .

Aus (7.9) ergibt sich die Homogenitdtsrelation

U TS- &V-&—/ﬂ\) (7.14)

C. Die freie Energie (T statt S)

Wir suchen nun nach "Koordinatentransformationen", die zu keinem In-
formationsverlust iiber das TD System fihren. Anstelle von (S,V,N) sind
z.8. (T,V,N) wesentlich einfacher zu messen,

Man kdnnte zundchst versucht sein, die Gleichung
T = UZLH”BS)V’N nach § aufzulbsen und U durch (T,V,N) auszu-
dricken: U(T,V,N) = u(s(T,v,N),V,N) . Dies fiihrt aber zu einem Infor-

mationsverlust, wie am Ende von & I.3 gezeigt wurde.

Un das zu vermeiden, fiuhren wir eine Legendre-Transformation
aus (vgl.§I.3):

F(T,V,\) = L‘g@ [U(SJ\QM}-TS'] (7.15)
= VSV ND=S, (BB UN) | (7,16

wobei S0 ein Entropiewert ist, bei dem die Stiitzgerade den Ausstieg

T hat. Enth3lt der Graph von U flache Sticke (wie bei Phaseniiber-
géngen, vgl., & 111.4), so ist SO nicht eindeutig, d.h. der Uebergang
(S,V,N) > (T,V,N) ist keine Koordinatentransformation (da er nicht

injektiv ist). Dieser ist also mit einem Informationsverlust fiur die

Zustidnde, jedoch nicht fir die Thermodynamik verbunden, da es bei

letzterer auf Ableitungen der Potentiale, d.h, auf lokale und nicht
punktuelle Eigenschaften ankommt, (Auf diese Bemerkung werden wir bei

der Diskussion der Phaseniibergange in & III.4 zuriickkommen,)
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Kommen flache Sticke vor, so verliert man im zugsehtrigen Bild-
bereich fir das transformierte Potential i,a, Differenzierbarkeit
(mache ein Beispiel).

F(T,v,N) ist offenbar konkav in T und konvex in V und N
Dies bedeutet physikalisch das folgende

Extremalprinzip fiur die freie Energie: F ist im Gleichgewichtszu-
stand (T,V,N) minimal relativ zu allen gehemmten GZ (T,Ul,Nl)
(T,V2,N2) mit V = V,+ V N = N,+ N, ¢

1 2 ? 1 2 °
F(TN N = ‘*4 TRCTVLND + F(T Y]
Nﬂ’U =N (7.17)
Wadrmebad
DO NNNNNY NSO
oI T ) sy
ATVGN TV N, § = [ITN# NN+, ]
T 77777, T 7777

Dort wo F differenzierbar ist, gilt

dF = dD-4 (T =- s.at'r_m\/%dw (7.18)

oF QF\ _
((;:‘-:3\,’“"—-— (QN rcaind (c'j,'g i f‘ (7.19)

Dies gibt wieder Anlass zu Maxwell-Relationen. (Alle diese werden wir
weiter unten tabellarisch auffiihren,)

Aus der Homogenitatsrelation (7.9) folgt

F'=__&a\j+/u,N, (7.20)

D. Enthalpie (p statt V)

Diese ist definiert durch
H(S)p, N = \Q@ TUEVNY+pV T, (7.21)

H ist konkav in p und konvex in S,N, d.h., es gilt das

Extremalprinzip fiur die Enthalpie: H ist im GZ minimal relativ zu
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allen gehemmten GZ (Sl,p,Nl), (Sz,p,Nz) mit S = S;+5,, N = N+ N,

P*(S;,Fy‘f)== ‘ht' [:*“ﬁguVU ;>*44{S;)Pr‘£>tl

(7.22)
*&**&E’“’
Sq:va4 Szvvag — = 81+SZ,D,N1+N2
b e of
\////Druckreservoir’///.‘ [7 DruckreservoirZ|
Dort wo H differenzierbar ist, gilt
(7.23)

dH = AU +d P\ =T&S+\Jo(p + AN
‘b++ ,
$>P, T, ( )SN N>s }4) (7.23")

woraus wieder Maxuell-Relatlonen folgen.
Aus (7.9) ergibt sich jetzt die HomogenitZtsrelation

H = TS+FN.

(7.24)

E. Das Gibbssche Potential (freie Enthalpie)

Dieses ist besonders niitzlich fur mehrkomponentige Systeme (eventuell

mit chemischen Reaktionen), da (T,p) =zu seinen natiirlichen Variablen

gehtren, Die Definition lautet

6(Tp, M= F [U(EY, ND-TS+pV]

gﬁ TS pNY=TS]
.5; (FOV N +pV .

i

(7.25)

und proportional zu N (siehe Gl,(7.27)

6(T,p,N) ist konkav in T,p
G bei einem einkomponen-

unten), Deshalb ist das Minimalprinzip fir



tigen Fluidum trivial,

Das Differential lautet (wo es existiert):
AG=‘ dF+d@V)=—SdT+\/&P+}( dM (7.26)

und folglich gilt

(=S Edp=Y » (Gyp - oo

Rus der Homogenitdtsrelation wird jetzt

Fe Das grosskanonische Potential

(7.27)

Dieses spielt vor allem in der statistischen Mechanik eine wichtige

Rolle (fir die grosskanonische Gesamtheit). Es ist definiert durch

QTN =2 [UENN-TS—,N], .20
S:l(T,V,,L) ist konvex i;, T tuuj/L. Ferner gilt
AQL = —~SAT - pdV - Mo(/( (7.29)

(C‘o'\" VR =) CQ\I)T""V’ (Q/.L -y (7.29)

und die Homogenitdtsrelation gibt
QC-I;\&}L\ _—.-—\/&7("!;)0, (7.30)

Die wichtigsten Formeln dieses Abschnitts halten wir fur den spidteren

Gebrauch in Tabelle I fest. Anschliessend gebe ich eine graphische
Gedachtnisstiitze,
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Graphische Geddchtnisstiitze

Wir weisen noch auf eine bekannte Methode hin, die es gestattet, den
Inhalt von Tabelle I zu memorieren, Dazu muss man aber im Stande sein,

jederzeit die Fig. 7.1 richtig anzuschreiben., In dieser ist die Formel

dU= TdS+ AdA+--- (7.31)

kodifiziert., (Beispielet\=-p , A =V, oder A =M, N = N)
An den Ecken stehen die vier Variablen, welche rechts in (7.31) vor-
kommen (unten die Variablen, welche als Differentiale vorkommen und
diametral dazu die konjugierten Variablen; beachte die Orientierung
der Diagonalen)., Die Verbindungsstrecke SA, wird mit U bezeichnet
um auszudriicken, dass S wund /\ zu den natiirlichen Variablen von U
gehdren, Entsprechend werden die anderen thermodynamischen Potentiale

eingetragen,

N < T

S U A

Fi L J 7.1

Aus dieser Figur kann man zundchst die Differentiale der ther-

modynamischen Potentiale in den natirlichen Variablen ablesen. Wie in

(7.31), kommen die benachbarten Variablen als Differentiale vor, wel-
che mit der diagonal gegeniiberliegenden konjugierten Variablen multi-
pliziert werden, Heikel sind lediglich die Vorzeichen, Diese sind

durch die folgende Regel festgelegt:

Wenn der Uebergang vom Differential zum Koeffizienten
entgegen der Orientierung der Diagonalen verl&auft, wird

der Term mit einem Minuszeichen versehen,
Beispiel: dH = TdS = AdN\ + ...

Die Beziehung zwischen den verschiedenen Potentialen erhdlt man

aus fFig. 7.1 wie folgt: Man betrachte irgend ein Potential, z.B, U .
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Dieses ist gleich dem nichsten Potential (wobei es nicht auf die Rich-
tung ankommt) minus dem Produkt der Variablen an der darauffolgenden
Ecke mit ihrer konjugiertem Variablen; dabei muss dieser Term wieder

mit dem Orientierungsvorzeichen (wie oben) versehen werden
(vgle Fig., 7.2).

Beispiele:

T

|

|

i _ F=0G- pV

=
\Y

Fiq., 7.2. Beziehung der thermodynamischen Potentiale

Die Maxuwell-Relationen kdnnen ebenfalls abgelesen werden, indem

man drei aufeinanderfolgende Ecken durchlduft (vgl. Fig. 7.3). Fir die
rechte Seite der Maxwell-Relationen durchlduft man drei Punkte in um-
gekehrter Richtung, wobei wan von der Ecke startet, die auf der linken
Seite nicht vorkommt, Die zugehSrige Vorzeichenregel entnimmt man am

einfachsten aus den Beispielen in fig. 7.3,

Beispiele:

(a) T
. minus @S nach CQV bei
festem T
S vV gleich

plus® (- p) nach 27 bei
— festem

v ( (’B( )}V
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Qs N _ /A
n((SZ-E))-r-— (W‘)p

Fige 743, DBiagrammatische Darstellung der Maxwell-Relationen

Diese Regeln erscheinen komplizierter als sie sind. Nach eini-
gen Beispielen wird alles einfach und automatisch,

Fur drei Variablenpaare (5,T), (V,-p), (N,k)

AV = TdS - pdV + (AN

ergeben sich die Maxwell-~Relationen in analoger Weise aus den drei
Vierecken (SVT-p), 91VN-p), (SFTN) im Tetraeder von Fige. 7.4.

und

~

|
‘-—-
|
\
/‘[\/\
{
H
\
N\
P

Zur experimentellen Bestimmung der thermodynamischen Potentiale

Man wird sich fragen, welche experimentell zugdnglichen Grdssen eines
der thermodynamischen Potentiale und damit die Thermodynamik des Sy-
stems bestimmen, An dieser Stelle zeigen wir dass fir ein einfaches

System die Kenntnis der thermischen Zustandsgleichung

p= P(T)V) , (7.32)

sowie der kalorischen Zustandsgleichung

U= V CT,VD (7.33)
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sicher ausreichen. Da in (7.32) und (7.32) T wund V die unabhingi-
gen Variablen sind, zeigen wir, dass diese beiden Zustandsgleichungen
die freie Energie F(T,V) festlegen, Da F(T,V) = U(T,v) = TS(T,V)

ist, bendtigen wir die Entropie als Funktion von T wund V ., In die-

sen Variablen lautet

Td.S=dU+PAV (7.34)
explizit

-r(sﬂ.an S_./Vd\l)= UrpdTs UydVapdV.

( ( (7.35)

T@%>T= (W>T+ e (7.36)

d.h. die Ableitungen von S(T,V) sind bestimmt, Bis auf eine irrele-
vante Konstante ist also S(T,V) und damit F(T,V) durch die beiden
Zustandsgleichungen bestimmt,

Daraus folgt

und

Es geniigt aber noch etwas weniger., Die Ableitung T( )U ist
dle spezifische Warme Cv (vgl., &III.1) und die Ableitung
( )T ist iber die Maxwell- 8921ehung
€2 = ) (7.37)
‘b\/jxf ‘UT- \Y4

durch die thermische Zustandsgleichung (7.32) festgelegt. Es genugt
also die Kenntnis von Cv und p(T,V) .

Aus (7.37) und (7.36) folgt fur die Volumenabhingigkeit der in-

neren Energie
QUN =T(2P\ -p.
er QT>V i (7.38)

Diese ist also durch die thermische Zustandsqgleichung bestimmt. Spe-~

ziell fiUr ein ideales Gas erhalten wir daraus
( — = O (ideales Gas) (7.39)
oV /T

Gehen wir an Stelle von (7.34) von der Gleichung
ng= d.u_‘ VdP (7.40)

aus und behandeln jetzt T wund p als unabhdngige Variablen, so er-

hd&lt man ganz analog an Stelle von (7.38) die Beziehung

(B = V-7 (&

(7.41)

P
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ANHANG. Eine analytische Herleitung des ersten Teils des

2., Hauptsatzes

Wir setzen im folgenden x%= U s dann bilden x® und die X der

reversiblen Arbeit

K ]
0(=2 gi&)("
L-:SA

ein Koordinatensystem der Systemmannigfaltigkeit M , Wie immer be-
zeichnet w die Differentialform der reversiblen Warme. Diese hat
nach dem 1, Hauptsatz die Form
A
4=4
Im folgenden spielen adiabatische Wege eine wichtige Rolle,
Fir einen solchen Ueg ¥ ist m(&) = 0 und deshalb

SXO( = 4360.

Fir den ersten Teil des 2., Hauptsatzes (Existenz eines inte-
grierenden Nenners von ww , welcher eine universelle funktion der em-

pirischen Temperatur ist) ist das folgende Postulat wesentlich.

POSTULAT 1, FUER JEDEN ADIABATISCHEN WEG X , WELCHER IN DEN ARBEITS~
KOORDINATEN GESCHLOSSEN IST, GILT

S X >-0. (1)
¥

In Worten bedeutet dies: Bei einem adiabatischen Prozess, bei
dem die Zusseren Parameter (Arbeitskoordinaten) wieder ihre Ausgangs-
werte annehmen, kann keine Arbeit auf Kosten der inneren Energie des
Systems gewonnen werden., Dies ist eine Folge der Nichtexistenz eines
Perpetuum mobile zweiter Art,

Da man jede Adiabate X(:\4 auch umgekehrt durchlaufen kann,
ergibt sich aus (1)

gb'b(: ©. (2)

Nach dem ersten Hauptsatz ist dann AU = 0 . Unser Postulat 1 impli-
ziert also: Jeder adiabatische Weg, welcher in den Arbeitskoordinaten
geschlossen ist, ist in M geschlossen, Wir sagen dafir kurz,das
Warmedifferential ® habe die Eigenschaft (E).

Der folgende mathematische Satz ist offensichtlich physikalisch
sehr bedeutsam,
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SATZ 1, LOKAL GILT: o BESITZT GENAU DANN EINEN INTEGRIERENDEN FAK-
TOR, WENN o DIE EIGENSCHAFT (E) HAT.

Bemerkung: In diesem Satz ist angenommen, dass die Differentialform

n .
w von der Gestalt o = dx®+ EE; midxl ist, Dies ist aber keine Ein-
i=

schrdankung, Durch eine esventuelle Umnummerierung der Indizes konnen
wir lokal immer erreichen, dass der Koeffizient o von dx° in der
Koordinatendarstellung von w®w wvon Null verschieden ist, DBann ist fur
® := %— w die Voraussetzung ‘E; = 1 erfdllt und o hat natirlich

o
genau dann einen integrierenden Faktor, wenn % einen solchen hat,

Beweis von Satz 1: Die Form o habe einen integrierenden Faktor ¢

Qf

X
Weg, welcher in den Arbeitskoordinaten geschlossen ist., Dieser ver-

gw = df . Wegen ®, = 1 ist 5 =9 # 0 o Nun sei X ein adiabatischer

liauft wegen df(g) = 0 in einer Niveaufldche von f , Mit dem impli-
ziten Funktionentheorem ist diese lokal von der form {‘(h(i)’i)LEGE
of fener Umgebung Von.Ey}. Deshalb ist X geschlossen, d.h. ® hat die
Eigenschaft (E),

Nun nehmen wir umgekehrt an, o habe die Eigenschaft (E) in
einer Umgebung des Nullpunktes von i{n+l und zeigen, dass ® einen
integrierenden Nenner besitzt., Dazu konstruieren wir in der Umgebung

von DG;“Z?+1 eine Transformation ¢ der Klasse Cl von der Form

P, xd= (Fwxd,x) , Fyod=u (9
so dass gilt

oF =W o
- &
CoxL
Wenn uns dies gelingt, so lautet die transformierte Form

n '
% = AdF+ == @00 dxt = 2F du,
A=t QU

Die zu ¢ inverse Transformation existiert lokal (da Det Dg¢(u,0) = 1)
und hat die Gestalt

™0 xy = ($05xd, x

und folglich ist
O="tdf | vc—_-%%({(xfx),x_ﬁ/-

dehe ®© hat einen integrierenden Nenner U .

y A=4,..0,hn (4)

Die Funktion F(u,ﬁ) konstruieren wir wie folgt. }? sei eine
Adiabate (m(%) = 0) mit Anfangspunkt (u,0) und Endpunkt (x°,x)
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(vgl, Fig.). Wir setzen F(u,x) = x°,

X\

LT 06 %

— et  am cm— o

v ‘4")(0
(w, 8>
Als erstes zeigen wir, dass F(u,x) nicht vom speziellen Weg Y ab-
hangt. Sei B’ ein zweiter Weg, mit den Endpunkten (u,0) “ynd (%0,5).
Bezeichnet nun ‘Xl den Weg, welche in (X° ,x) startet, ¥ in der um-
gekehrten Richtung durchl&uft und langs Y im Endpunkt (xo,i) van X

endet, so ist x 1 in den Arbeitskoordinaten geschlossen., Nach Voraus-

setzung ist deshalb %= x° .

Nun miissen wir dafiir sorgen, dass F(u,x) von der Klasse ct
ist. Dazu wdhlen wir ¥ von der FOIWI‘X(t) (g(t),tx) , telo0,1]

g(0) = u . Die Bedingung m(a) = 0 lautet
A . '
b S anlgo b0, oxber.

Diese Diffgl. ist fur die Anfangsbedingung g(0) = u =zu lésen. Der
Endpunkt von ¥ ist (g(1),x), d.h. es gilt F(u,x) = g(1) . Nach be-
kannten S&tzen ist F(u,x) von der Klasse cl . schliesslich zeigen
wir, dass F die Gl.(4) erfillt, Dazu betrachten wir die Kurve
(h(t), x + tvei) mit

%.‘,‘t. =-w;(h®, x+tvredv

und der Anfangsbedingung h(0) = x° und geniigend kleinem v 0 .
Lings dieser Kurve ist o = 0 und ihre Endpunkte sind (xo,i), (h(t),

X + vgi) . Folglich ist h(1) = F(u,x+ vgi) . Nach dem Mittelwertsatz

ist
Flu,x+0esy - T hn-hep
AY- N~
=- 0, Che,x+sved Hs se(o,d).

Im Limes v —= 0 erhalten wir Gl. (4). []

b

Dieser Satz zeigt, dass das Postulat 1 die Existenz eines inte-

grierenden Nenners fir das Warmedifferential o garantiert:
G = rcds. (6)

Die Adiabaten liegen natiirlich auf den Fliachen & = const. (Daraus
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folgt insbesondere das Prinzip von Caratheodory von der "adiabati-
schen" Unerreichbarkeit"!)
Wir zeigen nun, dass auf Grund sehr allgemeiner Bedingungen der
integrierende Nenner Y in (6) eine - bis auf einen Zahlenfaktor ein-
deutige - funktion der empirischen Temperatur €@ ist. Dafir ist die

folgende, schon auf S, 25 gemachte Annahme wesentlich:

POSTULAT 2, FUER ZWEI BELIEBIGE SYSTEME IM THERMISCHEN GLEICHGEWICHT
SIND DIE FORMEN dU, = UND o ADDITIV,

Schliesslich wollen wir noch eine entartete Situation aus-
schliessen. Auf Grund der bereits formulierten Postulate kdnnte o
ein exaktes Differential sein. Dies wdre nach (6) genau dann der Fall,
wenn Yy nur eine funktion von §* wdre, denn dann wdre ‘-CAT:A Sc'@dk‘
Fur solche Systeme wdren die Integrale von o wund @ 1l3ngs geschlos-
senen Wegen gleich Null, Dann g&be es aber, z.B.,, keine Wdarmemaschinen.
Die Umwandlung von W&8rme in mechanische Arbeit und umgekehrt beruht
wesentlich darauf, dass o und o nicht exakt sind. Wir verlangen
deshalb das

POSTULAT 3, DIE FUNKTIONEN ™ UND § IN GL.(6) SIND UNABHAENGIG
(d e AdS # 0). [WAERME KANN PARTIELL IN ARBEIT UMGEWANDELT WERDEN.]

Nun konnen wir den folgenden Satz beweisen,

SATZ 2, DER INTEGRIERENDE NENNER YL FUER DIE DIFFERENTIALFORM DER
WAERME o IST NUR EINE FUNKTION VON © UND S UND VON DER GESTALT

T(HS) =T V(). (7)

Beweis: Wir betrachten zwei Teilsysteme 1 und 2, welche sich im ther-

mischen Gleichgewicht befinden, Aus der Additivitdat von o folgt
TAS = 'CAAGT\*-’C.’_A“‘E- (8)

Der Zustand des srsten Systems werde durch @ und die Arbeitskoordi-

naten (x%l),.., X?l)) , der des zweiten Systems durch ® und
X%Z)"”XT2) beschrieben. In Gl.(8) ist

| n
Ta= 5 (8,05 X(as

T =T 4 w
2 :.(99((:.3) ) "u_)‘ .
— 4 u
T = T (6) x(())"') ’{m)xtz))“') )((233 .
Die funktionen er bzw, QSE sind Zustandsfunktionen des ersten, bzu,
zweiten Systems, Wir kdnnen nach Postulat 3 diese als unabhingige Va-

riablen wihlen (z.B. an Stelle von x3 bzw, x1 ), so dass (bei
(1) (2)
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missbrauchlicher Verwendung des Funktionszeichens):
T, =" (8,5,%)
T, =TT (9 S,y %)
=TT (6, , ¥, %)
= G‘(fe G-) ,_,5(4,3(2_3)

. 2 2 m . .
wobei x, = (x(l),..,x?l)), X, = (x(z),..,x(z)) die verbleibenden Ar-

beitskoordinaten sind,

Es ist deshalb Q Q A Q“—l
N AL IS4 + BAS -,
JQT_.<3€> + as. A 2

S (%)
Durch Vergleich mit (8) ergibt sich fiw ="C /rc und Qs =T, /TC,
QAsy 2G5
wdhrend die Koeffizienten von d® , dx; und dx, in (9) verschwinden.

Setzt man die gemischen Ableitungen von § , unter Verwendung dieser Er-

gebnisse gleich, so findet man

%(’%9:0 , %e( )—o (10)

? LC_L — O T ®) (11)
CZ;(;( T 7 QK4 (, )
G L AN G (= (12)
X, c'?c"' =0 Ky > 6.
Aus (10) folgt, dass die Abhingigkeit der Grossen rtl, ,t2 und T
von 6 nur die fForm
==—r(£x>§4é§},x;>
T, = T, (5,,%)

X = T(Q)‘F LG:(/g)x‘Jxl) (13)

haben kann, Dabei ist T eine beliebige, aber universelle funktion

von e .

Da T, nicht von x, wund YT, nicht von x; abhéngt, muss nach (11)

2
und (12) Y unabhidngig von x, und x, , "¢, unabhdngig von x; und

‘L, unabhdngig von x, sein. Aus (13) folgt deshalb

T=TOV &), T=TO®YEE), T=TE ) O
(14)
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Die Funktionen ¢1 und ¢2 sind beliebig, da mit ‘Cl auch das Pro-
dukt aus 'rl und einer beliebigen Funktion m(G&) ein integrisren-
der Nenner von 0, ist, Unter den integrierenden Nennern gibt es ins-
besondere solche, fur die ¢l(si) = ¢263§) =1 gilt, die also nur

von der empirischen Temperatur abhiZngen, In diesem Fall haben wir
T=T, =T(0) |, @=TH4S, | @ =TS,

(Wir schreiben in diesem besonderen Fall Sl und 52 an Stelle von
G- und @2) und nach (8) und (14) gilt

1
d34&-d$2_= q)(SMQ:) &QCSU Sz}- (15)

Dies ist nur mdglich, wenn §° und damit ¢ nur Funktionen von Sl+52
sind, (Zeige dies !) Deshalb ist die rechte Seite von (15) gleich dem
Differential einer Funktion S . Fir diese gilt also dS,+ dS, = dS

1 2
und (da T = T(9)¢(51,52))

W =T 4.

(16)

Durch eine geeignete Wahl der additiven Konstanten kann S = S S

1t 2
gewahlt werden,

Damit ist gezeigt, dass man fir jedes System die Entropiefunk-
tion S so festlegen kann, dass (16) mit demselben T(@) fur alle
Systeme gilt.,

Durch (16) ist T(®) bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt,

Gilt namlich auch o = T(8)dS , so ist
L )
TEAS(H,x) ..., ) = TEAS,x ..., x").

Da T und T von Null verschieden sind, ist q(B) = g;gl definiert,
und aus df = 9(®)dS folgt T(6)

v
Q2 Qs RS _ o
5% 80 0 qui®an

Daraus folgt

und

i —0(6) QS + () TS
3—() Qxv $ QBD«
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Also muss g'(@) = 0 und damit g(@) konstant sein,

Die durch T(®) bis auf eine willkiirliche Einheitenwahl be-
stimmte Temperaturskala T heisst die absolute Temperaturskala und
die durch (17) bis auf einen Summanden bestimmte Ffunktion S heisst

Entropie; Gl (16) wird auch als Entropiesatz bezeichnet.

LITERATURHINWETISTE

Bei der Abfassung dieses Kapitels wurden wir, neben zahlreichen Lehr-

biichern, vor allem durch die folgenden Arbeiten beeinflusst:

Jeo=M, Jauch, "Analytical Thermodynamics",
Foundations of Physics, 5, 111 (1975),

A.S., Wightman, Einfihrung zum Buch: "Convexity in the Theory of

Lattice Gases", by R.B., Israel,

Princeton University Press, 1979,

G. Ludwig, Einfihrung in die Grundlagen der Theoretischen Physik,
Band 4 (Vieweg, 1979).




1,

S =

UEBUNGSAUFGABEN

Erkldre die Funktionsweise des folgenden chinesischen Kinderspiels,
Das "Entchen" in der Figur besteht aus einem abgeschlossenen Glas-
behdlter, welcher auf einer drehbar gelagerten Achse befestigt ist,
Er enthdlt eine leicht verdampfende Flissigkeit, Im Gleichgewicht
ist der "Hals" um einige Grade gegen die Vertikale geneigt. "Kopf"
und "Schnabel" sind mit einer dinnen Watteschicht bedeckt. Wird der
Kopf etwas angefeuchtet, indem der Schnabel in ein Glas mit Wasser

getaucht wird, so wird das “"Entchen" ununterbrochen "trinken".

Empirische Temperatur und absolute Temperatur.

Die urspringliche Definition (II.5.7) der absoluten Temperatur ist
fiir praktische Zwecke wenig geeignet, weil kalorimetrische Mes-
sungen nicht besonders genau sind.

Wir widhlen eine beliebige empirische Temperaturskala @ und denken

uns (Qp/{be)v , souie T((BS/()V)e gegeben,
Betrachte i
rac in d£;== ¢1k)+—bc£\l
T

T und V als unabhidngige Variable und folgere daraus

Qp _ U
T&F=Gu+®

—. I®
'T“LGD = \o e

und hieraus

(%)

-

wobel
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Ty gg SOV
6 (@U/PVIp+p

Zeige, dass der Nenner im Integranden auch gleich T(==

Aus (*) folgt

-

T
T=(T-T) <
Q,I‘—4

Wéhlen wir die Temperaturskala so, dass der Differenz 91- 96=

100°C gerade T-T, = 160°K entspricht, so ist

pn
T= A060 _< (,0 k>,
1:4
L -4

Mit dieser Beziehung kann man die absolute Temperatur T aus einer

vorgegebenen empirischen Temperatur bestimmen.

Zeige, dass im Ef die Differentialform o = dxl+ xzdx3 keinen

integrierenden Nenner hat.

Man benutze eine Carnot-Maschine als Warmepumpe und berechne deren
Wirkungsgrad aus é@ dy =§§ dS = 0 ., Um wieviel wirden die Heizungs-

kosten im Vergleich zu einem normalen Elektroofen reduziert ?

Betrachte ein einfaches Fluid und zeige, dass die Differentialform
der reversiblen Wdrme nur dann exakt sein wiirde, wenn die unphysi-
kalische Bedingung (;%%QU = 0 erfillt wére.

Zeige mit dem 2, Teil des zweiten Hauptsatzes, dass die absolute

Temperaturskala die lineare Ordnung "warmer-k3dlter" respsktiert.

Stelle den Druck eines einfachen Fluids als eine lLegendre-Transfor-

mierte der Energiedichte U/V dar.

Man folgere aus der idealen Zustandsgleichung pV = RNT (N fest),

dass die innere Energie nur eine fFunktion von T 1ist,
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KAPITEL III, ANWENDUNGEN DER THERMODYNAMIK

In diesem Kapitel illustrieren wir die leistungsfdhigkeit der
TD in zahlreichen Anwendungen, welche ganz verschiedenartige Systeme
betreffen.

1, Spezifische Warmen und andere Responsefunktionen

Wir betrachten ein einfaches Fluid mit fester Substanzmenge
N =1, In diesem Fall bezeichnet man iblicherusise die extensiven Va-
riablen mit den entsprechenden kleinen Buchstaben s,u,v,h,f,Q0,¢00

(spezifische Entropie, etc.). Wichtige Grdssen sind:

. . .. . _l/2v

thermischer Expansionskoeffizient: o = v(?sﬁﬁp

isotherme Kompressibilitst: Y =...-l-(QV)
: T QT

adiabatische Kompressibilitdt:

-

O |~ <f>—- <
;Slb
uls

isochorer Spannungskoeffizient:

¥

"(1.1)

Die spezifischen Warmen Cy* cp sind primd8r definiert durch:

CodT= & N=(ud , C_Kd-r:(oct;:(&(t‘(l.ﬂ

Es ist also

=T (@s =T (%=
Ce T(QT)“" > e T(QT)P ) (1.3)

Die in (1.1) und (1.3) definierten Gréssen sind auf Grund der Maxuwell-
Relationen nicht voneinander unabhdngig. Um Beziehungen zwischen die-
sen zu finden, benutzen wir den Multiplikationssatz fir funktional-
matrizen bei Koordinatentransformationen, d.h. D(gotd) = De o D¢
Dieser liefert z.B.

QXN _ QLKD) _ 1, O3 MQ(%?()
(Q;>2“M A ey g Y

QD _ Q2 Qlg,g)
o (y,2 (x4 Q Ly,

L

Aus
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ergibt sich durch Determinantenbildung

(== (&) (&
QY ‘2 ‘7323 Oy /x - (1.5)
Natirlich gilt auch
(R = .
04’z (‘35/3352 (1.6)

mit (l1.4) folgt z.B.

o ( Q’_\-’T> =2k (%S 1, ( 20T
op s T QD

o0 9 _ 90, s U7,
=ELCW)T c_jf_T-‘Bd’ ("DT)P(QF);]('Q&)P

DTy

—y—

VX

C 2 =2 T
[_ z"'-r :\Cr )
d.h 2
v T
><S = ii_r'—- . (1.7)

e

Analog

Co=T (22 =Tk AOD 2 2L
QT /v AT, Q (T;0)

=T[ (%>P(%>T - %>T<%$>"] ((?%>T

L

— (%«%r (Maxowet? >

2 S INAY
=T ‘T:‘>e+_r<51_->r <<$%>1- ,

Cp
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deh.
=T
P ( BLWVT ) (1.8)
also
C.=C _oxT
v Y 'x_r (1.9)

Aus (1,8) folgt mit (1.5) auch

d’ ( ( )

P e
C _dﬁwf\.

(1.10)

(1.10")

Fiir ein ideales Gas (pv = RT) findet man aus (1.10) sofort cp-cv=52 .

Nach (II1.7.37) ist die Volumenabhingigkeit der inneren Energie
durch die Zustandsgleichung p = p(T,v) bestimmt:

Q Q
(B =T (& -p: (11)
Entsprechend gilt nach (I11.,7.40)
DO
( ‘B = mr-—r'(ES:éBE’ ) (1.111)

Deshalb ist die v—~Abhangigkeit von c, durch die Zustandsgleichung
bestimmt:

(%), =B =T (&)

v T QTQv
Entsprechend gilt

(1.12)

=-T(2&)
P>T QT‘BP QT P (1.12")
Ferner sehen wir, dass aus cV(T,v) und der Zustandsgleichung die in-

nere Energie und die Entropie wie Folgt berechenbar sind:

-t
LL(\»)TB-:S CordT + S [T( ) plAdv+u(yT),

T (1.13)
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By v
S(% D= S CvdT + S (91".) dv- + S (0.5,
T, T v, VT (1.14)

In der letzten Gleichung wurde die Maxwell-Relation (g%%)T = (:%%ﬁv
benutzt,

Stabilitatsbedingungen

Ein GZ ist stabil, wenn die Tangentialebene durch den zugehdrigen
Punkt P der Entropiefld@che mit dieser nur P gemeinsam hat., P ist
also ein Extremalpunkt, der nicht auf einem Geradenstick der Entropie-
flache ist. Der GZ ist in einer reinen Phase; er kann mit keinem ande-
ren Zustand ohne Hemmungen koexistieren (vgl. Abschnitt 4). Mit den

notigen Differenzierbarkeits-Voraussetzungen muss in P die Matrix

Pu Du
@ s*® Qsov
Fu_ Fu

QsQuU- Q¥

2
B> o

und der Positivitat der Determinante, Ausgeschrieben bedeutet das

positiv definit sein, Dies ist gleichbedeutend mit (

Fu QT . 1
(‘beo—:(a—s—)v— SR

Co —_— (1.15)

und

TN (AUD _ (2L (%

(g‘é)\) <.c%;£->s ‘)'\3‘>s<(2$>\3-

~ bt { 2T =3l W 1 2T

B (s, 0 VLT, Y&,

— VTN —
g.h. ~_(%‘@1‘(5_§>0_g_{3>0’ (1.16)

X+ > 0.

Aus (1.7) und (1.8) folgt damit, dass auch 1;3 und 5 positiv sind.
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2. Der Joule=~Thomson=-Prozess

Beim Versuch von Joule und Thomson wird eine gedrosselte Ent-
spannung durchgefihrt., Ein Gas (oder eine Flissigkeit), welches sich
unter dem Druck Pi befindet, stromt auf stationdre Weiss durch einen
Pfropfen in ein Gef#dss, wo der Druck p, ist (vgl. Fige. 2.1). Im Ver-

laufe des ganzen Prozesses werden die Drucke auf beiden Seiten des

Thermometer

s D
//////@ //J////[@/J//L

ETISONET —

~3» XIXNSISY p1 p2

]
77777 //{7/ 777

Drossel (Pfropfen)

Fig. 2.1

Pfropfens konstant gehalten. Die Temperatur wird auf der einen Seite
vorgegeben und auf der anderen gemessen., Bei sorgfdltiger Anordnung
kann man die makroskopische Stromung des Gases vernachldssigen, Wir

wollen ausserdem annehmen, das System sei thermisch isoliert.

Dieser Prozess ist natirlich irreversibel, denn die kleinen
Qeffnungen der pordsen Trennwand iben Reibung auf das Gas aus und

drosseln so seine Geschwindigkeit,

Die Aenderung der inneren Energie fir sin Mol durchgepressten
Gases ist nach dem 1, Hauptsatz

0 4
urt== §pde— | bdr =foi- b
Vs (o]
wobei das erste Integral die links vom Pfropfen und das zweite Inte-
gral die rechts vom Pfropfen zugefihrte Arbeit ist., Dies zeigt, dass

die Enthalpie h = u+pv beim Joule-Thomson Prozess erhalten ist,

Die Temperaturdnderung bei einer klsinen Druckdnderung wird deshalb

durch die Ableitung Cﬁ;%)h bestimmt, Diesen sog. Joule-~Thomson -
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Koeffizienten wollen wir durch bereits eingefithrte Grissen ausdriicken,
Nach (1. 5) ist

(T, =- (3D / . -

Nun ist aber (s. Tabelle I)

dh = Tds + 0‘4‘9. (2.3)

Also

% CBT_
Maxwell (Tabelle 1)

Damit erhalten wir
(2.4)
op L CP
Je nach Vorzeichen der rechten Seite erhalten wir eine Temperaturzu-

nahme oder eine Temperaturabnahme, Die Grenzkurve, welche die beiden

Bereiche trennt, nennt man die Inversionskurve, Diese erfillt nach

(2.4) die Differentialgleichung

T(%’é)?-— = 0. (2.5)

Sie bestimmt die Inversionstemperatur als Funktion von p , bzw, v .

Im Abschnitt 5 werden wir diese fir das van der Waalssche Gas bestim-

men,

Aus (2.3) entnehmen wir noch

( ‘>Ll 1}— < 6. (2.6)

Wie erwvartet, nimmt also die Entropie beim Uebergang eines Gases zu

einem kleineren Druck durch den Joule-Thomson-Prozess zu.

3., Das Stephan-Boltzmann Gesetz der Hohlraumstrahlung

Wir stellen uns einen Hohlraum vor, dessen Widnde sich auf ein-

heitlicher konstanter Temperatur befinden. Die Strahlung im Innern
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steht (nach einiger Zeit) mit den Wdnden im thermodynamischen Gleich-
gewicht, wenn letztere Licht beliebiger Wellenldnge emittieren und ab-
sorbieren kénnen. (Sonst beniitze man das berihmte Kohlestdubchen.) Die
Wdnde sollen auch fir das Licht undurchldssig sein und nicht Material
verdampfen., In dieser Situation missen wir der Strahlung die gleiche
Temperatur zuschreiben wie den Wanden,

Kohlestaubchen

Die GZ des Hohlraumes werden eindeutig charakterisiert durch
die Temperatur T wund das Volumen V , Wir interessieren uns fir das
zugehdrige thermodynamische Potential, d.h, die freie Energie F(T,V).

Zundchst suchen wir die kalorische sowie die thermische Zu-
standsgleichung: U = U(T,V), p = p(T,V) .

Offensichtlich ist (bei vernachl#dssigbaren Oberflicheneffekten)
U(_r;\/): \I U.C-r> . (3.1)

Dabei ist die Energiedichte nach der EtD

WM =1L ( EYBY.
TW

Der Spannungstensor ist isotrop und hdngt mit dem DBruck wie folgt zu-
sammen:

4 2 2. _ .
To= 2 [L(E+EOY ~EE R [=¢T, .
Durch Spurbildung folgt
b =_dg_%‘§k=i_§u(‘r3, (3.2)

Die thermische und die kalorische Zustandsgleichung fallen also zu-

sammen,

Fir die Entropie gilt nach der Homogenit&tsrelation (11.7.9)

fur /A = 0 3
S='-4F(U“‘PV)=%\/ ’%\:D' ' (3.3)
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Nun benutzen wir die Maxwell-Relation (Tabelle I)

S
CT\'/')T-": (c%-:——)v . (3.4)

Setzen wir hier (3,.,2) und (3.3) ein, so kommt

4 um _ Lo,
2T =

Deshalb ist

U =aT?

(3.5)
(a: Stefan——Boltzmann Konstante), Damit lautet S nach (3.3)
2

S‘== 4—%\/—‘- (3.6)
und fir F = U = TS erhalten vir

FM\V)=-4VvT*, (3.7)
Aus (3.6) ergibt sich fir die Adiabaten vT3= const, oder
p\/a/3 = const, (Deshalb nimmt bei der kosmischen Expansion die Tempe-

ratur der Hintergrundstrahlung proporticnal mit 1/R (R: Skalenfaktor)
ab,

Diese thermodynamische Herleitung des von Stefan empirisch ge-
fundenen Gesetzes wurde von Boltzmann 1884 gegeben, H,A. Lorentz nennt
sie in seiner Geddchtnisrede auf Boltzmann "eine wahre Perle der theo-
retischen Physik", (Sie bildet natiirlich auch einen beliebten Priifungs-

gegenstand. )

4, Phaseniiberginge (1. Ordnung)

Wir betrachten ein einfaches Fluidum (z.8. H20) mit festem N .
Ausgangspunkt der Ueberlegungen dieses Abschnitts ist die folgende Zu-
sammenfassung von Kapitel II:

Die GZ einer einfachen thermodynamischen Substanz bilden eine
differenzierbare Mannigfaltiokeit der Klasse Cl, welche der Graph ei-
ner ausgezeichneten konkaven funktion, der Entropie S, als funktion
der inneren Energie U und des Volumens V ist, Temperatur und Druck er~

geben sich aus

RS _(2S .
?—“"'(FSUX,) J-?F"Lz\/u/ oy
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deh. die Tangentialebene an die Entropiefléche:z in einem Punkt
p = (U,vV,S) bestimmt eindeutig Druck und Temperatur, (Die Normale der
Tangentialebene hat die Richtung (T , T’ - 1).)

Die Konkavitdt von S ist gleichbedeutend mit der Aussage
(vgl, Hilfssatz 4 auf S. 9), dass die Menge der Punkte (U,V,Z) in'ﬁf,
welche unterhalb des Graphen von S liegen (Z€£ S(U,V)) einen konve-
xen Kdorper bilden., Deshalb ist ein Punkt P an seinem Rand, d.h, auf
:Ei s, entueder ein Extremalpunkt oder er ist innerer Punkt eines gera-
den Streckenstiickes von £2— (vgl. Fig. 4.1).

AT AT

P: reine Phase ' P: Gemisch

Fig. 4.1

Im ersten Fall ist der Zustand P eine reine Phase. In seiner Umge-

bung gibt es keine weiteren Zustdnde mit gleichem (p,T) . Im zueiten
Fall lasst sich der Zustand P als nichttriviale konvexe Kombination
von zuei Zust&nden P, Pzei_ darstellen: P =')\Pl+(l-\) Pss 0L\ 1,
Zu allen drei Punkten Pl, P2 und P gehdren die gleichen Werte der
Intensitdtsqrossen (p,T). Deshalb interpretieren wir P als Mischung
von koexistierenden Phasen.,

Der Durchschnitt von 2. mit der Tangentialebene 'Tb:[ in einem
Punkt P& ist natiirlich konvex und kompakt und (p,T) ist dort
konstant. Deshalb ldsst sich (vgl. Hilfssatz 3, S. 9) jeder Zustand
P& 3. als konvexe Kombination (Mischung) von reinen Phasen darstel-
len. Ist T AT 2 ein Simplex (siehe S. 8), d.h., in unserem Fall
eine Strecke oder ein Dreieck, so ldsst sich jeder Zustand in diesem
Simplex eindeutig als Mischung seiner Extremalzustande darstellen
(vgl. 5.8 ).

P

2

¥,

[

(@ (& T,

»0 4
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Fall (a) in Fige. 4.2 entspricht einem Zueiphasengemisch und

Fall (b) einem Dreiphasengemisch,

Im Falle (a) ist = in einer Umgebung eine Regelfliche, d.he

sie wird erzeugt durch eine l-parametrige Schar von geraden Strecken
(vgl. Fig. 4.3).Fur die Zustdnde dieser Fliche kann nur noch eine der
beiden intensiven Grossen p und T frei gewihlt werden (eine der
beiden Grdssen bestimmt die Tangentialebene)., In der (p,T)-Ebene geht
die Regelfldche in die Koexistenzkurve p(T) {ber (jeder Strecke ent-
spricht ein Punkt),

PZ
Fige 4,3 Stick einer Regelfl&dche, K: kritischer Punkt
Die l-parametrige Schar von Geradensticken kann in einem zwei-

dimensionalen ebenen Flachenstick (vgl. Fig. 4.,4), am Rande der Entro-

piefldche oder in einem kritischen Punkt (vgl. Fig. 4.3) enden, Letzte-

rer ist dadurch definiert, dass in jeder Umgebung dieses Punktes ein

Paar von verschiedenen reinen Phasen koexistiert,

Koexistenz von

“Wasser"
Eis und Wasser

kritischer Punkt fur
Wasser —Dampf

Koexistenz von Wasser
und Dampf

[/ A\ Wasser und Dampf
[/ \
/ ( \

Koexistenz von Eis

und Dampf

Figs, 4.4 Typische Entropiefl&dche von oben gesehen.
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Typischerweise sieht dies Entropiefldche von oben betrachtet wie
in Fig, 4.4 aus,

fFur das Dreieck, welches dem Dreiphasengemisch entspricht, ist
(p,T) fest. Dieses geht also in der (p,T)-Ebene in einen Punkt, den
Tripelpunkt iiber, Die (p,T)-Ebene, welche der Fig., 4.4 entspricht, ist
in Fig. 4.5 skizziert.

p
kritischer Punkt
(py+Ti)

"Eis’ Tripelpunkt

“"Wasser"

Fig., 4.5 Typische (p,T)-Ebene.

Die Punkte ausserhalb der Regelfl&chen und des Dreiecks werden
injektiv in die (p,T)-Ebene abgebildet. Beachte, dass das Gibbssche
Potential nach Satz 1 auf S, 9 eine stetige flache iber dieser Ebene
definiert.

In einem kritischen Punkt verschwindet die Krimmung der Entro-
piefldche., Bei Anndherung an den kritischen Punkt divergiert deshalb
mindestens eine der Grdssen Cy oder )CT - meistens aber beide. (Da-
rauf kommen wir noch zurick.)

Grundsgtzlich konnten die flachen Stiucke der Entropiefl&dchen

auch komplizierter sein, z.B.:

Py

+0

5

Ein innerer Punkt wdre dann nicht mehr eindeutig als konvexe Summe von
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Extremalpunkten darstellbar (im zweiten Beispiel uwire dies sogar auf

unendlich viele Arten méglich), Die sog. Gibbssche Phasenregel redu-

ziert sich in unserer Situation auf die Aussage, dass neben Extremal-
punkten (reinen Phasen) nur Simplices vorkommen. (In & I111.6 bespre=-
chen wir die allgemeine Regel.,) Dies scheint fir reine Substanzen empi-

risch tatsidchlich der Fall zu sein,

Die Gleichung von Clausius-Clapeyron

Dies ist eine Gleichung fiir die Koexistenzkurve p(T) (Schmelzkurve,
Siedekurve, Sublimationskurve). Wir geben fiir diese zuwei Herleitungen
(beliebtes Priifungsthema !).

Bei der ersten betrachten wir eine Reqelfliache der fig. 4.4

und wenden darauf die folgende Maxwell-=Relation

(9.;.}%)1_-.: (?;EJV (N fest) (4.2)

an. Aus der folgenden Figur geht hervor, dass é%—%)v = %% und

S linear in U,V

((25) = Ez:ii Die Grdsse L:= T(S,-5,) nennt man die Umwandlungs-
QVT T V-V = 2771 4ng

wdrme (oder latente Wirme). Damit erhalten wir die beriihmte Dampfdruck-

gleichung:

dp _ 22701 L
a1 = V=V, T T-AV (4.3)

(Clausius=-Clapeyron) ,

Bei der zweiten Herleitung benutzen wir das Gibbssche Potential, Auf
der Koexistenzkurve sind die Randuwerte Gl(T,p) , G2(T,p) des Gibbs-

schen Potentials der Gebiete reiner Phasen gleich (siehe S. 69):

&G =&, (T p) . (4.4)
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Wegen G = fLN ist dies gleichbedeutend mit

}AA—:_}(z. (4.5)

(Diese Formulierung werden wir fur Mehrstoffsysteme in & III.6 verall-
gemeinern.) Lings der Koexistenzkurve gilt nach (4.4) und (I1.7.26%)
(oder Tabelle 1)

‘Z’Bi_[: AT+ c%%‘_ dp =—SdT+\,dp =-SdT+\, dp

. *)
und daraus folgt wieder (4.3)

QG

Man beachte in diesem Zusammenhang, dass QTTT) = -5 bei ei=-
nem Phaseniibergang 1. Ordnung unstetig ist. (Die G-Fliche hat eine

"Kante",) Der konvexe Korper zu G hat deshalb in der Umgebung die
Form:

—
——

/

Die Gl. (4.3) erlaubt uns die Koexistenzkurve zu konstruieren,
wenn L und AV gemessen sind, Es lassen sich aber beide Seiten ex-
perimentell leicht bestimmen, und die Gleichung wurde sehr genau be-
stdtigt. Dies stellt einen frihen Erfolg der TD dar.

Wir betrachten als Beispiel den Uebergang t£is —> \Uasser. Hier
ist L>0, AVLO , also dp/dTL 0 . Bei isothermer Druckerhdhung
schmilzt Eis zu lWasser und umgekehrt,

pA Wasser

Eis

> T

Dies ist wicntig fir das Fllessen der Gletscher. Die weitverbreitete
Meinung, dass dieser Effekt beim Schlittschuhlaufen eine Rolle spiele,

ist aber ganz falsch (siehe die Uebungen).

*)

Es ist instruktiv, die hier gegebenen analytischen Ableitungen mit
der Methode der Kreisprozesse zu vergleichen. (Siehe z.B. Becker,
Theorie der Wirme, Heidelberger Taschenbiicher, & 15.)
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Machen wir im Fall des Verdampfens zwei N&herungsannahmen, so

erhalten wir eine besonders niitzliche Form von (4.3). Wir nehmen an,

dass Vgaé>t> VFlUssig s dehe AV A~ Vgas und verwenden das ideale
Gasqgesetz, pVgas = RT , fir die Gasphase, Damit kommt
== "z b (4.6)

wobei L pro Mol gerechnet ist,
Ist zusdtzlich L fir den interessierenden Temperaturbereich
konstant, so ergibt sich
‘QV[P:-—_‘E—_—[_"—M J Pcr)':'- Poe_ - (4.7)
Die folgende Figur 4,6 zeigt, dass diese N&herung fir die Dampfdruck-
kurve von Wasser ganz gqut ist. Dies ist nicht mehr der fall fir 4He
(vgl., Fig. 4.7).

flussiges Wasser

Druck in mm Hg
S)
|

10—

=1

10 |-

10'2 ] 1 | |
15 2.0 25 30 3.5 40 45 50

10%/7 in grd”"

Fig., 4.6 Dampfdruck von Wasser und Eis, aufgetragen als
Funktion von 1/T . Die vertikale Skala ist
logarithmisch., Die gestrichelte Linie ist eine

Gerade,



2000 .

1000}~
Druck von 1at
500+  (Siedepunkt)

200}~
100 Flussigkeit

N
o O
! T

Dampf

Druck in mm Hg
TIRs
|

o
N N
T T 7

(@]
r
I

! ] ] I
0 1 2 3 4 S 6

Temperalur in grd

O ¢
-

Fige 4.7 Dampfdruck als Funktion der Temperatur fir Hea.
[Nach H, van Dijk et al., Journal of Research of
the National Bureau of Standards 63A, 12 (1959]

Wir betrachten nun auch noch die Abbildung der Entropiefliche
in die (V,T)-Ebene. Diese ist wieder nicht injektiv, da fir das Drei-
phasengebiet T konstant ist, Ausserhalb dieses Gebietes erhalten wir
aber ein treues Bild der Entropieflache. Die (V,T)-Ebene ist qualita~

tiv in Fig, 4.8 gezeigt.

TA
\ \
S— K_—kritischer Punkt
Rz ey
KA |
\ \1'7# ]
- \3r—3—Phosengebiet

\
_ A\
\\4lp=const

—
—

“Z-Phasengebmt Vv

Fig. 4.8 (V,T)=-Ebene.
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Da lidngs den Geradenstiicken der Regelflichen T = const (p = const )
ist, gehen diesa in horizontale Strecken i{ber, Die freie Energie uber
den zugehdrigen Geradenstiicken ist linear (Wie man leicht aus Gl. C]E
7.16) fir F entnimmt) , in Uebereinstimmung mit (;%%)T = - p = const,
Unterhalb und oberhalb des kritischen Punktes sind damit die Isother-

men wie in Fig. 4.9.

pA pA
T<T,
¥ ™>T,
| |
[ !
i |
| L > \/ > T
Vv, V,
Fig. 4.9 1Isothermen,
Beim kritischen Punkt folgt aus VvV, —=> vp(%%)T = 0 , dass

XT —>00 ,

5. Das van der Waalssche Gas

Im Rahmen der ph3nomenclogischen Thermodynamik kann man keine
Aussagen Uber die Form der Zustandsgleichung machen. Dies ist grund-
sdtzlich erst in der statistischen Mechanik mdglich.

Im Jahre 1873 hat van der Waals in seiner Dissertation auf der
Basis von einfachen kinetischen Betrachtungen eine Zustandsgleichung
aufgestellt, welche die Verfliissigqung der (Gase qualitativ wiedergibt,

Damit wollen wir uns in diesem Abschnitt besch&ftigen.
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A, Die Zustandsgleichung des van der Waalsschen (Gases

Das ideale Gasgesetz gilt nur fur genigend verdinnte Gase, weil dann
die Wechselwirkungen zwischen den Molekiulen vernachldssigbar werden,
Bei hoheren Dichten miissen diese aber bericksichtigt werden. Auf pau-
schale Weise hat dies van der Waals mit folgenden Argumenten getan,
_Auf Grund der endlichen Ausdehnung der Molekiile ist der fir die freie
Bewegung zur Verfigung stehende Raum kleiner, Sei b das fir die Be-
wegung ausgeschlossene Volumen pro Mol., Die entsprechend gréssere
Stossrate der Molekiile im kleineren Volumen v-b hat zur Folge, dass
der kinetische Druck p, . =~ die Gleichung (v-b)pkin = RT erfillt,
Pkin ist aber nicht der wirkliche Druck auf die Oberfl&che, weil zwi-
schen den Molekiilen anziehende Kr&dfte wirken, Diese nehmen mit dem Ab-
stand sehr schnell ab., Fir ein Molekiil weit weg von der Wand werden
sich deshalb die von allen Richtungen wirkenden Krafte weitgehend auf-
heben, In der NZhe der Wand ist diese Kompensation senkrecht zur Wand
nicht mehr mdglich und deshalb zieht eine Nettokraft diese Molekiile
nach innen, wodurch der tatsdchliche Druck verringert wird., Diese Ver-
ringerung sollte proportional sein zur Zahl der Teilchen in der N&he
der Wand und proportional zur Zahl der Teilchen, welche jene nach in-
nen ziehen. Beide Zahlen sind proportional zur Teilchendichte 1/v .

Wir erwarten also p = Psin = a/v2 , 2 = const, Dies bedeutet

0=6)(p+ 2y=RT

oder

e 2. (5.1)
b 0
Den letzten Term rechts nennt man auch den "Kohdsionsdruck™,

Zunachst berechnen wir den Ausdehnungskoeffizienten o . Fir
dp = 0 1ist

dar _(_T } day = O
V=& (-6 Rv‘
und folglich

C)‘r - 22 /[ - 2 .

Der Unterschied zum Wert des idealen (Gases ist

=i = .{ (=8’ 8»}/@# za (04} 19

(s.3)
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Fir wvessb , RTuy»a ist

v d o (20 /e .30

B, Verlauf der Isothermen und Maxwell-Regel

In Fig, 5.1 zeigen wir das Bild der Isothsrmen zu (5.1). Ihre Asympto-
ten sind die v—~Achse und die zur p=Achse parallele Gerade v = b .
Nach (5.1) sind die Schnittpunkte einer Isobaren p = const mit einer
Isothermen T = const durch eine kubische Gleichung gegeben., Disse hat
entueder eine oder drei reelle Wurzeln, Die Grenze zwischen den beiden
Fallen bildet die kritische Isotherme T = Tc , auf welcher die drei

Schnittpunkte in einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente, demkri-

tischen Punkt v = Ve s P =P zusammenfallen,

=

P

[

Pe

[T SO

<

o

<
')

Fige 5.1 Isothermen der van der Waalsschen Zustandsgleichung.

p und TC bestimmen sich aus

W _o RT 22

—
-v

(0~ @3" v

oo o B2
(o>~ o4

£ =36, 'R'i;_=§i s (5.4)

Dies gibt
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Den zugehSrigen Wert p_ entnimmt man aus (5.1)

{
FCJB Cp— —Q—- [} (5.5)
27 4>
Damit haben wir a, b durch kritische Daten ausgedrickt.
Die Zustandsgleichung (5,1) ldsst sich auf
oA, N
CT)O’) ?3:':"’(-‘-/1:)0-/02) P/?c) (5.6)
umschreiben:
v 3 A< 2
(P+§1>(3°"*>—3T (5.7)
(Gesetz der korrespondierenden Zustinde ).
Aus (5.4) und (5.5) erhalten wir
_&—: §—.=ZOGC‘;. (5;8)
P 3

Messungen ergeben aber meist gréssere Werte (vgl. die folgende Tabel=-
le).

Substanz TC(K) pc(bar) /éﬁ(—gg) RT.

c cm p_v

C

N2 126.2 33.9 0.311 .

02 154.8 50.8 .41
HZD 647.4 221.1 0.32 .
Far T‘:Tc weisen die Isothermen steigende Sticke auf (Fig.5.1)

Dies verletzt die Stabilitdtsbedingung 7(T:> 0 . Entsprechend ist die
freie Energie f ((;%€JT = - p) nicht konvex in v ., Es ist deshalb
naheliegend, f fir T Tc durch die konvexe Hiulle f* zu ersetzen

(vgl. Fig. 5.2). Mit den Bezeichnungen in der Fig, 5.2 bestimmt sich
dann der Dampfdruck durch 1\

Pl oy = H—f2 = Sv pav,

d.h. die beiden schraffierten Flachen in fFig. 5.2 sind gleich
(Maxwellsche Regel).
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T fest, T<T,

Steigung —p*(T)

Pe
p*(T) fr-——f-———————--=

Fige 5.2

Die geraden Sticke entsprechen dem Koexistenzgebiet der gasfdrmigen

und der fliissigen Phase (vgl. Fig. 5.3).

p/
kritischer Punkt

gasformig

Sattdampf

Fige 5.3

Oft wird die Maxwellsche Regel auch folgendermassen "begriindet",

Im Gleichgewicht gilt fir die beiden Phasen

}‘1::/“1 b br=bx . T‘.c:TI‘

Subtrahiert man vom Differential der Homogenitatsrelation
U= TS - pV + /LN die Gleichung dU = TdS~pdV +-/LdN , so erhdlt man



ST/
O = s;-C{-r:—-\lli*D-k \dc%fk.
Durch Inteqgration langs K in Fige. 5.4 folgt fir N = const
0"‘"‘8 VAV‘*NC/*I — Az,
ot

Kondensationsverzug

Siedeverzug

Fig. 5.4

woraus wieder die Gleichheit der schraffierten Flachen folgt,

In Fig. 5.4 haben wir auch noch die metastabilen Zust&nde
(Kondensations- und Siedeverzug) angedeutet. Diese verschwinden aber

bei kleinsten Verunreinigungen oder Erschitterungen.

C. Entropie und kalorisches Verhalten des van der Waalsschen
Gases

Wir erinnern zunichst an folgendes. Aus

CiSL:: <¥*Ll4r Pwifg)
_4_ QUN AT ""_[(%3 | do (5.0)

T T NQT
folgt, da die rechte Seite ein exaktes Differential ist,
i o A
) T/ F (5.10)

Deshalb ktnnen wir die Gl. (5.9) so schreiben:

— Cu A,
ig T AT+ ( ) (5.11)



Aus (5.10) folgt ferner

(%o = L
QY-

2 e,

ATy (5.12)
Nun ist nach (5.1)
(2 SEY = ) (5.13)
und also gllt mit (5. 12)
> = CU'"( y T> (5.14)
deh. ¢ ist fiir das van der Waalssche Gas nur von T abhingig.
Ueiterhiﬁ ist nach (5.10)
Z—% =%2_ (5.15)
und deshalb gilt
du = CO_CT‘BCQT*— %S-&'U“ (5.16)
Aus (5.11) und (5.13) folgt weiter
de = C‘,S-rﬁ AT + (\—S Q, ds. (5.17)

Fur reale Gase ist cV bei nicht

weise konstant., Durch Integration

Ao

=

s CT}O% =S Cr°/o'6\)

Wir berechnen noch c

zu niedriger Temperatur ndherungs-

erhalten wir unter dieser Annahme

Co-CT=T0)— Q<—“ i;) 5 (5.16")

Co jh& 1—13 £LL'°~ ¢

o {).0-6 (5.17')

« Aus dem 1, Hauptsatz folgt sofort

Cp—C “{(«) >+HS(

Qv
(BY),

entnehmen wir aus (5.2) und ((%—:-)T aus (5.15). Man findet
{ —~ 2 (o—.&) (5.18)
RT 4
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De Joule-Thomson-Kurve des van der lWaals Gases

Nach Gl. (2.,5) lautet die Diffgl, fiir die Inversionskurve

Qu-
T:‘(ES'T" P"“‘""“ ©. (5.19)
Fir das van der Waalssche Gas gilt

— DT 2a.
T:" -v<%>p = % [. + %z.— :;2(0_-6')]
— RT _ 24 (4
2 LB -2% (-6 ],
TG- ) --% et
R—E_ = 24 'U-—GSLM 2a /4
& v (fir veo»b) . (5.20)

Im (p,T)-Diagramm ergibt sich z.B. fiir Stickstoff die Fig. 5.5.

A
T Bereich der Abkuhlung bei
Tmax isenthalper Entspannung
h=const
Bereich der
! /Erwérmung
|
:pmox
>
\Inversionskurve P
Fig. 5.5

Innerhalb der Inversionskurve tritt fir das van der Waalssche

Gas beim Joule-Thomson-Versuch (Ah = 0) Abkihlung auf, ausserhalb da-

Die maximale Inversionstemperatur ist fir einige Gasse
in der folgenden Tabelle angegeben.,

von Erwarmung.
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Gas maximale Inv,Temp. (K)
C02 1500
Ar 723
N2 621
Luft 603
H2 202
He 40

Fir H2 tritt bei Zimmertemperatur immer Erwdrmung auf, Das &dussert
sich drastisch bei Unglicksfdllen, wo sich hochkomprimierter Wasser-
stoff beim Ausstrdmen aus schadhaft gewordenen Rohren von selbst ent-

zindet,

6. Mehrstoffsysteme

In diesem Abschnitt untersuchen wir Mischungen von mehreren
reinen Stoffen, Dabei sollen die verschiedenen Molekiilsorten neutral

sein., (FUr elektrochemische Probleme verweise ich auf die Literatur,)

6.1, Zustdande, thermodynamische Potentiale

Wir wollen vorl&dufig annehmen, dass zwischen den verschiedenen
Stoffen keine chemischen Reaktionen stattfinden., Sind Nl’ N2, cee Nk
die Molzahlen der verschiedenen Sorten, so ist ein GZ eindeutig charak-
terisiert durch X:= (U’V’Nl""’Nk) . Die Differentialform der rever-
siblen Arbeit hat die Gestalt

-_-_pot\l-r-%}scl\dA ) (6.1)

wobei der zweite Term reversible Verd@nderungen der Mischungsverhaltnis-

se beschreibt; die /Aﬁ sind die chemischan Potentiale.
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Die Entropie S(X) 4ist eine Funktion mit den in &I1.7 aufge~
zdhlten Eigenschaften, Wegen (6.1) lautet ihr Differential

K :
1
ds = % du + £ av -%éi A an, (6.2)

Durch Umkehrung erhalten wir wieder die innere Energie U(S,V,Nl,.,Nk).

Die tibrigen thermodynamischen Potentiale ergeben sich wie friher

durch Legendre-Transformation
inf

H(S’D’va"O’Nk) = v [U(SyerlvﬁotyNk) + DV] ’ ( )
6.3
inf
F(Ty\I’Nl""aNk) = 1(51 [U(S,V,Nl,...,Nk) - TS] ’

inf
G(TapsNyseeesN ) = 5y [U(S, VN peee, N ) + py = TS] L (6.4)

. K
Sl(T,Vyﬂl,...}Lk) g?g [U(S,V,N peue,N ) = TS -'Eg%)bj. NG .

Aus den Homogenititsrelationen erhd@lt man wieder (II.7.30),

dehe S2.= - pV ., Deshalb konnen wir den Druck als lLegendre-Transfor-

mierte von U/V auffassen:

. N,
= P(Tofyeees fy) = S0 LWV (S, VN e, NY =T 2 -:Zvuj -y,

v
Nl/V,...,Nk/V

(U/v  ist nur eine Funktion der Dichten, beziiglich denen das Infimum
zu bilden ist.) Alle Formeln in &I1.7 (Tabelle I) bleiben bestehen,
wenn man sich an N und/u. einen Index angehd@ngt denkt, Ferner gel-
ten die aufgezshlten Konvexitdts- (Konkavitdts-) Eigenschaften, (Im
Unterschied zu k = 1 ist die Konvexitidt von G(p,T,Nl,...,Nk) in den
Ni nicht mehr trivial.) Diese implizieren aber jetzt nicht mehr die
Extremalprinzipien fir alle Arten von Hemmungen (semipermeable Wande,

etc.). Deshalb geben wir hier deren allgemeine Begriindung.

Extremalprinzipien

a) Entropie., Nach dem 2., Teil des 2. Hauptsatzes kann bei der Aufhe-

bung von Hemmungen die Entropie fir isolierte Systeme nur zunehmen,
Dies wollen wir fir das Folgende etwas formalisieren, Die gehemmtenGZ
seien charakterisiert durch (U,V;Y) , wobei Y ein Gebiet des TR "
durchlauft, Bei der Aufhebung der Hemmungen halten wir zundchst U,V
fest; Y kann aber iber gewisse Untermannigfaltigkeiten [Y] vari-
ieren., Verschiedene Y& [Y] sind modulo Hemmungen dquivalent., Die so

entstehende Faserung des Y-~-Raumes kann durch eine geringere Anzahl
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(¢ n) von Variablen parametrisiert werden. Wir bezeichnen die Gleich-

gewichtsentropie mit S(U,V; [Y]). Der 2. Hauptsatz sagt

S(U,\/)- CY1 )= \‘?ZVLY] $(U,\/5Y3. (€ 1)

b) Innere tnergie. Von jetzt an betrachten wir nur gehsmmte Gleich-
gewichte, fur die die Temperatur in allen Systemteilen gleich ist

(thermisches Gleichgewicht). Dann ist S(U,V;Y) monoton in U , da

(773 Vsy = % >0 . Folglich kBnnen wir durch Umkehrung die Funktion
4
;Y) bilden. Fir diese gilt nach(E 1)

UGSV TYD = ;geﬂucgv,- ).

Dieses Extremalprinzip ist in der Praxis nicht niitzlich, aber aus ihm

(E 2)

folgen die weiteren Extremalprinzipien.

wt Jehumeley Ebes -

c) Freie Energie. Fiur die freie Energievgilt nach (E£2)

FCLV; Y= déi [UE, VY, Y -T87]
Y L AN)=-TS
> it Yy LU 0-T=1
=i CUEY;TYD-TS [= FTV; VD),

Die letzte (Grdsse ist die freie Energie im ungehemmten Gleichgewicht.
Also qgilt

FCTV, IND = Miw  F(TV; Y.

)
YeCY] (e

d) Cibbssches Potential. In gleicher Weise folgt
S&(Tp; TYD= t‘:mG(T;PJYl (€

Als Anwendung (und Illustration) der Extremalprinzipien be-
trachten wir verschiedene Mischungsverhdltnisse in zwei Teilen eines

Kastens, der durch eine starre semipermeable Wand unterteilt ist, wel-

che nur fiir die Sorte 1 durchldssig ist, Im Ubrigen sei das System im
thermischen Gleichgewicht (die Wand sei diatherm), Da T und die Volu-
mina fest sind, benutzen wir die freie Energie.

Mit den Bezeichnungen der Fig. 6.1 muss F(T,U',Ni,...,N'k) +
+ F(T’v"’Nl-Ni’NE""N"k) als Funktion von N| minimal sein. [In die-
sem Beispiel ist Y = (N!, Nyoa s NGNS, L N Y. Im gehemmten Zustand

sei die Wand undurchldssig. Bei der Enthemmung (Durchldssigkeit fir
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starre semipermeable Wand,
permeabel fir Sorte 1.

Fig. 6.1

Sorte 1) wird [Y] =4;Y|Ni+N$ = const , alle andern N'i,N"i Fest}v
= Segment in Efk.]

Dies bedeutet wegen

OF

[ ¥
/&4 ::/LA (6.7)

gilt., Da die Wand unbeweglich sein soll, wird sich kein Druckgleichge-

dass

wicht einstellen (Osmose). Den Ueberdruck werden wir fir verdinnte Lg-

sungen in Abschnitt 6.3 berechnen.

Als Variablen benutzen wir im folgenden auch die Konzentratio-

nens

(25== \B‘/td

:§:<:° = 4.
3 J

) J

N== W
3 \)

6.2 Phasengleichgewichte

Reine Phasen sind (wie bei den einfachen Substanzen) Extremal-
punkte der konkaven Entropiefladche :Z . Wiederum ist das Kriterium fir
die Koexistenz von zwei Phasen 1 und II, dass es sine Strecke ir):fndt
Endpunkten I und 11 gibt., Da die Tangentialebenen in diesen Punkten

notwendigerweise zusammenfallen, folgt aus (6,2)

PI= PI )TI=_T.;E ) /la_Iz‘}(dE LS;:;()...,\‘). (6.8)

(Die Gleichheit dieser Intensitdtsgrdssen gilt natirlich fir das ganze

Segment, welches I mit Il verbindet,)
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Die Simplices in Z , welche die Koexistenz von <b Phasen be~
schreiben, haben die Dimension 4‘»- l1=<<k+l , Ihre Extremalpunkte
1,111,400, <b (reine Phasen) haben die gleichen Intensititsgrdssen, Ne-—

ben der Gleichheit von T wund p gilt also

hi1=/ﬁn=... ==/u'j¢/ é'—'-‘“a"‘/\ﬁ- (6.9)

Dies sind k(¥ ~1) Gleichungen fiir die intensiven Variablen p,T,
Ci1r Cyrprece Wegen :fcjl == Cigyp = cee = 1 sind davon 2+4p(k=-1)
unabhdngig, Man erwartet deshalb i.,a. nur eine Losung fir cbgg k+2

Daraus ergibt sich die Phasenregel von Gibbs: Simjcb Phasen eines

k-komponentigen Systems in Koexistenz, so sind nur f = k+2-<b der in-
tensiven Grossen T,p,)&‘,..,}lk. frei wdhlbar, Geometrisch ausgedriickt
ist f = dim:E - dim (Simplex).

Auf Grund der "Herleitung" ist klar, dass "die Regel nur gilt,

wenn sie nicht falsch ist". Dies war auch Gibbs bewusst (oft aber

nicht den Autoren von Thermodynamikbiichern).

6.3 Systeme von idealen Mischungen und verdinnten Ldsungen

Die Entropie S(X) kann man grundsdtzlich durch reversible
Entmischung aus den Entropien Sj der k reinen Stoffe bestimmen,
Die Entmischung kann z.B. mit Hilfe von semipermeablen Wanden gesche-
hen, wie aus der Fig. 6.2 hervorgeht. (Eine andere Methode von Schri&-
dinger werden wir in den Uebungen besprechen.) Bei quasistatischer Be-

wegung der Volumina ist der Prozess reversibel. Die Wande seien iso-

s .

\ .
(1)+(2) Y

|
1) @

¢

tecescssecessss lasst nur (1) hindurch
" " ( 2 ) "

liert, so dass er auch adiabatisch gefihrt ist. Wird bei der adiaba-

tischen Entmischung die Arbeit A = AU geleistet, so ist
S(U) VJ N‘) Mz)g SALUL;\/) NA"'SZ(UZ.)V) ‘Jz_) . (6.10)

Dabei ist fir diatherme Membrane
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U+U,=U+al 5 =T,

wodurch Ul’ U2 i.,a, bestimmt sind., Mehr l&sst sich ohne spezielle

P , (6.11)

Annahmen nicht sagen.

A, Ideale Mischungen

Zundchst betrachten wir ideale Mischungen (z.B. ideale nichtreagieren-
de Gase), fir die AU =0 ist. Nach (6.10) und (6,11) ist dann

e
S(ZU, VNN = 20 S (U VN, -
v A=y 6.12

Durch Differentiation nach Ui folgt
T( U)V) N&)“')Nk) = -E(-ULJ\/)NCB (U‘—"Z\'U.‘)/ (6.13)

d.h. die adiabatische Entmischung ist isotherm., Durch Ableitumng nach

V ergibt sich die Additivitat der Partialdruckes
QDCT)\// NU,,)Nk):Z Ps (_—BVJNA‘), (6.14)
Differentiation nach Ni gibt schliesslich
(o)
}i;(T;P)Nay-)NO'-"-/l; (T eD ) (6.15)

wobel rechts das chemische Potential des reinen Stoffes beim Partial-
druck steht.

Aus (6.12) folgt fur die weiteren Potentiale
V(ZS, VN, LN = = UL(SI.:V) N,
F(TV NG oND = 2 R (TYND
& (TP N Vo ==2&.(Tr,\).

Fir die Zustandsgleichung idealer Gase ist (’}Gi/9p)T N, = V=
SN,
i

(6.16)

N.RT
i

o also

S
SLC0ELND) = @ (T,p, MDD + S &f—‘ dy
P

oder, da pi/p = Ni/N ist

G‘\.('T) ) N = G‘CLT)G’/ NLB*"RTMZ'QM E”L .
N\
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Mit (6.16) erhalten wir
€;<TT310) \lﬁ)") \Ju:)==.::Eléalﬁ:t;Fb‘d$>F‘a-r.:Z \heu!%§-.

: L . . (6.17)
Durch Differentiation nach Ni ergibt sich

FilT 0, Moy oo Ny = g (TP +RThnce (6.19)

und ableiten nach T 1liefert

ST e, Ny, M= S, (T, ND-RZN: % . (6.19)

Der letzte Term ist die Mischentropie, d.h. die Entropiezunahme beim

spontanen Prozess der irreversiblen Durchmischung durch Diffusion
(nach Entfernung von Trennwinden),

Nun beachte man folgendes: Fir Ni £ N ist

AS t =_RN=C; dyc;> 0.

(Dieser Ausdruck ist proportional zur informationstheoretischen Entro-
pie der W-Verteilung .{cl,..,cg} )

Handelt es sich aber um zwei identische Gase, bei denen die
Wegnahme der Wand keine Rolle spielt, so kommt es natirlich zu keiner
Entropievermehrung. Konnte man also den chemischen Unterschied der Ga-
se stetig gegen Null gehen lassen, so wirde sich dabei die Entropie un-

stetig verhalten. Dies nennt man das (Gibbssche Paradoxon. Der Aufbau

der Atome erfolgt aber unstetig.

B., Fast ideale Mischungen (verdinnte Ldsungen)

Verdinnte Ldsungen kdnnen dhnlich behandelt werden wie ideale Gase.
Der Stoff 1 sei das Losungsmittel und es gelte Nfé< Nl ’
i=2,...k o Dabei ist es gleichgiltig, welchen Aggregatszustand die LG~
sung aufweist, Unter diesen Bedingungen kdnnen wir die innere Energie
nach den Molzahlen N2”“’Nk entuwickeln (d.h. wir entwickeln U/N
nach N2/N,...,Nk/N) :

3
_ ?
UCT, £, M, W)= U(T N N,=0, -, N = % *‘[E%(Q%‘)uf": 0

==.U3<:1)F).
ul(T,p) = U(T,p,Nl,N2 = 0,00,N, = O)/Nl ist die spezifische Energie

des Ldsungsmittels., FUir j> 1 sind aber die uj nicht die spezifi-
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schen inneren Energien der Stoffe. Man srhdlt fiir U lediglich for-
mal denselben Ausdruck

e
U(T;F/ NU")\‘)D“—‘-'.E Nd' ua'C-GP) (6.20)
i=1
wie in (6.16) fir ideale Gase. Man beachte, dass die wu,. unabhingig
von den Molzahlen sind, also nur von der Natur des Losungsmittels und
des j-ten geltsten Stoffes (sowie von p und T ) abhingen, Dies folgt
sofort aus der Homogenitdt ersten Grades von U in den Molzahlen,

Analog kdnnen wir U(T,p,Nl,..,Nk) entwickeln:

e
VCT}F’“‘)'”“\«D“—’- Z M'V‘(.T,p). (6.21)
j=t &4
Entsprechend ist vy das spezifische Volumen des Ldsungsmittels und
VosseesV sind die partiellen Ableitungen von V nach den Molzahlen
N2""’Nk .
Heikler ist die Berechnung der Entropie, da dafir ein Misch-
term auftreten muss. Wir betrachten zundchst die Entropie bei festen

(aber beliebigen) Molzahlen., Dann ist nach (6.,20) und (6.,21)

dS = 4U+pdV ., S\ du;+ pdv;
T T

Da die us und vy nicht von den Molzahlen abh&ngen, muss

. (6.22)

%(dui+pdvi) ein exaktes Differential sein:

duthAN;_.AS‘
= = AS;

(6.23)

Durch Integration ergibt sich
c
S(Tp, Ny ., ND)= 2 Ny 22O +C0NG-, N . (6. 24)
A=d
Die si(T,p) sind natirlich nur bis auf Konstanten bestimmt. Fiir gros-
se T und kleine p sollte (6.24) in den Ausdruck (6.19) fir ideale
Gase iibergehen, Bei geeigneter Normierung der si(T,p) (so dass diese

fir T —=bO, p —=> 0 in die spezifischen Entropien der einzelnen
Stoffe {ibergehen) ist deshalb

C(Ny,--, VD) == RN Nﬁ .

Formal erhalten wir also wieder den Ausdruck (6.19), d.h.

S (T, Nigery N = > NLSL(T,@_RELM;&A%, (6.25)



Aus (6.20), (6.21) und (6.25) ergibt sich fiir das Gibbssche
Potential (in den richtigen Variablen)

SCT e, Ny, W)= é N T o RT Z N

(6.26)
mit

23; (e = w TP+ pv (T =18 (Tp). (6.27)

Fir die Anwendungen sind vor allem die Gleichgewichtsparameter

B = (;%——Q N A n vichtig. Fur diese erhalten wir
" TePy 120000

B =4O+ QTPMcd- , (6.28)

Nach (6.27) ist gl(T,p) das chemische Potential‘/gg(T,p) des reinen
Lésungsmittels, Deshalb ist fir c;&1, cogk 1 (i=2,..,k)

L/“A(T © Casees \«,) ""/1 CT P)-\-KT/QMC_/(( P)-—El éc

(6.29)

Setzen wir noch

}{d‘!("'[;&)) - @d Cl‘)d-_,) = LLd .}.d?\g——rs\i , (é:.-z).../ )

7/ (6.30)

s0 gilt ausserdem
_— * .
L/—l‘i( l)F/ C.,_)..)C\,) =}l\i (‘-D())"\—'R_%C\" CA.-"Z).“’k)-(S.:')l)

In ‘/LF(T,p) steckt auch eine Wechselwirkung mit dem L&sungsmittel,

Wesentlich in (6.31) und (6.29) ist die explizite Konzentrationsab-

hangigkeit der chemischen Potentiale. Dies fiuhrt zu den nachfolgenden

interessanten Anwendungen.

A, Osmotischer Druck

Wir betrachten nun die Situation in fig. 6.2, in der das reine LBsungs-
mittel und eine L8sung durch eine semipermeable Membran getrennt sind,

die nur fir das Losungsmittel durchldssig ist.

/ U n 0 ”
P P 2_)"‘

.1\

4 } Av2 4 oee
|

starre semipermeable Wand
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Die Gleichgewichtsbedingung (6.7) lautet

! /] &
MCTphe,=o ..,c\,_-_-oj.=/4A('l;p;’ch..,c\,_) L (6.32)
oder mit (6.29)
r [ ! ° " <
}LACT)(:)'—'-'/{A (Tep"H-RT= SN (6.33)
A'=Z.

Da fur reine Stoffe (g}l/gp)T = v(p,T) qilt, erhalten wir aus (6.33)
fur den Ueberdruck APp:= p"-p' n3aherungsueise

Ap-V, = RT >

-, &’

oder mit V" = vy, NV
e \J'”
Ap= = MNRTU (6.34)

(Gesetz von van 't Hoff).

In Worten bedeutet dies:

Der von der geldsten Substanz (2+43+...) ausgeibte osmotische
Druck ist gleich gross wie der jenige Druck, welchen die Sub-
stanzen 2+3+..., als freies ideales Gas bel der gleichen Kon-

zentration ausiiben wirden,

Beispiel: 1430 g Rohrzucker in 1-2 H20

APgy, = 149 atm  bei 30°C ,
APy, = 104 atm bei 30°C .

Trotz grosser Konzentration (c"2>3$1) ist die theoretische Antwort
recht gut.

B. Phasengleichgewicht bindrer Systeme

Wir untersuchen jetzt die Aenderungen des Gefrierpunktes, des Siede-
punktes und des Dampfdruckes fir L@sungen, Dazu betrachten wir ein L&-
sungsmittel 1, welches im reinen Zustand (To,po) in zwei Phasen 1

und 11 koexistiert. Nach (6.8) gilt

(0) (o)
4I(__[_O)P°) =}L‘EC—R)«7D (6.35)

Fine Substanz 2 sei in den beiden Phasen geldst mit Cop 0211<3< 1.,
Dadurch wird die Phasenkoexistenzkurve verschoben, denn fir diese gilt
(vol.(6.9)):
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)"41-(1; P)CZI> -_—.:/(u:(—r)t?, C’z.]:) 5 (6.36)
/.(ZI (-‘;P)CZI) =/(7-E ('1—) P/ cgn) . (6.37)

21’/L211 sind dabei die chemischen Potentiale der Substanz 2 in den
beiden Phasen des LGsungsmittels,

Die Gleichungen (6.36), (6.37) definieren im Raum der (p,T,
021,0211) eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir linearisie-
ren (6.36) in den kleinen Unterschieden AT = T-T, » AP = p-p, . Mit
(6.29) kommt

Yz (T,,p> AT+ Y RT, ¢gp =dilo uld
AT (Yo, Ps T .Ap_. K1l =d I—-IC
ST QP £ I -

oder

— (51~ SE)AT+ (vp=vpd ap =(C, - CHRT,

(6.38)
Wir betrachten jetzt zwei SpezialfZlle dieser "verallgemeiner-

ten Clausius-Clapeyronschen Gleichung".

a) Gefrierpunktserniedrigung und Dampfdruckerhohung

Nach (6.38) #ndert sich die Uebergangstemperatur bei festem p = p

gemass °
zﬁ;T~=='EfT-((:zr"Cunlf) — 'FQ‘FRY:<;zxr-<lzn{)
Sp—Sr L.(_I—-» Ev ? (6.39)
wobei L(I — II) = T(sII- sI) die Uebergangswidrme von der ersten in

die zweite Phase bezeichnet.

Diese formel bestimmt speziell die Aenderung des Gefrierpunk-—
tes beim LBsungsprozess, wenn der geldste Stoff in der festen Phase
nicht ldsbar ist (z.B. Eis und Wasser). Da beim Gefrieren Wirme abge-
geben wird, ist ATL 0 , d.h. der LOsungsprozess erniedrigt den Ge-
frierpunkt (weshalb man Salz zu streuen pflegt).

Die Beziehung (6.39) bestimmt auch die Aenderung des Siedepunk-
tes bei einem Losungsprozess, wenn der Stoff nicht flichtiqg ist. (Die
beiden Phasen sind die flissige Ldsung und der Dampf des L8sungsmit-
tels,) AT 1ist jetzt die Temperaturdifferenz zwischen dem Punkt, wo
das Losungsmittel aus der Losung verdampft und dem Siedepunkt des rei-
nen LoOsungsmittels, Weil beim Sieden Warme verbraucht wird, ist

AT>0, doh, der Siedepunkt wird durch die Ldsung erhoht.
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b) Dampfdruckdnderung

Nun erhalten wir T = T_  fest und erhalten aus (6.38) fir die Dampf-

druckerhthung als Funktion von €51~ Co17
. RV (Cap-Cox)
& Vi — V1o (6.40)

(Raoultsches Gesetz).

Wir wenden diese Formel auf das Gleichgewicht zwischen einer

flissigen und einer gasfdrmigen Phase an (s.Fig. 6.3).

T —4— Dampf des LGsungsmittels
I+ 2 - Losung (schuerflichtiger
geldster Stoff)

Fig. 6.3

Da vI:g> UII ’ C2I =0, pvlgg RT , gilt

lAP/&’ ==C. (6.41)

wo ¢ die Keonzentration der Losung ist. Danach ist die relative Er-

niedrigung des Druckes des gesdttigten Dampfes des LGsungsmittels

gleich der Konzentration der LOsung.

C. Gleichgewicht eines geldsten Stoffes in zwei Losungsmitteln

Nun betrachten wir zwei sich beridhrende Ldsungen I,I]1 ein und desselben
Stoffes in verschiedenen Losungsmitteln (z.B. in zwei nicht mischbaren
Flilssigkeiten).

Die Gleichgewichtsbedingung verlangt jetzt, dass die chemi-

schen Potentiale des gelOsten Stoffes in den beiden Ldsungen gleich
sein missen, Nach (6.31) gilt also

}("12_ (Ged+RTe .--/«-;("‘3(77-%?79“ ‘-

Daraus ergibt sich * > J_C 3
op-Ax(Tp
<3]:/Q:JE‘=='Q*Q?<i}‘ - RT .

(6.42)
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Dies zeigt, dass das Verh#&ltnis CI/CII (bei gegebenem Druck und gege-

bener Temperatur) immer gleich ist.

D. Ldsung eines (idealen) Gases in einem Ldsungsmittel

Schliesslich betrachten wir das Gleichgewicht zwischen einem Gas (wel-
ches wir als ideal annehmen) und seiner Losung in irgendeinem konden-

sierten LOsungsmittel,
Die Gleichheit der chemischen Potentiale des reinen und des

gelSsten Gases lautet nach (6,31)
/lOCT; p) = }L"“C'B )+ RTuc.

*
Die Ableitung nach dem Druck bei festem T gibt )

=V t+‘E’TQ&4C

rein gelos (3;7—‘ .
Dabei ist v . die Aenderung des Ldsungsvolumens bei der Ldsung
gelost
eines Mols., Es ist Vrei5>e> Vgeldst und damit

oder ._‘;._ EP ’

I c = const +p , fir T = const (6.43)

(Cesetz von Henry).

Bei der LOsung eines Gases ist also die Konzentration der (schwachen)

LBsung proportional zum Gasdruck,

*
) Nach (6.26) und (6.30) ist

QG 2, (2 4
V= (T = N (Z) o s ()= () o ()

T

*
Deshalb ist GvﬁJ?D)T die Aenderung des LOsungsvolumens bei der

LBsung eines Mols.
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6.4 Chemische Reaktionen, Massenwirkungsgesetz

Wir untersuchen jetzt ein Einphasen-Mischsystem, in welchem
"chemische" Reaktionen ablaufen ktnnen, (Dies kdnnen auch Kernreak-
tionen in einem Stern oder Elementarteilchenreaktionen im frithen Uni-
versum sein.) Auch wenn das System materiell abgeschlossen ist, kdnnen
sich auf Grund dieser Reaktionen die Molzahlen #@ndern. Bei gegebenen
dusseren Bedingungen wird sich schnell ein GZ einstellen.

Chemische Reaktionen schreibt man symbolisch als Gleichungen

2 )’L AL——"- O ) (6.44)

wobei Ai die chemischen Symbole der reagierenden Stoffe und :Di die

stGchiometrischen Koeffizienten sind.

Beispiel: Ffur 2H2 + 02 2H 0 schreiben wir

(=2, 2 =1, =-2)

Wir nehmen an, dass die Reaktionen bei konstanter Temperatur
und bei konstantem Druck ablaufen., Es mdgen s solche zwischen den
Al,..,A stattfinden

2 )J(T)A +=4)2.).....)S,

A=A

k

(6.,45)

AR, Bedingungen fir das Gleichgewicht

Im Gleichgewicht muss das Gibbssche Potential (bei gegebenen T,p) den
kleinstmdglichen Wert haben (siehe S. 84), Wir missen also untersuchen,
wann das Gibbssche Potential G(T,p,Nl,..,Nk) von antikatalytisch ge-
hemmten GZ auf den Untermannigfaltigkeiten
o (OA 6 N
.{.‘J;== ‘{Lﬂ— :E :VL <>\ \ ‘JL==CJN0(1') 1§; L-4-u
T

(6.46)

ein Minimum annimmt, Die Stationaritdtsbedingung von G als Funktion
ger M(T) lautet

N
TG QG OGN >,
O= o5 = :EZ.,)kJ Soe = - 4/1°>’

Die Gleichungen

&)
21‘:/4(;)’; =0 ) b:A).oo’S (6.47)
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auf der Mannigfaltigkeit (6.46) bestimmen das Gleichgewicht fir
(Nl"”Nr) eindeutig, falls G(T,p,Nl,..,Nk) strikt konvex ist, d.h,
fir reine Phasen, Die Gl. (6.47) gehen aus den Reaktionsgleichungen
(6.45) durch die Ersetzung Ai ——€>fki hervor, Sie konnen als allge-

mein giltigen Ausdruck fir das Massenuirkungsgesetz angesehen werden.

Bemerkungen

1, Fir die obige Herleitung ist wesentlich, dass wir die chemischen
GZ mit chemisch gehemmten GZ vergleichen konnten. Das "Zaubermittel™
(Pauli) der dafir notuendigen idealen Antikatalysatoren existiert aber

nur in seltenen Fdllen,

2. In (6.46) und damit auch in (6.47) kommt es nur auf den im Raume
der N = (Nl”"’Nk) durch die Vektorené' (r) ()”(r))lr = l,..,s}
aufgespannten Unterraum an. Deshalb kann man sich auf einen Satz von

linear unabhdngigen Reaktionsgleichungen beschranken,

3. Aus (6.47) soll man nicht den Fehlschluss ziehen, dass das chemi-
sche Gleichgewicht durch die Thermodynamik des "inerten Gemisches" be-
stimmt sei - also z.B. im Falle idealer Gase durch die Thermodynamik
der reinen Stoffe. Ohne Bericksichtigung der chemischen Umwandlungs-
moglichkeiten kGnnen wir namlich U wund S wund damit G und }ii

umnormieren:

U —=>= U + N.a. ,
11

S—%> 5+ 3 N.b. ;
G —> 6+ 3 N,(a,- Tb,)

/(Ll———:— /1i+ a;- Tbi .

Im chemischen Gleichgewicht sind diese Umnormierungen aber nach (6.47)
eingeschrankt: Z )’(k) = )’(k) = 0 ., Dies rihrt davon her, dass

innerhalb der Mannlgfaltlgkelten (6.&6) jetzt Energie - und Entropie-
Differenzen messbar sind (durch reversible Verinderungen des chemi-
schen Gleichgewichtes) und daher Energie und Entropie nicht mehr unab-
hangig fir jeden Stoff normiert werden kdnnen., Dies wird bericksich=-

tigt, indem man in (6.47) die unbekannten Konstanten stehen ldsst:

<- 30 p+a-T8) =0,

wobei jetzt die Normierungen der }li willkirlich sind. So sieht man,
dass fir jede Reaktion zwei "chemische Konstanten" Z)?iai ,Zjoibi

auftreten, die erst auf Grund von Messungen chemischer Gleichgewichte
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bestimmbar sind. (Der 3, Hauptsatz wird die Konstante :Z)ﬁbi elimi-
nieren. )

B. Massenuirkungsgesetz fir ideale (Gase

Wir wenden nun die allgemeine Bedingung fur das chemische Gleichge-
wicht auf ein ideales Gasgemisch an, Der Einfachheit halber sei nur
eine Reaktion :[tpiAi = 0 mbglich, Nach (6.18) ist

/u‘b(—j;f’) Cyyeo) Ce) =/‘~?,(-T}(’) ‘*‘RT'Q“CL

Dies setzen wir in

(6.48)

(6.49)

ein und erhalten

4 y T
ﬁ C?’b Q_RT’ L ﬂ“\. )?)= kCT)P) (6.50)
A=/

Dies ist das Massenuwirkungsgesetz fir ideale Gase. Die rechts stehende
Grosse ("Massenwirkungskonstante") ist nur eine Funktion der Temperatur
und des Druckes.

Wir wollen uns noch direkt davon iberzeugen, dass K(T,p)
durch die tigenschaften der reinen Stoffe plus zuwei chemischen Konstan=-
ten bestimmt ist. Dazu betrachten wir die Ableitungen von bk (T,p)
nach T und p .

Zundchst gilt

(i) LT, (P,

doh. (>Qhk( A =4 L
(?ha_)-rz .R,T.ZVL\;;_—- _FZL)'L (6.51)

(Molvolumen der i-ten Komponente)

Der Wert von :2:>h bestimmt demnach die Druckabhd@ngigkeit des chemi-
schen Gleichgewichtes:

>V,
P<(—F.P) K (jr) &’ ‘. (6.51")
Sodann gilt
>=- _4_2 RTZZv%‘
Entrople pro Mol des reinen Stoffes

23’ (ﬂ-&-Ts

121"2' L

(6.52)



Nun ist aber die Enthalpie des i~ten Stoffes pro Mol (siehe (II1.7.24))
) o .
h, = /11 + Tsy = ug+ pv; = u;+ RT . Deshalb gilt

P .R_l_z v (6.53)

:z:jpihi ist die Aenderung, AH(T,p) , der Gesamtenthalpie
H =2Nihi = U+ pV "bei einmaligem Umsatz" AN = )’i und festen
T,p « Damit lautet (6,53)

(‘b&%) — A&HP (6. 54)
RT= ‘
Wegen dH = TdSH Vdp 1st"z&&l auch die aufgenommene Reaktionswdrme.

Diese bestimmt die Temperaturabhdngigkeit des chemischen Gleichgewich-
tes,

Man beachte

2)’ C-f ) (6.55)

d.h. die T—Abhanglgk81t von ¢§H ist durch die Eigenschaften der rei-
nen Stoffe bestimmt.

Die beiden Gl. (6.51), (6.54) werden nach van 't Hoff benannt,
Sie zeigen, dass K(T,p) durch die Eigenschaften der reinen Stoffe und

zwel "chemische Konstanten", z.B. K(To,po), ZSH(To’po) , bestimmt ist.

Man kann die Gl. (6.50) auch auf die Partialdrucke p.= c.p
umschreiben, Mit Hilfe von (6.51') ergibt sich

k
¥.
TT ‘7‘\' p— ¥<F('T> (unabhiangig von p !)

;:% (6-50')

Beispiel: Ammoniakerzeugung nach Haber:

1 Ny+ 3H, === 2 N H.,

S¥, =14+3=-2=2,

Cy_(
Es®):, 22 _ (1.p) - k(1) o=

(C
NH.

FUr grosse NH3— Ausbeute muss daher p moglichst gross sein !

Bosch hat seinerzeit die technischen Probleme iberwunden, die
mit den hohen Drucken verbunden sind. ferner hat eine Auswahl geeigne-
ter Katalysatoren durch Mittasch zu den Vorbedingungen der erfolgrei-

chen industriellen Synthese beigetragen,
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C. Massenwirkungsgesetz fir verdinnte Ldsungen

Wir schreiben die Reaktion ohne Beteiligung des Ldsungsmittels 1 als
3
:\ - )’LA“."__-' 0' (6.56)
A=2,

Da fiur die gelésten Stoffe i=2,..,k nach (6.31), d.h.
*
/{d Coe, Cuaye++s Cie) =}1° C-[;e)'i—RTQMCd ) (6.57)

/ALj formal gleich lautet wie fiir ideale Gase (Gl.(6.48)), gilt wieder
das Massenwirkungsgesetz (6.50).
Nach (6.30) ist

+* i
/‘J =W-Tsi+p \8

. ¥)
Ferner gilt nach (6.23)

Au<5=—rdsd—-(dv0- . (6.59)

QY —v , (), -,
Sp /T J / ¢ d (6.60)

und damit gelten wieder die Gleichungen von van 't Hoff:

Q@k) = — Z)’V Y

SR — (6.61)

RV
(QQuk)P 2"‘ (.ub+&9v>=-72—_—_—2 (6.62)

Nach (6.20) und (6.21) sind dabei AV, AH die Aenderungen des Volu-
mens V wund der Enthalpie H = U+ pV bei einmaligem Umsatz z;Ni=Zvi.

(6.58)

Deshalb ist

fFreilich kann man jetzt H nicht mehr wie in (6.55) mit den spezifi-
schen Warmen der reinen Stoffe in Verbindung bringen.

Wenn die L&sung inkompressibel ist, so sind die u; und S5

nur funktionen von T und vi= const; ausserdem gilt

<Q:qu> ? £ AV« 1.

- (6.63)

*)

Man erinnere sich, dass die u. und vj fir die geldsten Stoffe

nicht die spezifischen Energien und Volumina sind (vgl., S. 86).
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Deshalb ist in diesem Fall die Massenwirkungskonstante nur eine Funk-—
tion von T , K = K(T) .

7. Der dritte Hauptsat:z

Der im VYorangegangenen entwickelte Rahmen der Thermodynamik
lasst fir jeden reinen Stoff eine Normierungskonstante fir die Entro-
pie *) frei (siehe Gl.(III.l.14)). Ausgehend von Beobachtungen elektro-
chemischer Umwandlungen gelangte Nernst 1906 zu folgendem

POSTULAT (Nernst 1906): "JEDE CHEMISCHE REAKTION IN KONDENSIERTER
PHASE VERLAEUFT AM ABSOLUTEN NULLPUNKT OHNE AENDERUNG DER ENTROPIE™,

In einer Verscha@rfung formulierte Planck 1911 den 3., Hauptsatz
wie folgt,

3. HAUPTSATZ (Plancksche Formulierung): "“FUER JEDEN STOFF
STREBT DIE ENTROPIE IM LIMES 'Tﬁ[} GEGEN EINE VON DRUCK,
AGGREGATSZUSTAND UND CHEMISCHE ZUSAMMENSETZUNG UNABHAENGIGE
KONSTANTE"™,

Diese Konstante kann man Null setzen und damit die Entropie absolut
normieren.,

Fine unmittelbare fFolge davon ist, dass eine der beiden chemi-
schen Konstanten fixiert ist (:::Pibi = 0 , in den Bezeichnungen auf
S. 96). Es geniigt deshalb, eine einzige Reaktionswarme ZSH(TO,pO) zu
messen, Dies wurde durch Experimente schon von Nernst qualitativ be-
statigt.,

Der 3. Hauptsatz ist eine Konsegquenz der Quantenstatistik. Er

gilt aber nicht ausnahmslos, wie das folgende Beispiel zeigt.

Wenn ein System aus N Molekilen einen Grundzustand hat, des-
sen Entartungsgrad proportional zu AN ist (A eine Konstante), so
ist die Entropie nach der Quantenstatistik bei T =0 : S(7=0) =
= kN log A , oder R log A pro Mol, Ein konkretes System dieser Art
ist CHSD . Ist der Grundzustand von CHa einfach, so ist der jenige
von CH3D AN-Fach. Man kann namlich in jedem CHA—Tetraeder ein belie-

biges H=-Atom durch ein D-Atom ersetzen, wobei die Energie in allen

*)

Dies hat zur Folge, dass in den Potentialemn F und G eine linea-
re funktion 56T+const unbestimmt bleibt, die z.B. in den chemi~-

schen)Gleichgeuichtsbedingungen eingeht (vgl., die Bemerkung 3 auf
S’ 96 [ ]
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vier Fdllen praktisch dieselbe ist, Dies fihrt auf eine Nullpunkts-
entropie von R log 4 = 2,75 Cal/Mol-K , was nahe beim experimentellen
Wert 2,77 Cal/Mol-K liegt.

Bei den Anwendungen des 3, Hauptsatzes muss man vorsichtig
sein, da sich fir T‘ 0 das thermodynamische Gleichgewicht unter Um-
stdnden sehr langsam einstellt (metastabile Gleichgewichte). Ein Bei-
spiel ist Glycerin, wo die Entropie der unterkiihlten fliissigen Phase

etwa 5-~15 Cal/Grad-Mol grosser ist als die der kristallinen Phase,

Folgerungen aus dem 3, Hauptsatz

a) Verhalten der Ableitungen

Mathematisch ausgedriickt lautet der 3. Hauptsatz

YD SCT\N)=0 , L SCTp)=0. (7.1)
T—0 T—0
Deshalb gilt

LY /
- N AT

Damit der Limes von s(T,p) fur T¢ 0O existiert, muss gelten

Lo C‘,CT§=O. (7.3)
Ty O
Wegen O<{cv<:cp gilt auch

Lo C (= 0. (7.4)
TVO

Ferner streben auf Grund der Maxwell-Relationen (Tabelle I)

s\ _ /D Qs Oy
und (7.1) auch die Ausdehnungs— und Spannungs-Koeffizienten gegen Null

£&£k4 X = ‘h)44 6; = 0O,
TY0 TVD
Da allgemein gilt (s.(1.10))

c?-—CLU'==-Twii%§%)0-(§%%é)f> )

erhalten wir ausserdem

Qd41 Cp=Ceo = 0, (7.7)
Y0 T

(7.6)
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dehe c_~- c, Mmuss stdrker als T gegen Null gehen,

b) Unerreichbarkeit des absocluten Nullpunktes

Fir die Anndherung an den absoluten Nullpunkt kann man ausnutzen, dass

die Entropie nicht nur eine Funktion der Temperatur ist, sondern noch
*

von mindestens einem weiteren Paramster (z.B. p) abhingt ). Nach dem

3, Hauptsatz ergibt sich qualitativ das folgende S~T~Diagramm:

SA P
Y P,
> T
Fige 7.1
An dieser Figur macht man sich leicht klar, dass T = 0 nicht in end-

lich vielen Schritten erreichbar ist. Dabei ist natidrlich wesentlich,

dass alle Kurven p = const bei T =0 zusammenlaufen., Es ist aber

nicht notig, dass der zugehorige Wert von S gleich Null ist.

Da der absolute Nullpunkt nur asymptotisch erreichbar ist,
gibt es auch keinen Carnot-Prozess mit T = 0 als Kuhlertemperatur

und zugehdrigem Wirkungsgrad % =1,

Experimentelle Ueberprifung des 3. Hauptsatzes

£in historisch wichtiges Beispiel fur die Ueberpriufung des 3. Haupt-

satzes war die Untersuchung an den beiden Modifikationen des Zinns.

Bekanntlich existiert elementares Zinn in Form eines normalen

Metalles (weisses Zinn) und in Form eines grauen Pulvers (graues Zinn).

*)

In Abschnitt 8 werden wir eine praktisch wichtige Methode zur Er-
reichung von tiefen Temperaturen besprechen, bei der dieser Para-
meter ein Ausseres Magnetfeld ist (adiabatische Entmagnetisierung).
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Beide Phasen kodnnen bei einer Temperatur von 13.2°C nebeneinander exi-
stieren, Darunter ist die graue, dariiber die weisse Form best&d@ndige.

Die Umwandlung ist allerdings stark gehemmt und geht erst mit merkli-
cher Geschwindigkeit vor sich, nachdem sich etwas graues Zinn gebildet
hat, das autokatalytisch wirksam ist (Zinnpest). Durch schnelle Unter-
kihlung ist es deshalb moglich, das weisse Zinn bis hinunter zu den
tiefsten Temperaturen als metastabile Modifikation zu erhalten und sei-

ne Molw3rme zu messen.

Nun kann man die Entropiedifferenz zwischen beiden Modifika-
tionen am Koexistenzpunkt auf zwei Weisen bestimmen, Einmal folgt aus

g!' = g" fiur die beiden Modifikationen
ELL—fSIl==:(jé-11”>/LT—.

Dabei betrdgt die experimentell gemessene Umwandlungsenthalpie
Ah == 522,5 cal,

Auf der anderen Seite folgt aus dem 3., Hauptsatz nach (7.2)

| u T=286.2- / , T
S-S = — /
g (< CPDTF'
0

Innerhalb der Messgenauigkeit stimmen beide Entropiedifferenzen iber-

ein,

8, Dielektrika und Magnetika

In diesem Abschnitt studieren wir die thermodynamischen Eigen-
schafen von dielektrischen und magnetischen Substanzen in Anwesenheit

von elektrischen und magnetischen Feldern,

Bei der Bestimmung der thermodynamischen Potentiale muss man
sorgfdltiq darauf achten, was zum System gezdhlt wird und was nicht.
Insbesondere kann man immer ein exaktes Differential eines Feldenergie-
anteils (z.B8. in dU ) abziehen, wenn dieser unabhdngig vom thermody-
namischen Zustand ist. Ferner ist darauf zu achten, welche Variablen
(Spannungen, Strome, etc.) in der Versuchsanordnung primdr kontrol-
liert werden,

Aus diesen Griunden werden in der Literatur verschiedene Aus-
driicke fir die reversible Arbeit und die verschiedenen thermodynami-

schen Potentiale verwendet, Da dies immer wieder betrdchtliche Verwir-



rungen verursacht, werde ich das Folgende ziemlich ausfiuhrlich abhap-
deln.

Zundchst erinnere ich an den Energiesatz in der ED,

Die felder E wund B in makroskopischen Kirpern sind r&um-
liche Mitteluwerte der mikroskopischen Felder, welche ihrerseits die
Maxwellschen Gleichungen mit den mikroskopischen totalen Ladungen und

Strdmen «g,j) erfillen, Durch Mittelwertbildung erhalten wir aus die-
sen Gleichungen

c{uy-§§ =0 > TEA-EE-+ __"‘ o ,
Bl.1
Ly E =4rd®> , tohB-LE=4m(g>, OV
Ueblicherweise zerlegt man <:§9>»1n die Polarisationsladungsdichte

- div P und die lLadungsdichte gﬂ der "freien" (von aussen spezifi-
zierten) Leitungsladungen:

<9>=9Q‘d'€0‘f - (8.2)
Analog ist ’

4_3.‘_>=IQ+C”°H_'14—'P (8.3)

—

(22 : Stromdichte der Leitungsladungen, M: Magnetisierungsdichte).
Die Hilfsfelder D wund H sind definiert durch

D=E+arP , H=B_arM. (8.4)

Mit diesen lassen sich die makroskopischen Maxwell-Gleichungen (8.1)

in der Ublichen Form schreiben
Ay B=o0 |, WE+4 R =0
= - < - . (8.5)

Als mathematische Konsequenz erhdlt man daraus
C
A (E~1>+H )+ ( = EAR)=-T (6.0)
Die Interpretation dieser Gleichung ist die folgende, Ein gegebenes
System (z.B. ein Dielektrikum zwischen Kondensatorplatten) sei in ei-

nem Gebiet G (PG befinde sich im materiellen Vakuum). Durch Inte-
gration von (8.6) iiber G erhalten wir

B | (sau)ds - 56 [ 4 E3D+ Au¥a GESM .

Die linke Seite gibt die Energie an, welche in der kleinen Zeit &t
in das System fliesst. Diese teilt sich auf in die Arbeit, welche das
E-Feld an der Stromdichte '31 in der Zeit &8t 1leistet und die Ar-
beit 6A , die fir die Aenderungen 80 wund 68 wvon D und B



benttigt wird., Letzere ist nach (8.7)

%A—-—S 2‘.&;1_[§®12+ HYB 4V, (8.8)

B.1 Reversible Arbeit fiir die Polarisierung und Magnetisierung

A, Dielektrika

Wir betrachten jetzt speziell ein ungeladenes Dielektrikum in einem
elektrischen Feld, welches etwa durch die Ladungen Ql ’ Q2 auf den

Leitern L, , L, eines Kondensators erzeugt wird (vgl, Fig. 8.1)

900, 2920
; 7
¢ /
/ g
4 %
Li Y L.
? %
1| |
V=@1—¢2
Fig, 8.1
Ausserhalb der Leiter gilt
WE=0,4dyd =0, (8.9)

= - - Zustandsgleich
&_g.\.[w—?) f f(g;r)_ ustandsgleichung

Dabei stellen wir uns vor, dass das Dielektrikum durch Kontakt mit ei-

nem Warmereservoir auf konstanter Temperatur T gehalten wird.

Die Annahme einer Zustandsgleichung schliesst ferroelektrische
Systeme mit Hysterese aus.

Bei gegebénen Potentialen oder Ladungen auf den lLeitern und
der Randbedingung ¢(x) —= 0 fir | x| —>¥ (E = ~ grad ¢) sind
die Felder durch (8.9) eindeutig bestimmt.

Wir bestdtigen zundchst den ersten Term in (8.8), indem wir

die Arbeit berechnen, die notig ist, um zus&tzliche infinitesimale
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Ladungen 6Qi aus dem Unendlichen auf die Leiter Li zu bringen,
Primir ist diese Arbeit &R = ®,8Q; . Nun ist aber

W
¢ Tl e s . T
v 4T — - )
Ly
wobei de&” ins Innere der Leiter zeigt, Damit ist (da e, auf L

i i
konstant ist)

YAe- LS g%cf» ¥D.ds =-A | dulerrAV.
» B\UL

Ausserhalb der Leiter ist aber

div (@TD) = @ AirTD + 3D g=de
o —E

Wir erhalten also, wie eruwartet, -
BA =L §CL§-FQ AV (e.10)

(CL: Komplement der Leiter). Man beachte, dass sich das Integral Gber

das ganze Gebiet ausserhalb der Leiter erstreckt.

Fur thermodynamische Betrachtungen ist es ginstig, davon die

Variation eines Feldenergieanteils abzuziehen, welcher unabhingiq vom

thermodynamischen Zustand des Dielektrikums ist. Je nach dem, ob von
aussen die Ladungen Qi oder die Potentiale ®; gegeben sind, wird

diese Variation verschieden ausfallen.

a) Vorgegebene Ladungen

In diesem Fall interessiert uns

2

BA, =FA-3| LE.V

= - =L J (8.11)
L cL®™

wobei EL das elektrische Feld in Abwesenheit des Dielektrikums bei

gleichen Ladungen auf den Leitern ist. Wir zeigen unten, dass

XAL:' - g ?'%\EL&V' (8.12)"

Dielektrikum
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b) Vorgegebene Potsntialverteilung (Spannung)

Fir diesen Fall wird man die Grtsse

FAP‘: FA-% Ez (8.13)
LL 8w
bilden, wo Ep wieder das elektrische Feld ohne Dielektrikum ist,

diesmal aber bei gleicher Potentialverteilung auf den Leitern.

Es wird sich zeigen, dass

A, = SM 3P V.

Der Unterschied von (8.12) und (8.14) rithrt davon her, dass die Bezie~

hung zwischen Qi und °, mit und ohne Dielektrikum verschieden ist,

(B.14)

Falls die Felder homogen lber das Dielektrikum sind, lauten

demnach die Differentialformen fir die reversible Arbeit:

O(L= -'?u' AE-.:L (8.15)

bzw, /

. (8.16)
XKp= E'r'd?hl- ,

Herleitung von (8,12) und (8.14):

In Gl.(8.,11), d.h.

%A =4 § [EID-EFTE AV,
CL

aprand (8.17)
zerlegen wir den Integranden wie folgt

E‘_‘ . ']= E‘(?P“BED“‘(E‘P)"GEL’*‘(:D_‘ED B\EL- (8.18)
Der letzte Term rechts liefert im Integral den Beitrag (f, = -grad e )

{ (p-E 3-%@ - f D0 diu(D-E)N+ 2 V0,
CL
"N%@ SQ CD E\ &T (8.19)

Rechts verschuindet der erste Term wegen div D = le EL = 0 (ausser=-
halb der Leiter) und der zweite Term ist ebenfalls gleich Null vegen

der Gleichheit der Ladungen fiir D wund EL auf den Leitern ¢

S édg - g EL.' A_(_\‘ =_.4-tr®-L . (6.20)
iRy oL, .
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Entsprechend sisht man, dass auch das erste Glied von (8,18) in (8.17)
keinen Beitrag liefert. (Man hat dazu E = - grad ® einzusetzen und

dieselben Transformationen durchzufithren.) Endgiiltig erhalten wir

FA,_=-£;S (E-DHDE AV S PIE AV,
CL. "_jz;:g D%

uwie behauptet.

Analog leiten wir (8.14) ab, Anstelle von (8.18) lautet der
Integrand

E.¥D- EVE =(E-E)¥D+E (ID-TE)+ E,(E-IE)).

(8.21)
Mit analogen Umformungen wie in (8.19) sieht man wieder, dass der erste
und der dritte Term in (8.21) keinen Beitrag geben. (Dabei benutzt man
neben div E = div 80 = 0 , dass E und Ep , bzw., B8E und 6E auf
den Leltern gleiche Potentiale haben.) Es bleibt der 2. Term in (8 21),
welcher offensichtlich zum Ausdruck (8.14) fihrt.,

B. Magnetika

Nun betrachten wir eine magnetische Substanz in einem Magnetfeld, wel-
ches zum Beispiel durch eine Spule erzeugt wird, fur welche wir den

Gleichstromuwiderstand vernachlidssigen {(supraleitende Spule).

Magnetikum

—

T

<

Fig. B.,2

Man beachte, dass sich in der Energisgleichung nicht £ wund B
D und H

— - !
schiedenen Ausdricke fir die Arbeit werden deshalb fiir Magnetika aus
jenen fir Dielektrika durch die Substitution £ —> H , D —> B her-
vorgehen.,

y bzu,

sondern E wund H , bzw, D und B entsprechen. Die ver-

Zundchst bestdtigen wir den zweiten Term in (8.8). Im Zeitin-
tervall 6t leistet das fE~fFeld an den Leitungsstrtmen J die Arbeit
ot S JeE dV . Mit umgekehrten Vorzeichen versehen ist dies die Arbeit
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8A , die von einer Ausseren Spannunsquelle (Arbeitsreservoir) geleistet
werden muss, um den Strom aufrechtzuerhalten. In quasistatischer N&-
herung dirfen wir den Verschiebungsstrom vernachlédssigen, Deshalb k&n-
nen wir J durch %— rot H ersetzen und erhalten mit einer partiel-

x
len Integration

dA=-%t & | gotudy =3t = [dvEatay

R S bo1el E AV,
S\

In quasistatischer N&herung bit es keine Abstrahlung und deshalb ver-
schuindet der esrste Term rechts (das Integral l#dsst sich in ein Ober-
flachenintegral iiber eine unendlich entfernte Fl&ache tberfithren). Im

zueiten Term benutzen wir das Induktionsgesetz und erhalten ( mit

58 = Bot)
VA=A | HIBR AV,

in Uebereinstimmung mit (8.8).

(8.22)

Es ist noch instruktiv, B = rot~£L zu benutzen und den resul-

tierenden Ausdruck (nach partieller Integration)

A= L{ T3A AV (5.25)
TA = | @¥edV 52

der Elektrostatik zu vergleichen. Die Korrespondenz ist hier

kA’SH?) l/CHCP

Nun wird man von (8.22) wieder die Variation der feldenergie
ohne Magnetikum abziehen. Wir betrachten den fFall, dass der Strom der

*
Spule in Fig. 8.2 mit und ohne Magnetikum der Gleiche ist ). Nach der

eben festgestellten Korrespondenz entspricht dies Fall b) fir Dielek-

trika, Wir erwarten deshalb fir

2
R =3A-T | L BTAV,

o (8.25)

wenn B, = ﬂj das Feld ohne Magnetikum bezeichnet, nach (8.14) den

=]
Ausdruck

¥*
) Stattdessen konnte man auch das dussere feld eines Permanentmagne-
ten ausserhalb der Probe festhalten., (Fihre die entsprechenden
Ueberlequngen fir diesen Fall durch.)
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YA = § BrIMAV.

(8.26)
Magnetikum

Dass dies richtig ist, sieht man iiber die Aufspaltung

He8B - B¢ 8By = (H - Bj)e 88 + By (8B - 8H) + B e (8H - 68)
unter Benutzung von 8B = rot &k, By = rotqé;a, rot H = rot By =

4x
=_Jo

c

Bei homogenem Spulenfeld Uber das Magnetikum ist demnach die

Differentialform der reversiblen Arbeit (V: Volumen des Magnetikums)

l;amag = VBypdl. (8.27)

Im allgemeine konnen fir Dielektrika und Magnetika noch mecha-
nische Spannungen auftreten, Wir beriicksichtigen in der reversiblen Ar-
beit nur Druckterme - pdVv .,

8.2 Thermodynamische Potentiale fir Dielektrika und Magnetika

Wir betrachten im folgenden nur Situationen, in denen die Fel-

der Uber die Probe homogen sind.

Notationen, P: Komponente des totalen Dipolmomentes in Richtung des

dusseren feldss Ep » welches wir mitgi bezeichnen;
E?: Betrag des Zusseren feldes Ep .
M

: Komponente des gesamten magnetischen Momentes in
Richtung des &dusseren fFeldes B, = H. , welches wir
=J -J
mit jég bezeichnen;

]£: Betrag des ausseren Feldes 53 -

Wir schreiben im folgenden alle Formeln nur fir Magnetika. Durch die
Substitution
M

> P
X— E

erhalten wir aus diesen die entsprechenden Ausdriicke fir Dielektrika,
Die reversible Arbeit ist nach (8.27)

=—pdVs+ HdM, (5.29)

(8.28)
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(Fiir Mischungen wiirde man noch /4idNi beifiigen.)
Fir die innere Energie U(S,V,M) gqilt damit

dU=TdS—pdV+HdM.

(8.30)

Man vergesse nicht, dass H das sussere Feld ist, welches im allgemei-
nen vom makroskopischen Feld innerhalb des Magnetikums verschieden ist.

Die Analogie mit einem sinfach Fluid lautet

)1 DU ¢

N —m—m— N,

(8.31)

Deshalb kann man alles, was in den Abschnitten II.7 und III.1l ausge-~
fiihrt wurde, sofort auf Magnetika iibertragen. Dies gilt insbesondere
fir die Tabelle I auf S, 44,

Haufig darf man fiur magnetische Substanzen (speziell fir para-
magnetische Substanzen) den Druckterm - pdV in (8.29) und damit in
(8.30) weglassen, Dann ist fir U(S,M)

dU = TdS + 3dM (8.32)

*
und die Analogie mit einem einfachen Fluid (fir festes N ) ist )
(8.33)

Aus (I11.1.12,12') erhalten wir fir die spezifischen Wdrmen durch die
Substitution (8.33):

%\aﬂ (QTZ) ) (8.34)

Q>Cze>T T( z} =T (QT"X) (8. 35)

wo a(j(,T) =M/ ¥ die Suszeptibilitdt des Kdrpers ist,
(Diese ist verschieden von X = M/H , H = makroskopisches Feld in der
Probe, )

*)

Durch eine Legendre-Transformation kann man natirlich auch zu einem
Potential iibergehen, bei dem 3 eine unabh@ngige Variable ist. Der
Enthalpie H = U+pV entspricht hier H = U-TM mit

dH = Tds - md 3 .

Die Wahl der unabhidngigen Variablen hangt vom jeweiligen Problem
ab.



Aus (I111.1.8) erhalten wir

C10— Cnm (.QT Je/ ( ) (8.36)

Wir definieren die isotherme Suszeptibilitdt durch

/ ‘oM
o/_r-_—. ﬁ)‘_ (8.37)

Dann lautet (8.36) 2
THS (ol .
C3€— C‘M = oq‘ ("TT'>}€ (8.38)

Daraus entnimmt man zun&chst CI( = Cpy FUr'jC = 0 . Da fir eine para~
magnetische Substanz u'Tj> 0 ist, folgt ferner c=£;9 Cw » wahrend
fir eine diamagnetische Substanz cltég Cy gilt,

Wir definieren auch die adiabatische Suszeptibilit&t:

/
e = (—C\%‘Nﬁ)S (8.39)

Mit Hilfe von (III.I.5) finden wir

__5: ( (SQ;F) ]€>&1 - (§%§%>I€
/
LB @0,

doho
b(T _ Cg
- ' (8.40)
Xt Cum
S
Fur @ = 0 ist nach dem Gesagten o', = o' .,

B.3 Adiabatische Entmagnetisierung

Wenn ein Korper adiabatisch magnetisiert wird, &ndert sich sei-

ne Temperatur. Dies sieht man z.B. aus

( (QH) "(q-r 36( ‘—'( ) (8.41)

Naxuell Rel.,

Analog gilt auch

Wenn o temperaturabhidngig ist, &ndert sich nach diesen Gleichungen
bei adiabatischer Magnetisierung die Temperatur. Dies ist der magneto-
kalorische Effekt (Debye, 1926). Er ist sehr klein bei Zimmertempera-
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tur, kann aber bei tiefen Temperaturen gross werden, Damit ist es mdg-
lich, Temperaturen unter 1°k zu erreichen.

Wir schdtzen die Grisse des Effektes ab, indem wir ein Curie-
Gesetz fiir alle Temperaturen annehmen und den Unterschied von 7 und «
(siehe oben) vernachlissigen.

Es sei also

M-_—.a%g_—, a=6u«l . (8.43)

Dann lautet (8,35)

d.h. es gilt <

all .
CR(T} K)=CCC°3*‘ = (8.44)

Dies benutzen wir in (8 41)
( ) ! 2w (8.45)
T c(T,0)+a 3¢/ T ’

Wir nehmen noch an, dass in einem gewissen T-Bereich ein empirisches

Gesetz der fForm

c(Tod=A/T> (8.46)

gelte. Dann ist bei einer adiabatischen Aenderung

AT _ R4A¥

- )
oder T AMRz
;qu&'TZz 4&4 ¢\+42:J€Z
Ty A+a2K‘
d.h.
v Aya 305 j‘/z.
£in numerisches Beispiel dafir uerden wir in den Uebungen besprechen.
Aus der Maxwell-Beziehung ( ) = (:%g) folgt
dS = (q AT+ (QSBTAR
= ..L-C dT-}—- Q_‘i A}e . 8,48
T ¥ T (8.48)

Fur paramagnetische Substanzen ist C%}%)'<: 0 ., Fir die Isothermen
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dS= (M) 4
(2, .
Mit einem Curie-Gesetz (8.43) ist dS = - a—z‘xdle , d.h.

S-S =-a R

2T (8.50)

Isotherme und adiabatische Wege sehen in der (T,S)~ Ebene qualitativ

gilt

(8.49)

wie in Fig., 8.3 aus., Mit dem 3, Hauptsatz sieht man in diesem Beispiel

S A

#=0

/%onst

Fige B.3 Adiabatische Entmagnetisierung.

wieder sehr schon die Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes,

Fiir magnetische Kithlungsapparaturen verweise ich auf die Lite-
ratur (z.B. M.U, Zemansky).
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8.4 Thermodynamik von Supraleitern (vom Typ I)

Bei tiefen Temperaturen zeigen viele Metalle einen Uebergang
aus eginem normalen Zustand mit endlicher elektrischer Leitfdhigkeit in
einen supraleitenden Zustand mit unendlich grosser leitfdhigkeit. In
Blei beispielsweise, ist der supraleitende Zustand unter 7.19 K , der
normale Zustand dariiber stabil. In einem Experiment wurde fiir sinen
Strom in einem supraleitenden Ring eine lLebensdauer von nicht weniger
als 105 Jahren abgeschadtzt. Die heute bekannten Sprungtemperaturen lie-
gen im Bereich zwischen TC = 0,012 K fur Uoifram und TC = 23.2 K

far Nb3Ge .

Durch ein gentigend starkes &dusseres Magnetfeld :HE>HC(T) wird
die Supraleitung wieder zerstort, Die mindestens erforderlichse kriti-
sche oder Schuwellenfeldstdrke HC(T) wdchst von Hc(Tc) = 0 bei

MaX bei T =0 (vgl.

T =T, bis zu einem maximalen Uert HC(D) = H_

Fig. B.4).

-

H.(Oe)/
800

600 normal

400

200

> T(K)

Fige 8.4 Kritische Feldst&drke HC als Funktion der Tempera-
tur.

Meissner und Ochsenfeld haben 1933 experimentell gefunden, dass ein ho-
mogener Supraleiter nicht nur ein idealer lLeiter, sondern auch ein
idealer Diamagnet ist. Sie stellten fest, dass im Innern einer dem ho-
mogenen &#dusseren feld Ef ausgesetzten supraleitenden ellipsoidfdrmi-
gen Probe (mit einer Achse parallel zu g€ orientiert), die homogsne
magnetische Flussdichte B = 0 herrscht, solange 38 eine kritische

Grosse nicht Uberschreitet., Die Magnetisierungsdichte M ist also

M= - %?t!,uobei H das (makroskopische) innere Feld ist.
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Im Folgender nehmen wir der Einfachheit halber an, die Probe

sei eine lange Nadel, deren Achse parallel zum angelegten Feld ist,
Dann gilt aus Stetigkeitsgriinden H = J€ und somit

1 M=—4—(53-€ (lange Nadel) , (8.51)
d.h, 9(S= -z (Fur jedes Ellipsoid erh#lt man ebenfalls ein homo-

genes Innenfeld H , welches aber verschieden von Qg ist,)

Fir die thermodynamische Beschreibung berechnen wir das Gibbs~

sche Potential pro Masseneinheit

4(Tp, ¥ = u-Ts+po- Jewm (8.52)
du = Tds—p dv-+ X dm

it dg =-sdTsvdp-mdX

dehle

Wegen

(8.53)

(B.54)

(,%'SF)P/_Z:"S (%8_) =V, (Q—i—) _—M (8.55)

Ferner ist nach (8.51) fiur die supraleitende Phase

m&-:-’U;'Qe/Afr. (8.56)

Im Normalzustand (n) vernachldssigen wir den Unterschied von B wund H.

In dieser Naherung ist

M,= 0O (8.57)
und folglich nach (8.55)

SuC‘SP>3€\= 4w (e, ©). (8.58)

Fur die supraleitende Phase (s) gilt nach (8.56) und (B8.54)
&g$=-35 dT+ '\3;4(: +0 é——‘_d(]{-L) (8.59)

Beachte, dass s_ und v_ Funktionen von (T,p,¥® ) sind. Auf der
Koexistenzflache im (7,p,3 ) - Raum gilt wie immer (vgl. & 11I.4):

QSCT)P)36¢3=3n("3P/3€D' (8.60)

Auf dieser Fléche gilt deshalb dg_ = dg_  , d.h. mit (8.55)

"ésﬁ—E%;)CIT-*’cci“n:yif’"(“AS”Mﬁf)A;k;.==()'

Wird der Druck festgehalten, so folgt daraus mit Hilfe von (8.56),
(8.57):

(8.61)
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(‘_}3&_} =- 337 AT (o N,
Qp ‘¢ W W,
Bei konstanter Temperatur ist hingegen

( )T _éet(os-‘}u\ (8.63)

Schliesslich halten uwir noch das kritische Feld'ﬁec fest. Dann er=-
gibt sich die Clausius-Clapeyron-=Gleichung

(8.62)

W\ Ss-Sa
QT);Q" T (8.64)

Fir die Grossen SgrVaVg missen natiirlich die Werte auf der

S
n
Uebergangsfldche eingesetzt werden. Ihre AbhZngigkeit vom Magnetfeld
ist aber sehr schwach, Dies sieht man aus der Maxwell-Beziehung
(Qs/b)ﬁ).r 0 = (QVN/')T)je o ,unter Beriicksichtigung von (8.57) und

9 b4
(8.56):

Ofir (D

Bs\ =
Wy L2 (&, o

Die Temperaturabhangigkseit von Ve ist aber schwach, Aus (8.54) folgt

(/9 = - (In/Dp);qp und also

o 0 & U
()

(2% foW.
4w - DP
Da v, nur schwach vom Druck abhingt, ist auch die Feldabhangigkeit

von v geringfiligig.

Nach (8.62) ist die Uebergangsudrme

VT Q3

L:=T(sys 3>==-'—5i—-:y%.<:-——- . 8.65
(SW\ & 4T - Ty (6.65)
Anhand der fig, B.4 sieht man, dass (2%13) =< 0 ist, d.h. es gilt
s, Sg » Nach (8.65) verschwindet L fiir T = 0 (dritter Hauptsatz!)

TTTE)D = 0 1ist, sowie fur Tc , Wo das kritische Feld verschwin-

Von jetzt an werde ich Druckeffekte vernachldssigen und auch
die kleinen Volumena&nderungen beim n =¥ s Uebergang nicht berick-
sichtigen, Volumen und Druck werden also als konstant vorausgesetzt,
(Fir Druckeffekte verweise ich auf die Literatur.)



Fir die spezifischen Warmen Folgt aus (8,65)

cocn= oL (Vs

(8.66)

¢ A'rz]

Bei Tc erhalten wir den folgenden Sprung der spezifischen Warmen

PRVAN
d.T T=-‘2, (8.67)

(Rutgers-formel)

(%;*C:“ = ——_4:

Diese Beziehung zwischen messbaren Grossen ist expsrimentell gut er-~
fullt,
Der Sprung Cg= Cp ist in der Fig. 8.5 zu sehen.

sy

=T/T,

Fig. B.5 Unstetigkeit der spezifischen Wdrme

Integrieren wir (B8,.,66) lings der kritischen Kurve von T =0 bis T

so erhalten wir mit partieller Integration

Te

§ (comcdam -2 § TA( ey

kritische Kurve

wadje-ltl -%OX'ACOSE—A"

Der erste Term rechts verschwindet und wir serhalten

< TC
A - = ._-‘(
L (= S (_c_s_c,,\d r. (8.68)

0

(o
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Dies gestattet es, das kritische feld bei T = 0 aus den spezifischen
Warmen zu bestimmen, Das ist ein hiubsches Beispiel fiur einen nicht-
trivialen thermodynamischen Zusammenhang.

Fir konstantes Vg erhalten wir aus (6.59)

3 (Tp.3>= 4. (Tp, o+ v Ay (8.69)

Deshalb gilt mit (8.58) und (8.60) fur alle 3€,<3€c :

L&C'f:\o)k)— guG;Q?/k)= 3 8‘.—;(33&-362@\933. (8.70)

(Gorter, Casimir, 1934),

Dies zeigt, dass der Suprazustand fir jKG(}CC stabil ist, Experimen-
tell ist f]fc fir Aluminium bei T = 0 gleich 105 Gauss, so dass dort
der Unterschied der freien Enthalpie fir 36 = 0 ungefahr 440 erg/cm3
betridgt *).

Vom mikroskopischen Standpunkt stellt die Supraleitung ein
schuieriges Vielteilchenproblem dar, welches im Jahre 1957 durch Bar-
deen, Cooper und Schrieffer einigermassen befriedigend gel&st wurde
(BCS-Theorie; vgl. die letzte Fussnote). Es lohnt sich, bei Gelegen-

heit eine Vorlesung iber Supraleitung zu horen.

*)

Pro Atom gerechnet, ist dies nur etuwa 10-7 eV, Dies zeigt, dass
eine mikroskopische Theorie auf einem "intermedidren Niveau"
einsetzen muss, denn es ist unmidglich, auf der Basis von ersten
Prinzipien die erforderliche Genauigkeit zu erreichen.,
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9, Gleichgewichte in dusseren Feldern

Wir betrachten zundchst als Beispiel sinen im Erdfeld stehsn-
den senkrechten Zylinder (vgl. Fig. 9.1). Ohne die Verhdltnisse sonst
zu adndern, trennen wir aus diesem zwei schmale Volumina in verschie-~
dener Hohe ab, die von dem iibrigen Gas getrennt, durch eine Kapillare

miteinander verbunden sind, Jedes dieser Volumina V' und V" , die je

L L Ll L L L
¢ i "
¢ 4V ,m
K L/ ;
¢ g
¢ ¥
hu ; ;
¢ /
/ ¢ 1 1
——/ /_/V ,m
é 4
h'I /] g
V_ ¥ _ _YVorrrommraaa
Fig. 9.1
einer Hohe h' und h" zugeordnet sind, sei konstant., Die vollst&dndige

freie Energie dieses Gesamtsystems (mit Massen m',m") ist
/ /4 { u 4 '3
(9.1)

Wir haben die vollstandige freie Energie der Einzelsysteme in Anteile
Fa F: und die potentiellen Energien aufgeteilt. Bei festen Volu=-

mina und konstanter Temperatur ist
dF = dF's AFSpdAN' 4 ] AV, (5.2)

Im Gleichgewicht verschwindet dF wunter der Nebenbedingung
dN' + dN" = 0 , d.h, 85 gilt

H=pts

Die allgemeine Gleichgewichtsbedingung lautet deshalb

[ = const., (9.3)

oy

Ist allgemeiner ¢(x) die potentielle Energie pro Mol in ei-

nem Schwerefeld, so ist
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F= F2'¥‘0(0(3{>

(9.4)
die vollstdndige freie Energie, wenn Fo die freie Energie (bei glei-
chem Volumen und gleicher Temperatur) im fehlenden Feld ist., Aus (9.4)
folgt

/A=/Q°+COC&)' (9.5)

uobei‘)LO das chemische Potential bei fehlendem Feld bezeichnet, Es

/*o*lo(gf);::éikufl.

gilt also

(9.6)

Die Gleichgewichtsbedingungen in einem &usseren feld kdnnte man natir-
lich, wie auf S. 39 , mit der Entropie formulieren, (Dann wiirde zusdtz-
lich T = const folgen.)

Wenn das Hussere Feld ein elektrisches fFeld ist, so nennt man

die Grosse (9.5) das elektrochemische Potential, Dieses spielt bei

elektrochemischen Problemen eine wichtige Rolle. (Fir eine erste Ein-
fiihrung siehe 18 in Bd. V von Sommerfeld.)

Wir wenden (9.6) auf ein homogenes Schuwerefeld an. Dafir ist
¢ = mg.z (m die Masse eines Mols, g die Schuerebeschleunigung, z
die vertikale Koordinate). Differenzieren wir Gl. (9.6) nach der Koor=-

dinaten 2z bei konstanter Temperatur, so erhalten wir

C%%(‘T)PQT %zh =-mJ,

L———

v: spezifisches Volumen

de _ _
de __eg

oder
(9.7)

wobei g =3 die Dichte des Gases ist, Dies ist die bekannte hydro-
statische Gleichgewichtsgleichung,

RT
dp — _WMp_
Z% .- 5— (9.8)

FUr ein ideales Gas p(z) = gilt fir T = const
Daraus folgt

/

QL&¥>==-—-¥¥%:;% +—eM.P°
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oder P.—:F é_.mga/RT

Aus (9.8) entnehmen wir noch die Druckskalenhdhe

. A — RT ,

N WS
Schatze diese fir einen Neutronenstern ab.

A * ¥

(9.9)

(9.10)



UEBUNGSAUFGABEN

l. Man betrachte fiir ein Gas eine Zustandsgleichung der Form (Anfang

der Virialentwicklung):
N N\ 2
p = RT [v + ('\',') B(T)],

Die Wdrmekapazitdt habe die Gestalt

3 N
Cy =5 NR + NR F(T)

a) Dricke f(T) im 2, Term fir Cy durch B(T) aus.

Ferner zeige man, dass (;%%)T nicht Null ist.
b) Berechne S(T,V) und U(T,V) .

c) H,F und/u, sind als Funktionen von T wund V zu berechnen.
(F

ist damit in den "richtigen" Variablen bestimmt,)

Schreibe mit Hilfe der graphischen Gedachtnisstiitze (p. 46 ~) alle
Gleichungen in der Zeile zum Gibbsschen Potential von Tabelle I
(ps 45 ) auf,

Bei Giltigkeit der Strahlungsformel U/V = BT , B = const
(p = % U/V) wire es moglich, ein perpetuum mobile 2. Art zu kon-

struiereng
a) Zeige, dass die Differentialform /T nicht exakt ist.
b) Suche eine Funktion f(T) , so dass f(T) o exakt ist.

c) Wie gross wdre der Wirkungsgrad fir einen Carnot-Prozess?
(Benutze dazu, dass éé F(T)e = 0 ist.)

(Der Satz von der maximalen Arbeit). Wir betrachten eine Zustands-

anderung eines Systems :2: von einem Zustand 1 mit vorgegebener Tem-
peratur TO in einen Zustand 2 derselben Temperatur. Der Uebergang
braucht nicht isotherm zu sesrfolgen, aber:z_soll mit seiner Umgebung

(Reservoir) nur bei der Temperatur TO Warme austauschen,

a) Driicke fiur eine reversible Zustandsinderung die vom System abge-

gebene Arbeit durch die Aenderung der freien £nergie von E aus,

b) Zeige, dass im irreversiblen Fall die abgegebene Arbeit kleiner

ist als in a).
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Auf dem Resultat dieser Uebung beruht die Helmholtzsche Bezeichnung
"freie Energie",

5. Ehrenfestsche Gleichungen fiir Phasenibergange zweiter Art

Bei Phasenumuwandlungen zweiter Art wird vom betrachteten Stoff we-
der Warme aufgenommen noch abgegeben und sein spezifisches Volumen
andert sich nicht. Dagegen weisen die spezifische W&rme ¢ _ , der
Ausdehnungskoeffizient « wund die Kompressibilitdt B Springe auf.
Zeige, dass an Stelle der Clausius~Clapeyronschen Gleichung die fol-
genden Gleichungen von Ehrenfest gelten:

d @
cp, =T 5% AT,

6. Haufig wird der Vorgang des Schlittschuhlaufens wie folgt erklart:
Da die Schlittschuhkufen einen grossen Druck auf das Eis ausiben,
schmilzt es unterhalb 0°C ; es entsteht ein flissiges "Schmiermit-
tel", worauf das leichte Rutschen der Schlittschuhkuven zurickzu-
fihren ist,

Zeige mit Hilfe der Clausius-Clapeyronschen Gleichung, dass diese
"Erklarung" unhaltbar ist, Dazu benutze man die folgenden Zahlen:
Bei 0°C ist

v 1.091 cm3/g

i

Eis
1 cm3/g

Viasser
Umwandlunguwdrme L = 80 cal/g
(1 cal = 41,3 atm cm3)

7. Aus Tabellen (J.H. Keenan, et al., "Steam Tables", Wiley + Sons,
1969) entnimmt man folgende Daten:

Ssttigungstemperatur (°C) 99 100 101

Sattigungsdruck (Bar) 0.9778 1.0135 11,0502
3

Velussig (sz/g) 1.0427 1.,0435 1.0443

v (cm™/g 1729.9 1672.9 1618.2

gas




8.

— 25—
Bestimme die ungefidhre Verdampfungsenthalpie fir Wasser bei 100°C
und vergleichs das Resultat mit dem tabellierten Wert 2257,0
Joule/g.

Die Zustandsgleichung des Dietrici-Gases fiir 1 Mol lautet

- a/RTv

RT_ e s, a,b: Konstanten .

P =375
a) Man bestimme die kritischen UWerts Vo s TC und Pe =
b) Schreibe die Zustandsgleichung auf die reduzierten Grdssen um.

c) Bestimme die Inversionskurve in reduzierten Grossen.

In einem offenen Gebiet des IZZ sei eine Differentialform der Ge-
stalt

w = dx + N(x,y) dy
gegeben, Zeige, dass diese einen integrierenden Nenner hat.

Anleitung: Imitiere den Beweis von Satz 1 auf S. 51 . Ziehe ins-

besondere in einer Umgebung von (x*,y¥*) die Transformation
¢(u,y) = (F(u,y),y)

mit
F
:—%—;=-Nom,F(u,y*)=u
heran., (Fir festes u erfillt also F(u,y) die gewthnliche Diffe-
rentialgleichung 9% = = N(x,y).)

10, Entmischung im Schwerefeld (nach E. Schrédinger)

Vorbemerkungen: Wenn ein Schwerefeld umgekehrt zur z-Richtung ge-

geben ist, so gilt
-9 _ S L I
az =~ §9=v9=gror.

bnter der Annahme T(z) = const hat diese Differentialgleichung

die Barometerformel

p=p exp (- o=g z)
o RT

als Lésung (siehe auch 111.9.9)). Daraus folgt

€ =Q,ev (-gro2), (1)
Dieser Effekt kann (an Stelle von semipermeablen Winden) zur Tren-
nung zweier Gase benutzt werden, wenn diese verschisdene Molgewich-
te M wund M' haben. Dazu betrachten wir die Anordnung in der

folgenden Figur, in welcher V0 das Volumen der urspriinglichen
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Mischung bezeichnet.

Vi1~ %
V,N,p
Z
Vb EGO;EO
__Y

a) Man Uberzeuge sich zunidchst, dass fir M!¢ M die folgenden Bedin-

b)

gungen erfillt werden konnen:
M vy M
exp (ﬁT 9z) >> = S>exp (ﬁf 9z) ) (2)
o

(M=mM') gz >> RT (3)

und dass unter diesen das leichte Gas durch ein (dinnes) Steigrohr

nach Vl steigt und das schuwere in VO unten bleibt,

Berechne als ndchstes die Arbeit, die bei der Trennung geleistet

wird., In guter Ndherung lautet das Resultat
v
1 m!
_ ! —— o e—

A=p' Vg (.Qn T =T gz) ) (4)
wobei p'O der Partialdruck des leichten Gases in der Mischung in
v ist,

o

Nun bringe man das Volumen Vl auf die gleiche Hohe wie \l0 und

verandsere danach das Volumen Vl isotherm auf das Volumen VO

Zeige, dass die total geleistete Arbeit gleich Null ist.

Da beim ganzen Trennungsprozess auch keine Wirme zugefihrt wurde,
bleibt die Entropie konstant, Die Entropie der Mischung im Volumen
V0 ist deshalb bleich der Summe der Entropien, welche die einzel-

nen Gase im Volumen \l0 haben, Damit erhalten wir wiedser die Gl.
(111.6.12).
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Wdrmeabgabe beim L@sungsprozess (fiir verdinnte Ldsungen)

Zeige, dass bei der Ldsung voen N IMolen des geldsten Stoffes bei
festen (p,T) die Wirme
iy

cr T s}

aufgenommen wird, Dabei ist <, die Konzentration der gesdttigten

Q@ = NRT

Losung (der L@sung, die im Gleichgewicht mit dem reinen zu lésen-
den Stoff ist).

Anleitung: Berechne zuerst die Aenderung &G der gesamten freien

Enthalpie von Ldsung und zu losendem Stoff bei der zusdtzlichen

Losung von &N Molen des geldsten Stoffes und benutze sodann

@
60 = 6H , H=- T2 5T %—)p .

Zeige, dass im Gleichgewicht von atomarem und molekularem Wasser-
stoff bei einer vorgegebenen Temperatur die Konzentration des ato-
maren Wasserstoffs proportional zur Wurzel der Konzentration des
molekularen Wasserstoffs ist. Mache eine ahnliche Aussage fur die
Konzentration der Elektronen im Ionisationsgleichgewicht von Was-

serstoff,

Man betrachte eine paramagnetische Substanz im homogenen &dusseren
Magnetfeld J¢ mit der inneren Energie U = Na-T4 (a = const.) und
der Gesamtmagnetisierung M = NDJ/T (D: Curie-Konstante). Der

Beitrag - pdV sei in der reversiblen Arbeit vernachl@ssigbar.

a) Berechne S(T,m,N), S(T,F,N) und das chemische Potential
w130

b) Bestimme die Magnetisierungudrme bei T1 » wenn das fFeld von O

auf jel zunimmt,

c) Wie gross ist die Aenderung der Temperatur, wenn anschliessend
das Feld adiabatisch (reversibel) von ‘jﬁl auf 0 gesenkt
wird 7

Gegeben sei ein ideales paramagnetisches Gas im homogenen dusseren

Magnetfeld 3¢ mit den Zustandsgleichungen

NRT M
P, K=g -

Ferner sei die Wirmekapazitiat bei konstantem V und M

Cy,m =

[S] [&]

NR
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Gesucht sind

S(T,V,M) 5 U(T,VaM) 5 s Cpp Cygp @

Man bestimme die Aenderung der Konzentration mit der HBhe fiir eine

Losung im Schwerefeld.

Anleitung: Benutze (III.9.6), (111.6.29) und (III.6.31),

Das Newtonsche Potential ¢ eines Sternes geniigt der Poisson-
gleichung
nv = 4x GQ (1)

(Q : Materiedichte, G: Newtonsche Gravitationskonstante).

Benutze in der Bedingung fiir das thermische Gleichgewicht fir Teil-
chen der Masse m (z.B. Elektronen in einem weissen Zwerg ) die
Gl. (1) und leite daraus die folgende Gleichung fir einen sphdrisch

symmetrischen Stern ab:

2
f@'g_r(gf(:?r %g)hafeg(r), (2)

(Kennen wir auch die Zustandsgleichung p(?) fir T = 0, so ist

damit die Sternstruktur bestimmt,)
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