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Aufgabe 1 [SO(4) ]:
Konstruiere die Lie-Algebra so(4) der Gruppe SO(4),

so(4) :=

{

d

dt
γ(t)|γ(t) differenzierbarer Weg in SO(4), γ(0) = id

}

= TidSO(4) . (1)

Finde eine Basis von so(4) und bestimme die Strukturkonstanten. Zeige, dass so(4) iso-
morph zu su(2) ⊕ su(2) ist.

Hinweis: Identifiziere Generatoren der so(4), die die Kommutatorrelationen der su(2)
erfüllen. Bestimme den Kommutator mit den restlichen Generatoren und konstruiere zwei
kommutierende su(2) Algebren.

Aufgabe 2 [Pauli-Matrizen ]:
Wir möchten nun zeigen, dass

U(ω,n) = exp
(

−i
ω

2
niσ

i
)

∈ SU(2) , n ∈ R
3 , |n| = 1 , (2)

einer Rotation mit dem Winkel ω um die durch n in R
3 definierte Achse entspricht. Die

Pauli-Matrizen σi sind gegeben durch

σ1 =

(

0 1
1 0

)

, σ2 =

(

0 −i
i 0

)

, σ3 =

(

1 0
0 −1

)

. (3)

(i) Zeige die Relation
σiσj = δij + iǫijkσk . (4)

(ii) Beweise, dass sich U(ω,n) wie folgt schreiben lässt:

U(ω,n) = cos(ω/2)12 − i sin(ω/2)(niσ
i) . (5)

(iii) Mit Hilfe des Isomorphismus SU(2)/{±id} ≃ SO(3) zeige, dass U(ω,n) in der Tat
einer Rotation mit dem Winkel ω um die durch n definierte Achse entspricht.

Hinweis: Berechne x′ = U(ω,n)xU †(ω,n), x ∈ SL(2, C).

Insbesondere folgt also, dass eine Rotation um 2π (die einer trivialen Rotation in SO(3)
entspricht) zu einem nicht-trivialen Gruppenelement von SU(2) führt. Eine Rotation um
4π ist hingegen sowohl in SO(3) als auch in SU(2) trivial.



Aufgabe 3 [Magnetfeld einer Spule ]:
Gegeben sei ein dünner Leiter, der schraubenförmig entlang der z-Achse läuft. Der

Radius der Schraube sei R, ihre Länge sei L. Die Zahl der Windungen pro Längeneinheit
sei n, und die durch den Leiter fließende Stromstärke sei I. Berechne die z-Komponente
des Magnetfeldes für Punkte auf der Symmetrieachse. Zeichne das Magnetfeld als Funk-
tion des Abstandes vom Spulenmittelpunkt. Wie lautet das Magnetfeld für L → ∞ bei
konstantem n ?

Hinweis:

∫

dx
1

√
x2 + w2

3
=

x

w2 ·
√

x2 + w2
.


