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Ubung 2.1 Sphirisches Pendel

Betrachte einen Massenpunkt m im Gravitationsfeld, der sich reibungslos auf der Flache
einer Kugel bewegt (das Radius ist r, das Azimutwinkel # und das Polarwinkel ¢). Leite die
Bewegungsgleichungen im Hamilton Formalismus her. Zeige, dass das System fiir kleine
Winkel 6 ein harmonischer Oszillator ist.

Ubung 2.2 Legendre Transformationen

Es sei F eine konvexe Funktion (d.h. —F konkav) iiber einer konvexen Menge I' C RY.

Dann wird die Legendre-Transformierte £'* = LF (F* : RY — R U {cc}) von F durch
F*(y) :=supxep{X - Y — F(X)}

definiert.

a) Zeige, dass F* wieder konvex ist.

Hinweise: Fiir eine konvex Funktion f iiber R gilt f(Azq + (1 — Nag) < Af(z1) +
(1 - )‘)f(xQ)a A E [07 1]

b) 1) Zeige geometrisch nun zuerst fiir N = 1 (d.h. man kann den Graph z = F(X)
in R? abbilden), wenn F strikte konvex und stetig differenzierbar ist, dass

FF(Y)=Y X - F(X),
wo Y = F'(X).
2) Zeige dies nun in N Dimensionen wo jetzt Y = grad F'(X).
Hinweise: Sei der Graph von F' durch Gp := {(X,2)|X € I',z = F(X)} ge-
geben. Dann ist die Variation V := (1, gradF(X))dX und G hat in X, € T

eine Tangentialebene, Ty,, mit dem Normalenvektor N := (gradF(X,), —1)
(N LV).

2) Was ist gy}

*

(Y)?

c) Zeige, wenn F strikte konvex und stetig differenzierbar ist, dass die Legendre Trans-
formation involutiv ist, d.h.
(F*)" =F.
Ubung 2.3 Lie’ sche Ableitung

a) Wir haben gesehen, dass die Lie’sche Ableitung eines beliebigen Tensorfeldes T' €
TI(M) =T(TI M) wie folgt

(LxT) (X1, ooy Xoowh, ) = X(T(X1, o Xpyw'y ") = > T, Ly Xy, oy, w)
k=1



definiert ist. Bestimme Ly in einer lokalen Koordinatenbasis.
b) Die Lie’sche Ableitung hat die folgenden Eigenschaften :
1) Lx : T5(M) — T,7(M) ist R-linear, (aber nicht C'°(M)-linear).
Lx(T®S)=(LxT)®S+T ® (LxS) (Leibnitz).

w N

L x vertauscht mit Kontraktion.

)
)
)
) Lxf = X(f) = df(X), fiir f € C*(M).
)
)
)
)

T =

LxY = [X,Y],Y € TM.

Lxw(-) = X(w(-)) — w([X,]).

L)\Xﬁuy = ALx + /JJLy, ‘v’)\,,u c R, X,Y eTM.
Lixy) = [Lx, Ly].
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Waihle vier Beziehungen (ausser 7) und 8)) und zeige, dass sie gelten.

Ubung 2.4 Aussere Ableitung
Sei a € Q"(N) eine r-Form auf N und ¢ : M — N eine glatte Abbildung. Zeige, dass

d(¢*a)(r) = ¢ da(z).

0° o
Hinweise: Man bentitze, dass awiaka - axkgxi'

Korollar: dLx = Lxd.

Ubung 2.5 Krummlinige Koordinaten

Liese das Zusatzskript zur krummlinigen Koordinaten und schreibe eine einseitige Zusam-
menfassung.



