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1. Permutationssymmetrie von Bahn und Spin

Ein Hilbertraum IC, der eine unitére Darstellung P, (0 € Sy) trigt, zerféllt in (mog-
licherweise z.T. triviale) invariante Unterrdume, worin bis auf Wiederholungen nur je
eine irreduzible Darstellung vorkommt. Jeder irreduziblen Darstellung entspricht so ein
orthogonaler Projektor in K. Beide sind im Folgenden mit F bezeichnet. Offensichtlich
ist FF' =0 fiur F # F'.

Der 1-Teilchen-Hilbertraum sei von der Form
H=HpR®Hs,

wobei die Zustdnde in Hp/s beispielsweise fiir die von Bahn und Spin stehen (Hp =
L*(R3), Hg = D; = C¥*), oder ebensogut fiir andere Eigenschaften (Grund- bzw.
angeregter Zustand eines 2-Niveau-Systems, Isospin, Farbe, usw.).

Die natiirliche Darstellung (10.3) der Permutationsgruppe auf dem Hilbertraum
@VH = (@"Hp) @ (® NHS)

ist vertréglich mit dem Tensorprodukt: P, = = PP & P¥). Relevant sind nur bosonische
und fermionische Zustiande aus ®"H, was sich aber nicht auf die Bahn- und Spinzustéinde
iibertragen lédsst. Deren Permutationssymmetrien entsprechen sich wie im Folgenden dar-
gelegt.

Bosonen: Der Zustandsraum ist ’H(SN) = S(@NH). Allgemein gilt
(@) © PR Ho) o F("Hs) (1)

d.h. alle symmetrischen Zustédnde ergeben sich bereits aus Bahn- bzw. Spinzustédnden der
N Teilchen, die eine gemeinsame Permutationssymmetrie F besitzen.

Fermionen: Der Zustandsraum ist ’H;N) = A(®@"VH). Desweiteren gibt es eine Zuordnung
F « FT zwischen irreduziblen Darstellungen der Sy, so dass

(@VH) ch (@"Hp) © FT(@"Hs)) . (2)

Die Zuordnung ist:
N=2 A+S

N=3 A+S, G« G (3)

i) Bestétige (1-3) fir N = 2,3. Zeige dies dadurch, dass die “falschen” Tensorprodukte
keine symmetrischen bzw. antisymmetrischen Anteile enthalten:

S(FoF)=0, (F'#F),

AF@F)=0, (F#F).



Hinweis: Berechne P,(F ® F'), (o0 € Sy) anhand der Ausdriicke (10.10) fiir F = A, S.

ii) Betrachte ein 2-Niveaux-System mit Spin—%—Teﬂchen: Hp und Hs mit Basen |g),
la) bzw. |1), |{). Die Energien ¢, < ¢, sind spin-unabhéngig. Fiir N = 2,3 stellt der
fermionische Fall ein einfaches Modell des He- bzw. Li-Atoms dar. Illustriere (2, 3) anhand
des Grundzustands:

Allg 1) ®1g 1))

N =2:
N=3 A(gn®lgl)@lat))

Hinweis: Fir N = 3 sel

915 = 5(lagg) ~ lgag))
1 (4)
[¥2)5 = (2lgga) — lagg) — |gag))

und analog |¢;)¢ aus |g) — |1), |a) — []). Zeige G|¢;) = |¢;) und berechne [¢1) 5 ®
[V9) g — [1h2) g ® |1h1)g. Verwende die Resultate aus Aufgabe 7.3(i).

2. Ist die (Anti-)Symmetrisierung des Zustands stets erforderlich?

Grundsétzlich identische Teilchen konnen sich unterscheidbar machen durch eine Eigen-
schaft, die sie unwiderruflich annehmen. Was geschieht dann mit der Forderung der
bosonischen bzw. fermionischen Statistik?

Der 1-Teilchen-Hilbertraum sei von der Form
H=H1DHs,

wobei H; und Hs unter allen (im Anwendungsfall) relevanten Observablen A invariant
sind, insbesondere unter dem Hamiltonoperator. Beispiele von Unterscheidungsmerkma-
len: Spin nach oben/unten, Ort ist hier/dort, Nukleon ist Proton/Neutron.

Betrachte N; Teilchen der Sorte i = 1,2. Zeige: Es geniigt, die Statistik fiir jede Sorte
separat zu fordern.

i) Genauer, fiir Bosonen: Auf dem Unterraum
S(@MH,) @ S(®™*H,) C @VH , (N =N, +N,),
der iibrigens invariant ist unter E]kvz1 Ay, ist die Symmetrisierung
AS: S(@MH) ® S(@VH,) — S(@VH)

fiir geeignetes A eine Isometrie: |[AS|| = |[¢]|. Also: Zustédnde, die lediglich sortenweise
symmetrisch sind, stehen in bijektivem Zusammenhang mit ihrer vollen Symmetrisierung.
In diesem Sinne ist letztere iiberfliissig.

Hinweis: Berechne (AS¢|ASv) und verwende S? = §* = S.

ii) Verfahre gleichermassen mit Fermionen.



