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“Eine Theorie ist desto eindrucksvoller, je grisser die Finfachheit ihrer Pramissen
ist, je verschiedenartigere Dinge sie verkniipft und je weiter ihr Anwendungs-
bereich ist. Deshalb der tiefe Eindruck, den die klassische Thermodynamik
auf mich machte. Es ist die einzige physikalische Theorie allgemeinen In-
halts, von der ich tiberzeugt bin, dass sie im Rahmen der Anwendbarkeit ih-
rer Grundbegriffe niemals umgestossen wird. (zur besonderen Beachtung der
grundsdatzlichen Skeptiker).”

A. Einstein

Diese Vorlesung behandelt zwei grosse Gebiete: Die Thermodynamik und die statistische
Mechanik. Mit ihrer Hilfe lassen sich Vielteilchensysteme beschreiben, welche so viele
Freiheitsgrade haben, dass sie sich nicht analytisch innerhalb einer unterliegenden Theo-
rie (z.B. Mechanik, Quantenmechanik, Elektrodynamik) behandeln lassen.

In der Thermodynamik werden makroskopische Grossen betrachtet: insbesondere Energie
in den Formen Arbeit und Warme. Es wird kein Bezug auf die atomistische Struktur der
Materie genommen. Insbesondere macht man sich keine Vorstellung iiber die Natur der
Wirme.

Die Thermodynamik erlaubt es, allgemeine Eigenschaften von Arbeit und Warme zu be-
schreiben, ermoglicht es jedoch nicht, spezifische Eigenschaften konkreter Systeme (z.B.
dass sich das Volumen von Wasser vergrossert, wenn es zu Eis gefriert) herzuleiten. Die
speziellen Eigenschaften konkreter makroskopischer Systeme kénnen erst von der statisti-
schen Mechanik erklart werden. Diese Theorie liefert auch eine atomistische Begriindung
der Thermodynamik.

In der statistischen Mechanik werden die mikroskopischen Freiheitsgrade des Systems be-
trachtet. Wir werden einfache Rezepte kennenlernen, welche es uns ermdglichen, die Ther-
modynamik eines makroskopischen Systems herzuleiten. Es muss aber schon hier darauf
hingewiesen werden, dass die Begriindung dieser Rezepte unbefriedigend ist (z.B. bei der
Ergodenhypothese). Wir werden uns gendétigt sehen, eine Reihe von Grundannahmen zu
machen, welche sich nicht in iiberzeugender Weise aus der mikroskopischen Theorie ablei-
ten lassen. Ziel aktueller Forschung Ziel ist es, die Verbindung zwischen Thermodynamik
und statistischer Mechanik rigoroser zu machen.
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Dieses Skript basiert weitgehend auf einem Skript von G.M. Graf, welches wiederum
auf Vorlesungsskripten von J. Frohlich, W. Hunziker und N. Straumann zuriickgeht.

Zusétzliche Teile entstammen dem Skript von G. Blatter.



1 Die Hauptsitze der Thermodynamik

1.1 Thermodynamische Systeme und ihr Gleichgewicht

Die Thermodynamik beschreibt Systeme unabhéngig von ihren mikroskopischen Freiheits-
graden. Sie eignet sich daher besonders zur Beschreibung von Systemen, deren Komple-
xitét fiir eine mikroskopische Beschreibung zu gross ist. Haufig handelt es sich dabei um
Vielteilchensysteme, d.h., Systeme die so viele Freiheitsgrade haben, dass es nicht mehr
moglich ist, sie exakt mit Hilfe einer unterliegenden Theorie zu beschreiben. Anstatt die
einzelnen Teilchen zu betrachten, beschreibt sie das Gesamtsystem durch makroskopische
Grossen.

Der Ausgangspunkt fiir eine Beschreibung eines Systems mit Hilfe der Thermodynamik
ist operationell: Es sind die moglichen Messgrossen, welche auch Zustandsvariablen ge-
nannt werden. Weiter wahlen wir eine unterliegende Theorie, welche es erlaubt, die mit
einer Anderung der Zustandsvariablen verbundene Arbeit zu berechnen. Wir unterschei-
den zwischen extensiven Variablen, welche mit der Systemgrosse skalieren (zum Beispiel
das Volumen), und den intensiven Variablen, welche unabhéngig von der Systemgrosse
sind (zum Beispiel der Druck).
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z.B. Gas, Fliissigkeit, ... (Fluidum) II
Beispiele fiir thermodynamische Systeme: Gas in Zylinder mit Volumen V und Ladung @
zwischen zwei Kondensatorplatten

Im Folgenden bezeichnen wir mit S ein thermodynamisches System.! Weiter bezeichnen
wir jedes Tupel von Werten, welche die zu einem System gehtérenden makroskopischen
Variablen annehmen koénnen, als einen Zustand z des Systems. Ein System wird zu jedem
Zeitpunkt t durch seinen Zustand z(t) charakterisiert. Wir schreiben oft z; fiir z(¢;).

1Es erweist sich als schwierig, genau zu definieren, was ein System ist. Eine Moglichkeit ist, ein System
indirekt als die Menge der Zustandsvariablen zu definieren. In der Literatur findet man an auch Beschrei-
bungen wie, dass ein System ein wohldefiniertes Teilstiick der Welt ist, welches durch einen geschlossenen
Rand von der Umgebung abgegrenzt, aber nicht notwendig isoliert ist (z.B. ist das im Meer geldste Salz
kein System.) Dabei ist aber immer an ein gewisses Mass an Intuition vorausgesetzt.



Da die Zeit keine Variable innerhalb der Thermodynamik ist, miissen die Zustandsvaria-
blen unabhéngig von ihr definiert werden. Dafiir gibt es verschiedene Moglichkeiten, z.B.
konnte man sie als zeitlichen Mittelwert definieren. Hiufig wird die zusétzliche Annahme
gemacht, dass das System im Gleichgewicht ist, d.h., die Zustandsgrossen haben alle wohl-
definierte Werte angenommen, welche sich unter zeitlich unverdnderlichen Nebenbedin-
gungen nicht mehr dndern. In der Praxis erreicht ein System den Gleichgewichtszustand
nach ¢ — oo.

Die unterliegende Theorie bestimmt fiir jedes System S

- den Zustandsraum (die Werte welche von den Zustandsvariablen angenommen wer-
den konnen).

- die Menge der moglichen Prozesse P welche ein System von einem Anfangszustand
z1 in einen Endzustand 2o iiberfiithren.

- fiir jeden Prozess P € P bestimmt sie die Arbeit f_lp(zl — z3) welche aufgewendet
werden muss, um den Prozess durchzufiihren.

- welche P € P Arbeitsprozesse sind.

Dabei miissen die Prozesse und Arbeitsprozesse so sein, dass sie mit den Hauptséitzen der
Thermodynamik kompatibel sind.

Ein im Folgenden wichtiges Konzept ist die Reversibilitdt von Arbeitsprozessen.

Definition. Ein Arbeitsprozess z; — z» heisst reversibel, falls es einen Arbeitsprozess
29 — 21 glbt

Beispiel. In denjenigen Theorien, die wir verwenden werden, ist Reibung kein reversibler
Arbeitsprozess. Tatséchlich ist es aber auch eine Folge des ersten und zweiten Hauptsatzes,
welche spéter kennenlernen werden. Intuitiv kann man es wie folgt verstehen: Bei Reibung
wird die gesamte Arbeit in “Wérme” umgewandelt (wir werden Wirme im Folgenden
definieren). Mit dem ersten Hauptsatz folgt, dass der umgekehrte Arbeitsprozess genau
gleich viel Arbeit liefert, wie vorher investiert wurde. Die gesamte Warme miisste also
wieder in Arbeit umgewandelt werden. Dies ist nach dem zweiten Hauptsatz verboten.

Fiir zwei Systeme S und S’ ldsst sich das Gesamtsystem (S, S’) wiederum als ein System
beschreiben. Ein spezieller Prozess ist, die beiden Untersysteme miteinander in thermi-
schen Kontakt zu bringen z.B. durch einen Wirmeleiter. Dies ist ein Arbeitsprozess auf



dem Gesamtsystem, welcher keine Arbeit kostet. Auf den einzelnen Untersystemen hin-
gegen, ist es kein Arbeitsprozess und der Prozess kostet auch keine Arbeit auf ihnen.
Allgemein sind Arbeitsprozesse dadurch ausgezeichnet, dass sie sich ohne Kontakt zu
einem anderen System durchfiihren lassen.

S S’

z: Zustand von System S

z': Zustand von System S’

Wir fithren die Relation z ~ 2’ ein, falls die Einfiihrung des Wérmeleiters reversibel ist.
Ein oft betrachteter Spezialfall ist der, wo eines der Systeme ein Wirmereservoir im Zu-
stand r ist. Dieses ist dadurch ausgezeichnet, dass r ~ r’ gilt, wobei r’ der Zustand des
Reservoirs nach Kontakt mit einem “Nicht-Reservoir” ist,

Beachte, dass Gleichgewicht fiir ein oder zwei Systeme verschiedene operationelle Be-
deutungen haben. Wie oben erklart, bedeutet Gleichgewicht fiir ein System, dass alle
Zustandsvariablen wohldefiniert sind. Hingegen spricht man von Gleichgewicht zwischen
zwei Systemen, falls die Einfithrung des Wirmeleiters reversibel ist, d.h., die Zusténde
der einzelnen Systeme bleiben durch diese Operation unveréndert.

1.2 Der 0. Hauptsatz

Im letzten Kapitel haben wir die Kopplung zweier Systeme durch einen Wéarmeleiter
betrachtet und eine Relation z ~ 2’ eingefiihrt, um auszudriicken, dass die beiden Systeme
z und 2’ im Gleichgewicht sind.

0. Hauptsatz:
Die eingefiihrte Relation ~ ist transitiv, d.h.
2~ = e~

Damit ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Beachte, dass dies eine notwendige Bedingung ist, um {iberhaupt von “Temperatur” spre-
chen zu konnen.

Definition. Ein Prozess heisst isotherm, falls das System wéahrend des Prozesses immer
mit dem gleichen Wéarmereservoir im Gleichgewicht steht.



Isothermen sind Mengen von Zustédnden eines Systems wéhrend eines isothermen Prozes-
ses.

Beispiel. Das ideale Gas ist dadurch charakterisiert, dass seine Isothermen von der Form
sind:

pV = konst (Boyle), (1.1)
U = konst (Gay-Lussac)

1.3 Der 1. Hauptsatz

A priori ist die aufgewendete Arbeit Ap(z; — 23) eine vom Prozess abhingige Grosse.
Die fundamentale Aussage des 1. Hauptsatzes ist, dass sie fiir Arbeitsprozesse nur von z;
und 2z, abhingt Ap(z; — 25) = A(z; — 2). Damit kénnen wir im Folgenden die innere
Energie als Zustandsgrosse, d.h. als eine vom Prozess unabhéngige Grosse, definieren.
Weiter sagt der erste Hauptsatz auch, dass es fiir beliebige Zustdnde z; und 25 auch
tatséichlich einen Arbeitsprozess gibt, der sie ineinander iiberfiihrt. Dies garantiert, dass
die innere Energie fiir alle Zustédnde definiert ist.

1. Hauptsatz (Energiesatz):
(i) Zu jedem Paar von Zusténden (z1, 29) gibt es einen Arbeitsprozess, der z; in 2z, oder
29 1n z; uberfiihrt.

(ii) Die mit dem Prozess z; — 2o verbundene Arbeit A(z; — 25) hingt nur vom geord-
neten Paar (z1, 29) und nicht vom Prozess ab.

Definition. Wir definieren die Energie eines Systems im Zustand z als
U(z) := A(zg — 2) + U(zo) falls zp — 2 moglich ist. (1.3)

U(z) == —A(z — 20) + U(z) falls zyp — z nicht moglich ist.

wobei zy ein Referenzzustand und U(zp) eine willkiirliche Energiekonstante ist.

Bemerkung. Man kann es so sehen, dass der erste Hauptsatz eine Bedingung an die
Menge der von der Theorie definierten Arbeitsprozesse stellt. Falls die Teilchenzahl eine
Zustandsgrosse ist, muss es innerhalb der Theorie auch einen Arbeitsprozess geben, der
diese verdndert. Gibt es umgekehrt keinen solchen Arbeitsprozess, miissen zwei Systeme
mit 10! und 10?° Teilchen als unterschiedliche Systeme behandelt werden.



Bemerkung. In der Literatur wird der erste Hauptsatz oft als Energieerhaltung ausge-
driickt. Man findet Formulierungen wie: “Die innere Energie eines Systems kann sich nur
durch den Transport von Energie in Form von Arbeit oder Wérme iiber die Grenzen des
Systems dndern.” An diesem Punkt haben wir “Wérme” jedoch noch gar nicht definiert.
In der obigen Formulierung tritt dieser Konflikt nicht auf: Die Anderung der inneren
Energie wird durch bereits bekannte Prozesse quantifiziert.

Weiter folgt aus dem ersten Hauptsatz dass
A(Zl — ZQ) —+ A(ZQ — Zg) = A(Zl — 23)

gilt. Indem wir z; = 2o = 23 setzten folgt damit auch

A(Zl — Zl> = 0.

Fiir Arbeitsprozesse, fiir die sowohl A(z; — z) wie auch A(z — z) existiert, folgt damit
offensichtlich A (z3 — 21) = —A (21 — 22).

Fiir einen allgemeinen Prozess P € P, lasst sich die Definition von Reversibilitat auf die-
jenige fiir einen Arbeitsprozess zuriickfithren, indem man ein grosseres System betrachtet.

Definition. Ein Prozess P € P mit z; — 2, auf einem System S heisst reversibel, falls
er durch einen reversiblen Arbeitsprozess auf einem grosseren System realisiert wird, d.h.
falls der Prozess mit Hilfe eines weiteren System S’ in Anfangs- und Endzusténden 2| und
2}, mittels einem reversiblen Arbeitsprozess auf dem Gesamtsystem (.5, S")

(zlv Zi) - (z27 Zé)
durchgefiihrt wird.

Beispiel. Es sei S ein Gas in einem Geféss mit beweglichen Kolben, welches thermisch
an ein Warmereservoir S’ gekoppelt ist. Isotherme Kompression des Gases kann reversibel
durchgefiihrt werden, indem man das System S’ mit in die Beschreibung einbezieht.

Beispiel. In all den Theorien die wir verwenden werden, ist die Erwérmung eines Systems
durch Reibung ist kein reversibler Arbeitsprozess (weil der umgekehrte Arbeitsprozess in
diesen Theorien nicht existiert).

Beispiel. Kopplung zweier Systeme durch einen Wérmeleiter kann nicht reversibel durch-
gefiihrt werden, indem man zwei weitere Systeme mit den entsprechenden Temperaturen
mit in die Beschreibung einbezieht. Der Grund ist, dass die Reservoirs bei der Kopplung
zwar ihre Temperatur nicht &ndern, wohl aber ihre innere Energie.



Falls wir daran interessiert sind, zu beschreiben, wie ein System von einem Zustand z;
in einen anderen 2z, kommt, muss der Prozess so durchgefithrt werden, dass auch zu
jedem Zeitpunkt t; < t < ty der Zustand z(t) bestimmt ist, die Zustandsvariablen also
wohldefinierte Werte angenommen haben. Wir nennen solche Prozesse quasistatisch.

Definition. Ein Prozess von z; nach zy heisst quasistatisch falls es eine kontinuierliche
Funktion
t e [tl,tg] — Z(t),

gibt, mit z(¢;) = 2z, und z(t2) = 22, und so dass fiir jedes t; < t < ty der Zustand z(¢)
wohldefiniert ist, d.h. z(t) — 2z(t + dt) ist ein allgemeiner Prozess.

Bemerkung. Obwohl in der Literatur manchmal reversibel und quasistatisch als dquivalent
betrachtet werden, sind es zwei verschiedene Definitionen.?

Ein quasistatischer Prozess ist reversibel, falls die Prozesse z(t) — z(t+dt) reversibel sind.

Fiir einen quasistatischen Prozess lidsst sich die infinitesimalen Arbeit definieren
§Ap = Ap(2(t) — 2(t + dt)).

Wir schreiben explizit dAp, da die infinitesimale Arbeit eine vom Prozess abhingige
Grosse ist.

Hingegen ist die infinitesimale innere Energie dU nur abhingig von z(¢) und z(t + dt).
Wir unterteilen sie in einen Teil, der der durch Arbeit zugefiihrt wurde und den “Rest”,
welchen wir als Warme definieren.

Definition. Die infinitesimal zugefiihrte Wirme 6Q) p ist definiert als

(5@}3 = U(t -+ dt) — U(t) —(SAp(t)

(. /
-~

=dU

Im Folgenden werden wir, wie in der Literatur iiblich, nur noch 6@ statt 6Q)p und 6 A
statt 0 Ap schreiben.

Bemerkung. Wie bereits oben erwidhnt ist Warme kein objektives Konzept, das fiir
alle Beobachter gleich ist. Vielmehr hingt es von der Wahl der unterliegenden Theorie
ab, was ein Beobachter als Wirme beschreibt. Als Beispiel betrachte ein Gas welches
durch Kontakt mit einem anderen Gas abgekiihlt wird. Ein Beobachter der die Positionen

2Ein Beispiel fiir einen nicht-reversiblen quasistatischen Prozess ist langsame Reibung. Ein Beispiel
fiir einen reversiblen nicht quasistatischen Prozess ist adiabatische Kompression eines Gases, welche so
schnell durchgefithrt wird, dass innerhalb des Gases wihrend des Prozesses kein Temperaturausgleich
stattfindet.



und Impulse aller Teilchen kennt, beschreibt den Prozess durch eine Abfolge (elastischer)
Stosse zwischen den Teilchen und kann die entsprechende Arbeit berechnen. Fiir ihn
ist also 0() = 0. Fiir einen Beobachter der diese Informationen nicht hat, ist es kein
Arbeitsprozess. Fiir ihn ist also 04 = 0.

Wir nennen einen Prozess mit 6Q) = 0 adiabatisch.

Beispiel. Ein Beispiel fiir einen adiabatischen Prozess ist die Kompression eines Gases,
welche so schnell durchgefiithrt wird, dass das Gas keine Zeit hat, mit der Umgebung
Wérme auszutauschen.

Bemerkung:
d: Notation fiir infinitesimale Grésse die einem exakten Differential entspricht,
d.h. es gibt eine zugehorige Zustangsgrosse
0: Notation fiir allgemeine Differentiale

Fiir das exakte Differential dU gilt: 3 eine Zustandsvariable U(z) s. d.

z2

/ AU = U(zs) — U(z1)

21

d.h. unbahénhig ist vom Pfad (ausser den Endpunkten). Insbesondere gilt fiir einen ge-
schlossenen Pfad ¢ dU = 0.

Im Unterschied zu dU sind dA und 0@ keine exakte Differentiale. Es gibt also keine
Zustandsvariablen A und Q.

Definition. Bei einem Kreisprozess sind der Anfangs- und End-Zustand identisch und
es gilt

f&A:de—éQ

. ]{ 50 (1.4)
(15)

Bemerkung: Wir definieren die Vorzeichen von § A und 6@ so, dass sie positiv sind, wenn
an dem System Arbeit verrichtet bzw. dem System Wéarme zugefithrt wird. Graphisch



zeichnen wir im Folgenden oft Pfeile — die Arbeit (Wérme) ist dann positiv, wenn der
Pfeil “in das System zeigt” und negativ falls der Pfeil “aus dem System hinauszeigt”.

Obwohl die bisherige Beschreibung nur von Arbeitsprozessen Gebrauch gemacht hat, er-
weist es sich in bestimmten Féllen als niitzlich Thermalisierungsprozesse zu betrachten,
bei denen das System in Kontakt mit einem Wéarmereservoir gebracht wird, wir aber nur
das System selbst und nicht das Gesamtsystem zusammen mit dem Reservoir betrachten.
Ein quasistatischer Prozess kann dann als Abfolge von folgenden infinitesimale Schritten
beschrieben werden.

1. Arbeitsprozess auf dem System, ohne Kontakt zu Reservoir:

2(t) — E(t + dt)

2. Kontakt mit Reservoir r(d + dt), ohne Arbeitsverrichtung:

Z(t +dt) — z(t + dt) so dass z(t + dt) ~ r(t + dt).

Beispiel (Volumenidnderung ohne Reibung).

—— (i) adiabatisch

——  (ii) isotherm

————— Unterteilung des isothermen quasistatischen Pro-
zesses in infitinitesimale Arbeitsprozesse (1) und
Thermalisierungsprozesse (2)

()

Die genaue Form der Kurven fiir das ideale Gas werden wir spater herleiten. Mit Hilfe der
obigen Unterteilung des Prozesses in infinitesimale Arbeits- und Thermalisierungsprozesse
ldsst sich jedoch verstehen, warum die Kurve im adiabatischen Fall steiler abfillt als im



isothermen Fall.
Im adiabatischen Fall (i) gilt

6Q =0 = dU = A = —pdV.

In diesem Fall nimmt der Druck aus zwei Griinden ab, wenn das Volumen vergrossert wird:
Einerseits haben die Teilchen jetzt mehr Platz. Zusétzlich verrichtet das Gas in diesem
Fall Arbeit, wodurch seine innere Energie zusétzlich abnimmt. Mikroskopisch betrachtet,
bewegen sich die Teilchen also langsamer, was zu einer zusétzlichen Druckabnahme fiihrt.
Im Fall (ii) ist die Temperatur konstant.” Wir unterteilen ihn in infinitesimale Prozesse,
welche jeweils aus einem Arbeits- und einem Thermalisierungsprozess bestehen: die Kurve
fiir den Arbeitsprozess (1) ist identisch mit Fall (i). Dann koppeln wir das System im
Schritt (2) an ein Reservoir, wobei die Temperatur auf den Anfangswert erhoht wird
und dadurch der Druck wieder steigt. Dies passiert bei konstantem Volumen, so dass das
Gas im Schritt (2) keine Arbeit mehr verrichtet. Die Kurve fiir den Fall (ii) fallt deshalb
weniger steil ab als im Fall (i). Fiir das ideale Gas gilt wegen (1.2) dU = 0 fiir einen
isothermen Prozess, woraus folgt, dass die aufgenommene Warme 6QQ = §A = —pdV ist.

Beispiel (Volumendnderung mit Reibung). Falls die Verschiebung des Kolbens nicht
mehr reibungsfrei ist, ist der entsprechende Arbeitsprozess nicht mehr reversibel. Es ad-
diert sich zum Gasdruck p ein Term p’, der den Anteil der Reibung beschreibt.

ptp Druck bei Kompression: p + p’

4 Druck bei Expansion: p — p’

Beachte, dass der Druck beim Reinstossen des Zylinders p + p’ ist. Es gilt
dU = —(pxp')dV.

Die infinitesimale Arbeit ist Beobachter-abhéngig, wenn dieser nur die Zusténde z(t) und
z(t+dt) kennt. Fiir einen Beobachter der diese Zustandsénderung mittels dem durch den
Kolben verrichteten Arbeitsprozesses (Kompression/Expansion und Reibung) beschreibt
ist

dA=—(pxp)dV = 6Q = 0.
Die gleiche Zustandsdnderung konnte aber auch durch eine reibungslose Verschiebung
des Kolbens und anschliessendem Kontakt zu einem Reservoir erreicht werden. Fiir einen
Beobachter der den Prozess auf diese Weise beschreibt, gilt

0A = —pV = 6Q = tpV.

3Beachte, dass wir Temperatur hier noch gar nicht definiert haben. Fiir das Beispiel reicht aber unser
intuitives Versténdnis.



In beiden Féllen gilt natiirlich
dU = 6A +6Q).

Beispiel (Erwérmen ohne Volumendnderung). Beim Aufheizen eines Gases in einem Zy-
linder ohne Volumen-Anderung wird keine Arbeit verrichtet:

0A = 0.

Hier ist also nur der zweite Teil der Zerlegung fiir einen quasistatischen Prozess relevant.

1.4 Der 2. Hauptsatz

Der zweite Hauptsatz erlaubt es uns, quantitativ von Temperatur zu sprechen. Es gibt
unendliche viele Formulierungen, diejenige von Kelvin lautet:

“Kein Prozess ist moglich, dessen einziges Resultat darin besteht, dass einem
System Wiérme entzogen und Arbeit geleistet wird.” (Kelvin)

Bemerkung. Obwohl man den 2. Hauptsatz einen “Satz” nennt, ldsst er sich nicht in-
nerhalb der Thermodynamik beweisen. Vielmehr ist er ein Postulat, auf dem die Thermo-
dynamik beruht. Seine Formulierung ist nicht exakt, zum Beispiel ist es nicht eindeutig,
was unter “dem einzigen Resultat” zu verstehen ist.

Statt von einem Prozess ist es sinnvoller, von einer zyklischen Maschine zu sprechen.
Diese ist definiert als ein System, das nach einer gewissen Zeit At wieder in seinem ur-
spriinglichen Zustand ist, d.h.

2(t + At) = z(t).

zyklische Maschine

Reservoir Q A ( *)

r(t) [

thermischer Kotakt r(t) ~ z(t)
(ohne Arbeitsverrichtung)
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Graphisch bedeutet der 2. Hauptsatz, dass in jedem nicht trivialen Szenario der Form
(x) @ < 0 sein muss.” Hier sind A und @ jeweils als die Arbeit bzw. Wirme {iber einen
Zyklus definiert. Beachte, dass aus der Zyklizitét folgt, dass

Ut) =U(t + At) = Q = —A.

Wir wenden den 2. Hauptsatz nun auf zyklische Maschinen an, die zwischen zwei Wérmereservoirs
arbeiten. Beachte, dass wir ihn in diesem Fall nicht direkt anwenden kénnen, weil in seiner
Formulierung nur ein Reservoir vorkommt, weshalb wir das betrachtete System immer in

die Form (%) bringen miissen.

Res.1

Konvention:

Q: Warmefluss im Intervall At
A: verrichtete Arbeit im Intervall A¢

Zyklizitit = Qy + Qs + A =0

Res.2

Behauptung. Es gilt entweder entweder )1 < 0 oder Q)3 < 0.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem 2. Hauptsatz. Wir machen einen Widerspruchs-
beweis und nehmen an, dass sowohl ()1 wie auch ()5 beide positiv sind. Unter dieser
Annahme, kénnen wir das System in die Form (%) bringen, indem wir ein erweitertes
Szenario betrachten, wo ein Anteil ()5 der Arbeit in das Reservoir 2 zuriickgefiithrt wird.

4Dass die Maschine nicht trivial ist, bedeutet A # 0.
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Res.1

Dies ist eine zyklische Maschine, da
auch Reservoir 2 nach einem Zyklus
wieder im gleichen Zustand ist. Damit
ist das System im der Form (x) und es
muss ()1 < 0 gelten: Widerspruch zur
Annahme @; > 0.

0

Im Folgenden diirfen wir deshalb ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
Q2> < 0 gilt. Nicht-triviale Maschinen erfiillen ; > 0. Falls ()7 > —@)> gilt, ist A < 0 und
es handelt sich um eine Kraftmaschine. Im umgekehrten Fall (Q; < —@Q2) wird die Arbeit
A > 0 verwendet, um Wirme vom ersten in das zweite Reservoir zu transportieren und
wir sprechen von einer Warmepumpe.

Ein Beispiel fiir eine solche zyklische Maschine ist der Carnot-Prozess mit einem idealen

Gas:

1 2 Isothermen 1 — 2, 3 — 4: dU =0, 6Q = pdV'.

RS

l\ Adiabaten 2 — 3,4 — 1: 6Q =0, dU = —pdV.
4

L

Im p—V-Diagramm sieht man, dass man tatséchlich die

Arbeit
A=-— % pdV

gewinnt, wenn man den Prozess in die richtige Richtung
laufen lasst. Beachte, dass, wie wir schon gesehen haben,

1% bei adiabatischer Expansion der Druck schneller abfallt
als bei isothermer Expansion.

3

Eine mogliche Realisierung des Carnot-Prozesses ist, die isothermen Prozesse sehr lang-
sam ablaufen zu lassen, so dass das System mit dem Wéarmebad interagieren kann. Im
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Gegensatz dazu konnen die adiabatischen Prozesse durch einen schnellen Ablauf realisiert
werden. Der Carnot-Prozess zeigt, dass es nicht-triviale, reversible, zyklische Maschinen
gibt. Alle solche Maschinen haben folgende Eigenschaft.

Satz (Carnot)

a) Fiir alle reversiblen, zyklischen Maschinen zwischen zwei festen Warmereservoirs ist
das Verhéltnis

—El=7,>0 universell,
2

d.h. nur abhéingig von den Aquivalenzklassen bzgl. ~ der beiden Reservoirs.

(b) Fiir jede beliebige, zyklische Maschine zwischen diesen Reservoirs ist

—— < T2

Q2

Wobei wir wiederum )5 < 0 annehmen.

Beweis.
Res.1
beliebige @ @ ) _ reversible
zyklische A = —0Q, — Q2 A= —(@Q, — Q, zyklische
Maschine Maschine
Res.2

Wir bemerken zuerst, dass fiir eine reversible Maschine

2

gelten muss, weil nicht beide le und Cjz negativ sein konnen. Ansonsten wéren bei Um-
kehrung der Maschine beide positiv, was, wie wir zuvor gezeigt haben, nicht moglich ist.
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Wir beweisen jetzt Teil b). Es sei eine beliebige Maschine durch @ beliebig und Qs < 0
zwischen zwei Reservoirs gegeben. Weiter betrachten wir eine reversible Maschine zwi-
schen den gleichen Reservoirs mit Qol > 0 und QDQ < 0. Falls @; < 0 gilt, ist die Aussage
offensichtlich erfiillt. Es sei also @)1 > 0. Durch Umkehrung der reversiblen Maschine und
passende Wahl der Zyklen erreichen wir @)y = —C?z. Das Gesamtsystem (beliebige und
reversible Maschine) verrichtet damit die Arbeit

A = —Q1 — Q.

Dabei wird nur dem ersten Reservoir Warme entzogen. Damit der zweite Hauptsatz erfiillt
ist, muss

Atot Z O

gelten. Also ist .
Ql < _Qb

wobei zu beachten ist, dass jetzt C?l < 0 ist, da wir die reversible Maschine umgekehrt
haben. Damit folgt

&G
Q2 Qs
Teil a) folgt aus dem Beweis fiir Teil b), weil wir in diesem Fall die beiden Maschinen
vertauschen konnen und damit Gleichheit gilt. U

Bemerkung. Der Satz von Carnot iibertréigt sich auf den Wirkungsgrad der Kraftma-
schinen mit Q)1 > —Q)s

A _ @
o) @1
o Ql -1 . .
=1+—<1—-17 :=mn2 universell
2
(mit “=" fiir reversible Maschinen). 7,5 entspricht dem Wirkungsgrad einer reversiblen

Maschine und ist eine obere Schranke fiir beliebige Maschinen.
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1.5 Absolute Temperatur

Der Satz von Carnot erlaubt es uns, das Konzept der Temperatur einzufiihren. Dazu
bemerken wir, dass 75 folgende Eigenschaften hat.

(1) 712 - T3 = T13
(11) M1 — 1
(iii) 719 = 75;"

Bewezs.

Das Problem beim Beweis ist, dass —%L =

Q2
Ti92, —% = 793 und —% = 713 nur gilt,
falls @)1, Q2 und Q)3 iiber reversible zyklische
Maschinen definiert sind. Links konstruieren
wir aus zwei reversiblen zyklischen Maschi-
nen M, und Mp eine weitere zyklische Ma-
schine, welche auch wieder reversibel ist, falls

M4 und Mp dies sind.

—Q2

Res. 2

Q2

Nach dem Satz von Carnot ist also —% = 712 und —%
Q1

Konstruktion die Aussage —g! = 715. Damit ist Teil (i) gezeigt.

Teil (ii) folgt mit 1 =2 =3

= To3. Weiter erlaubt uns obige

T11 * T11 = T11,

also ist 71 = 1. Beachte dabei, dass allgemein 75 > 0 gilt und deshalb 77 = 0 keine
Losung ist.
Teil (iii) folgt schliesslich, indem man 1 = 3 setzt

-1
T12 * To1 = T11 :]_:>’7'12:7'21 .
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Definition. Es sei Tj die “Temperatur” (eine beliebige positive Zahl) eines “Referenzre-
servoirs”. Damit ist die Temperatur T} von jedem anderen Warmebad 1 definiert als

T1 = T(] *T10-
Bemerkung. Es ist stets 77 > 0 und

i 7o

_

Q2
fiir zwei beliebige Reservoirs. Zwischen diesen hat eine Maschine den maximalen Wir-
kungsgrad

(1.6)

- = = Ti2 =
Ty T

e =1—— (1.7)

1.6 Entropie

Definition. Die Entropie eines Systems im Zustand z ist definiert als

S(z) = / ) % + S(z) (1.8)

0

wobei 0Q) die reversibel zugefiithrte Wiarme ist und S(zp) eine willkiihrlich gewéhlte Kon-
stante fiir einen beliebigen Referenzzustand zj ist.

Diese Definition macht nur Sinn, wenn das Integral von z; nach z wegunabhéngig ist. Dies
bedeutet, dass % ein exaktes Differential ist. Da diese Aussage sehr wichtig ist, hat sie
einen eigenen Namen: Satz von Clausius. Tatséchlich ist dieser noch allgemeiner, weil er

auch den Fall betrachtet, wo die Wérme nicht reversibel zugefiihrt wird.

Satz (Clausius). Bei einem beliebigen Kreisprozess eines Systems S gilt

Q)
f{T <0 (1.9)

0Q)
]{7 ~0. (1.10)

Bemerkung. Das System hat bei einem nicht quasistatischen Prozess keine wohldefinier-
te Temperatur. Wir konnen uns aber vorstellen, dass das System zu jeden Zeitpunkt ¢ mit
einem (jeweils anderen) Reservoir mit einer wohldefinierten Temperatur 7'(¢) in Kontakt
steht, aus dem es die Wéarme 0() bezieht.

und, falls er reversibel ist,
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Bewezs.

System S

Wirmereseroir
0Ap Temperatur Ty

l

i SA reversible
I zyklische
|

: Maschine
|

|

|

|

|

|

:

: 5Q

|

|

|

|

|

|

|

Gesamtsystem aus beliebigem und einem reversiblen Kreisprozess.

Wir fiigen dem System eine reversible zyklische Maschine hinzu (Abbildung 1), die zu
jedem Zeitpunkt ¢ des Prozesses die aufzunehmende Wérme 6(Q) bereitstellt. Dies erlaubt
es uns, die wiahrend des Prozesses variable Temperatur 7" durch eine Konstante T zu
ersetzen. Mit der Definition der Temperatur (1.6) gilt dann fiir jeden Zeitpunkt ¢

0G _ 0Q
T T(t)
Das Gesamtsystem wandelt die Wirme —Qy = — ¢ Qo in Arbeit Ay um. Damit wir

keinen Widerspruch zum zweiten Hauptsatz bekommen, muss Ay > 0 und damit

Q=i <o.

Fiir einen reversiblen Kreisprozess gilt auch das Umgekehrte: Wir kénnen das System S
umgekehrt operieren und erhalten ein Gesamtsystem, das die Arbeit Ay = —(—Q) leistet.
Damit folgt 0 < % und somit, dass der Term verschwindet. O

gelten. Also haben wir
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Entropiesatz. Die Entropie kann im adiabatisch abgeschlossenen System nicht abneh-
men: Bei einem Prozess von z; nach z, gilt

S(z1) < S(z) . (1.11)

Dabei gilt “=", falls der Prozess von z; zu 2, adiabatisch reversibel ist.

Beweis. Wir fithren z, iiber einen reversiblen Prozess v wieder zuriick nach z;. Fiir den
Zyklus finden wir dann gemiss (1.9)

0Q
> .
7, rev 0_7{ T

22

0Q

21

Fiir den adiabatischen Prozess mit 6¢Q) = 0 folgt
0 Z S(Zl) — S(Zg).

Falls der Prozess selber adiabatisch reversibel ist, miissen wir keinen alternativen Weg
finden, iiber den wir die Entropie definieren kénnen und es folgt direkt

5(2)—5(%):/2%:0

20

1.7 Anwendungsbeispiele aus der Elektrodynamik

In diesem Kaptitel betrachten wir zwei elektromagnetische Analogons zum mechanischen
Kolben. Dies illustriert, dass die vorhergehenden Betrachtungen allgemein giiltig sind.
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¥1 ©2
Ly Lo

V=92 — ¢
1.7.1 Dielektrikum zwischen zwei Kondensatorplatten

Ausserhalb der Leiter £, L5 gelten die Maxwell-Gleichungen
rotE=0, divD=0,
D=E+P,
wobei P die elektrische Polarisation ist. Das Potential ¢(Z) wird iiber E = —Vi ein-
geftihrt. Fiir einen reinen Arbeitsprozess ist dU = 0 A, daher betrachten wir die von der
Batterie geleistete Arbeit bei Anderung dV der angelegten Spannung. Dies entspricht dem
Transport der Ladung d@Q vom Leiter £y, (d@Q); = —dQ) zum Leiter L, (dQ2 = dQ). Wir
definieren das System als das Dielektrkum. Um die entsprechende Energie zu berechnen,

werden wir spéter den Betrag der Arbeit abziehen, den die Batterie ohne Anwesenheit
des Dielektrikums leisten wiirde. Die totale durch die Batterie geleistete Arbeit ist

2
0A=VdQ = (2 — 1)dQ = > 0:dQ; ,
=1

wobei p; = ¢ | L; (konstant iiber £;) und V' = py — 1. Zudem ist

(do: Innennormale), also mit G = R3\ U2_, L,

2
JA = =) / @idD - d5 = — / div(¢dD) d*x
i—1 Y OL; G —— _ .
@d(div D) + Vi - dD
0

_ /(E - dD)dz (1.12)
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Nun ziehen wir die Energie ab, die der von der Batterie geleisteten Arbeit in Abwesen-
heit des Dielektrikums entspricht. Sei Eo das Feld, das bei derselben Spannung V5 =V
in Abwesenheit des Dielektrikums herrschen wiirde, und U, die entsprechende Feldener-
gie. Man kann nun U = U — U, als die eigentliche Energie des Systems auffassen. Die
dazugehorende infinitesimale Arbeit ist

SA = 6A—04,=VdQ — VodQ,
= Vp(dQ — dQo) — (dV —dVp)Qy (V. =V,!)

_ /ﬁ&-uﬁ—dag—mﬁ—dﬂgiwfx
G

_ /Eyﬂﬁ—@fwi/&wmfx
G G

(Rechnung wie in (1.12)). Das Integral erstreckt sich nur noch iiber die Probe.

1.7.2 Magnetisches Material in Spule

Wir betrachten nun ein magnetisches System: Die bei einer
Anderung des Stromes I geleistete Arbeit ist

M:/ﬁd&%.

Subtrahiert man die Variation der Feldenergie bei gleichem Strom, aber ohne Probe, so
ist sie

M:/&d%ﬁ.

(Hier entspricht By dem Druck p und M dem Volumen V fiir ein Gas.)

1.8 Zustandsgleichungen

Im Allgemeinen sind verschiedene Zustandsgrossen nicht unabhéngig voneinander: beim
idealen Gas zum Beispiel kann der thermodynamische Gleichgewichtszustand durch zwei
der drei Grossen p, V', T beschrieben werden.

Thermische Zustandsgleichungen sind von der Form
flp,V,T,..) =0
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oder
p=p(T,V).

Sie beinhalten thermische Zustandsgrossen die direkt messbar sind. Im Gegensatz dazu
enthalten kalorische Zustandgleichungen abgeleitete Zustandsgrossen und sind von der
Form

U=UT,V,..).

Die Zustandsgleichungen bestimmen dann die {ibrigen Zustandsgrossen. Wie viele Frei-
heitstgrade ein System hat und welche Zustandsgleichungen gelten, hingt von den je-
weiligen Stoffen und Randbedingungen im System ab. Die thermische und die kalorische
Zustandsgleichung sind nicht unabéngig, wie wir in folgendem Beispiel sehen werden.

Mazxwell-Relationen stellen Zusammenhénge zwischen den Zustandsgrossen her. Wir be-
trachten als Beispiel die Abhéingigkeit zwischen dem Druck p und der Temperatur 7.

Gegeben sei

p=p(T,V) : thermische Zustandsgleichung,
U=U(T,V) : kalorische 7
Damit

1
dS = —(dU + pdV)

1 /oU 1 oU

ein exaktes Differential ist, muss gelten:
oL oUy a1 uy N
ovr\er), ~ orr \\ov ), ') %
ou 0 0 (D
() - e,

(Die Indizes geben an, welche Variablen bei der partiellen Differentiation fest sind.) Die
thermische und die kalorische Zustandsgleichung sind also nicht unabhéngig. Eine Relation
dieser Art nennt man Maxwell-Relation. Ein System, das diese Gleichung nicht erfiillt, ist
notwendigerweise im Widerspruch zu einem der Hauptsétze. Als Beispiel dafiir werden wir
spiter das Van-der-Waals Gas betrachten, dessen Zustandsgleichungen deshalb modifiert
werden miissen.

]
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Als Beispiel betrachten wir das ideale Gas. In diesem Fall hat die kalorischen Gleichung

die folgende Form
oy
ov ),

p=Tf(V)
Daraus folgt, dass der Gasdruck bei festem Volumen ein direktes Mass fiir die absolute

Temperatur ist. Aus der experimentellen Beobachtung, dass U unabhéngig von V' ist,
findet man damit schon fast das ideale Gasgesetz

folgt direkt aus (1.14)

pV = npaRT (1.15)
und die kalorische Zustandsgleichung
U= CvT

wobei 1,0 die Molzahl (Stoffmenge), R die Gaskonstante und ¢y die spezifische Wérme
ist. Die spezifische Warme ist gleich ¢y = (0Q/9T)y = (0U/0T)y und unabhéngig von
V.

Mit Gleichung (1.13) folgt

95y _ ev(T) 95y _R
or), T o), V'
wie auch .
dT 1%
S—&V:Lcﬂﬂ3:+Rbg% (1.16)

Fiir ein ideales Gas ist zudem ¢y unabhéngig von 7" und damit U = ¢y/T" bei passender
Wahl der Energiekonstanten. Damit ist

U V
S—SozcvlogiojLRlogvo. (1.17)

Allgemein lésst sich die Thermodynamik eines Systems statt durch zwei Zustandsglei-
chungen auch nur durch die Entropie

S = S(U,V)

beschreiben. Aus ihr folgen die bekannten Zustandsgleichungen sowie die zu (1.14) dquivalente
Mazwell-Relation. Wie wir sehen werden, ist es wichtig S in den Variablen U und V' zu
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beschreiben und nicht zum Beispiel in 7" und V. Letztere Wahl ermdoglicht es ndmlich
nicht die Zustandsgleichungen zu bestimmen.

Mit (1.13) und S = S(U, V) folgt

S 1 oS P
- S - == . 1.1
(o), -7 (),-7 15
Aus S(U, V) lasst sich damit T'(U, V') und p(U, V') bestimmen. Ausserdem gilt die Maxwell-
Relation P2 5 /1 5
P
—— (=) =—=— (L 1.1
ouov oV (T)U ou <T>V ’ (1.19)

Im Gegensatz dazu folgen die Zustandsgleichungen nicht aus S(7,V), denn mit jeder
Losung U = U(T, V), p = p(T, V) der Gleichungen, vgl. (1.13),

o5\ 1 (ou o5\ _1((ay |
or), ~1T\or), \ov ), T\\ov ), *
ist auch U = U + f(V), p=p — f'(V) (f: beliebige Funktion) eine Losung. O

Die Entropie S, als Funktion von U und V/, ist das erste Beispiel eines thermodynamischen
Potentials. Spater werden wir weitere Potentiale — zu anderen unabhéngigen Variablen —
einfiihren.
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2 Die Thermodynamischen Potentiale

Bemerkung. Wir werden zur Veranschaulichung den konkreten Fall betrachten, wo ein
System durch die Variablen V' (Volumen) und p (Druck) charakterisiert ist und

0A = —pdV

gilt. Alle Betrachtungen kénnen aber verallgemeinert werden fiir beliebige Zustandsvaria-
blen, sofern A definiert ist. Zum Beispiel ist fiir ein magnetisches System 0A = HdM,
wobei H das magnetische Feld und M die Magnetisierung des Materials bezeichnet.

Bemerkung. Daraus kénnen wir weitere Zustandsgrossen ableiten wie zum Beispiel die
innere Energie U und die Entropie S. Diese sind durch die Zustandsgleichungen bestimmt,
welche wir im letzten Kapitel betrachtet haben.

Bemerkung. Wir werden die extensiven Grossen U und V' zusammenfassend als z be-
zeichnen

z=(UV).

Thermodynamische Potentiale sind skalare Funktionen thermodynamischer Zustands-
grossen. Solche Funktionen sind zur Charakterisierung von Systemen besonders niitzlich,
wenn sie gewisse Extremalbedingungen erfiillen. Diese werden wir nun zuerst am Beispiel
der Entropie betrachten.

2.1 Das Extremalprinzip fiir die Entropie

Im letzten Kaptiel haben wir die Entropie definiert (1.8). Wie wir bereits gesehen haben,
ist die so definierte Funktion eine Zustandsgrosse und erfiillt ein Extremalprinzip. Die
Entropie ist durch rein makrosopische Grossen definiert. Spéter in der Vorlesung werden
wir die Entropie aus einem mikroskopischen Standpunkt heraus betrachten und sehen,
dass diese die Unordnung in einem System quantifiziert.

S/ S//

Wir betrachten gehemmte Gleichgewichte: (2', ") ist der
Zustand des Gesamtsystems, das aus zwei durch eine
Trennwand voneinander isolierte Teilsystemen S’ und 2! 2"
S” in den Zustanden 2’ und z” besteht. Isoliert bedeutet,
dass die Systeme nicht in thermischem Kontakt sind.

24



Im Gegensatz dazu ist ein vollstindiges Gleichgewicht dadurch definiert, dass die beiden
Systeme im thermischen Kontakt und damit miteinander im Gleichgewicht sind. Wie im
letzten Kapitel besprochen, sind zwei Systeme miteinander im Gleichgewicht, falls die
Einfiithrung einer Trennwand ein reversibler Prozess ist. Wir schreiben dann 2/ ~ 2”.
Insbesondere ist das Gesamtsystem (2’, z”) dann im Gleichgewicht, d.h. die Zustandsva-
riablen sind alle wohldefiniert.

Wegen der Additivitdt der zugefithrten Arbeit (1.3) konnen wir die Referenzpunkte fiir
die innere Energie so wihlen, dass

UiZ,2")=U)+U((Z") (2.1)

gilt. Beachte dabei, dass die Referenzpunkte fiir das Gesamtsystem (z’, 2”) und die Sub-
systeme im Allgemeinen nicht gleich sind. Da sich die Systeme in der Teilchenzahl unter-
scheiden, handelt es sich nédmlich tatsédchlich um unterschiedliche System und nicht das
gleiche System in anderen Zusténden. Formal haben wir

Uz = U () + / du?’

/
0

und ,
Uiz") =U; N(zg) +/ dUs”
z(’)’

Damit

U, 2" =U()+U((Z")
gilt, muss

dUs/ _'_ dUS// — dU(S,,S”)
und

US55 (24, 2) = U (24) + US" (24)

gelten. Die erste Forderung folgt aus der Additvitéat der bei Arbeitsprozessen zugefiihrten
Arbeit. Die zweite Forderung muss per Konvention festgelegt werden.
Analog gilt wegen der Additivitdt der zugefiihrten Warme 6@ (1.8)

S, 2") = S(Z") + S(z"). (2.2)

Wir betrachten nun den Zustand des Gesamtsystems nach Entfernung der Trennwand.
Da die Entropie in einem adiabatisch abgeschlossenen System nur zunehmen kann (1.11),
gilt

S, 2") < S+ 2"). (2.3)

Hier ist (2, 2”") der Zustand des Gesamtsystems vor Entfernung der Trennwand und 2’ + 2"

derjenige danach, sobald das System wieder ein Gleichgewicht erreicht hat. Dabei nehmen
wir an, dass die Entfernung der Trennwand keinen Einfluss auf die Zustédnde hat.
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Bemerkung. Die Notation 2’4 2" ist durch die Verwendung extensiver Grossen motiviert,
z.B.
4+ =U+U V' V).

Falls 2/ ~ Z” ist, dann ist die Entfernung der Trennwand reversibel und (2.3) gilt mit
Gleichheit, d.h.
S, 2" =8 +2"). (2.4)

[ ]
¢ * e Ein Beispiel fiir ein System im vollstdndigen Gleichge-

wicht ist Wasser und Wasserdampf. Die Trennung ist

° ° ° ° ¢
N N N N N
/// / / / // / / / reversibel und deshalb sind die Entropien additiv. Die
/ Wasseroberflache ist die Trennwand.

Aus den Gleichungen (2.3) und (2.2) folgt

S+ S(Z") < S+ 2").

Weiter gibt es zu jedem Zustand z des Gesamtsystems Zustéinde 2/ und z” der Untersy-
steme so, dass

S(z) =S(") + S(z")
gilt. Daraus folgt das Eztremalprinzip fiir die Entropie:

Im abgeschlossenen System ist die Entropie im Gleichgewicht maximal: Vergli-
chen wird dabei S(z) mit der Entropie S(z') 4+ S(z") aller gehemmten Gleich-
gewichte (z,2') mit z 4+ 2/ = z:

S(z) = max (S(z')+ S(z")).

2,72”

(2'+2"=2)

Dasselbe gilt sinngeméss fiir die Trennung in beliebig viele Teilsysteme. Das Extremal-
prinzip erlaubt es uns zu beschreiben, wie sich Systeme im Gleichgewicht verhalten. Zum
Beispiel konnen wir den Anteil Dampf und den Anteil Wasser bei einer bestimmten Tem-
peratur bestimmen.
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2.2 Homogenitit

Wir wollen nun verstehen, wie wir Systeme unterschiedlicher Grosse vergleichen kénnen.
Dazu betrachten wir folgende Vergrosserung des Systems: Es sei Az der “um A > 0
vervielfaltigte” Zustand z. Fiir ganzzahlige X ist

N=z+...+2
—_———

A mal
Wir verwenden den Begriff aber auch fiir nicht ganzzahlige A. Im Fall \ = % mit v € N
ist Az definiert als derjenige Zustand, welcher
A2+ ...+ Az=2z
—_—
v mal
erfiillt. Allgemein gilt fiir A = £
1
Az =p (—z) .
v
Aus der Additividt von U folgt
UAz) =AU (z2). (2.5)

Weiter gilt z ~ z und damit S(z + z) = S(z) + S(z). Mit Gleichung (2.4) folgt damit
S(Az) = AS(z). (2.6)

Wir fithren nun eine zusétzliche Systemvariable, die Substanzmenge N, ein mit der Ei-
genschaft, dass N(Az) = AN(z) gilt. N ist sonst unabhéngig von den anderen Systemva-
riablen. D.h. dass N(z) = N(2) gilt, falls es einen Arbeitsprozess von z nach 2’ gibt.

Bemerkung. Fiir eine Variable X gilt: Falls
X(A\z) = X' X(2)

gilt, dann nennen wir X homogen vom Grad i.

Zustandsvariablen, die homogen vom Grad 1 sind, heissen extensiv. Grossen, die homogen
vom Grad 0 sind (wie zum Beispiel der Druck p oder die Temperatur 7°) nennen wir
intensiv.

Wir fithren nun das chemische Potential p ein, welches ein Mass dafiir ist, wie gross der
Aufwand ist, um ein Teilchen ins System einzufithren. Wie wir im vorherigen Kapitel
gesehen haben (siehe Gleichung (1.13)), gilt fiir die Entropie S(U, V)

1

dST

(AU + pdV) (2.7)
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und damit 9 . o5
b
o I el = £ 2.
(aU)V,N T <aV)U,N T 28)

Wir definieren jetzt analog, was passiert, wenn man N verdndert. Offensichtlich kann man
dies nicht aus Gleichung (2.7) ausrechnen, aber wir kénnen trotzdem definieren

s = %(dU +pdV — pudN).

Dann gilt

Im n#chsten Kapitel werden wir sehen, dass die Ableitung auch wirklich existiert und p da-
mit wohldefiniert ist. Beachte, dass dies eine rein mathematische Erweiterung von S(U, V)
zu S(U,V, N) ist. Es gibt keinen physikalischen Prozess, mit dem man N verdndern kann.
Wir werden spéter sehen, dass diese Definition von p Sinn macht, weil sie derjenigen aus
der Chemie entspricht.

2.3 Homogenititsrelation

Durch Ableiten von (2.6) an der Stelle A = 1 ergibt sich unter Benutzung von (2.8) die
Homogenitdtsrelation

oS 08 os 1
S=U—+V—=+N—7==U+pV —uN). 2.10
ov Vv T Nan = 7PV i) (2.10)
Bemerkung: Wir haben das chemische Potential x4 durch (2.9) definiert. A priori ist es
jedoch nicht klar, dass die partielle Ableitung ( %)UV iiberhaupt existiert. Dies folgt aber
aus der Homogenitétsrelation (2.10). Die linke Seite der Relation S(z) ist wohldefiniert
und damit auch die rechte Seite. Da die partiellen Ableitungen (%)‘4 n und (%)U’ it
(2.8) ebenfalls definiert sind (p und 7 sind eindeutig durch den Zustand bestimmt, da sie
Zustandsvariblen sind), folgt, dass auch (g—;)UV definiert ist.

2.4 Konkavitit der Entropie

Die Konkavitéit der Entropie ist eine Umformulierung der bereits bekannten Tatsache,
dass die Entropie fiir adiabatische Prozesse nur zunehmen kann.
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S(O/Z/—FO/IZ”)
A

Fiir beliebige o/, o” > 0 mit o/ +a” = 1 folgt
aus (2.3) und (2.6):

S(a/zl + a//zll)

S(a'2") + S(a"z'")

\

0 i ) “ S(a'2 4 a"2") > o/S(') +a”S(2") . (2.11)
=S(a'2")

Geometrisch: Der Graph von S(z), z = o/2' 4+ o”2", verlauft oberhalb der linearen Inter-

polation zwischen zwei seiner Punkte: S ist eine konkave Funktion von z.

Physikalisch: o/S(2') + o S(2”) ist die Entropie des gehemmten Gleichgewichts von zwei
Teilsystemen mit Zustinden (o’z',«”z"). Nach Entfernung der Wand stellt sich der Zu-
stand /2’ + ”Z" ein. Man kann damit Punkte des Graphen als Gleichgewichtszustéinde

deuten, solche darunter als gehemmte.

Bemerkung. Im Folgenden werden wir Achse mit z (dem Zustand des Gesamtsystems)
statt mit o’ beschriften. Gemeint ist aber das gleiche.

S

Eine Entartung, d.h. ein linearer Verlauf von
S(z) zwischen 2’ und 2", ist charakteristisch
fiir Gleichgewicht. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

Z

(a) S(z) ist linear zwischen 2’ und 2”.
(b) 2 und 2” sind im vollstéandigen Gleichgewicht: S(2' + ") = S(2') + S(=").
(c) VS(Z') =VS(2"), d.h. fir z = (U,V,N) folgt aus (2.8) und (2.9)

T — " ’ p/ _ p// : ,u/ _ M” ‘ (2.12)
Beweis. Beachte, dass (b) dquivalent ist zu

Z,‘I‘Z” _l , 1 "
5 )= 2S(z)+ 25(2 ). (2.13)

S(
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Ferner bedeutet die Konkavitdt von S(z): In jedem Punkt z gibt es eine Tangentialebene
zu Graphen von S(z), und sie liegt iiber diesem. Die Tangentialebene ist eindeutig, da S
differenzierbar ist.

(a) = (b):

Folgt direkt daraus, dass (b) in der Form (2.13) ein Spezialfall von (a) ist.

(b) = (c):

Wir argumentieren geometrisch. Aus der Konkavitit von S(z) und (2.13) folgt, dass die
Richtung der Tangentialebenen bei (2’ 4 z”)/2 und der bei 2’ bzw. 2” zusammenfallen.

(c) = (a):

Ebenfalls geometrisch folgt, dass die Tangentialebenen zusammenfallen. O

Wir merken uns, dass vollstandiges Gleichgewicht zwischen 2’ und z” dquivalent dazu ist,
dass T, p und g gleich sind und dass S(z) zwischen den beiden Zustédnden linear ist.

Wir zeigen nun, dass zwei beliebige der Bedingungen (2.12) geniigen , damit auch die
dritte gilt.
Aus (2.10) folgt ndmlich, dass

7dS + SdT = dU + Vdp + pdV — Ndp — pdN
und Subtraktion von T'dS = dU + pdV — udN liefert die Gibbs-Duhem Relation
SdT —Vdp+ Ndpu=0. (2.14)

Demnach sind nur 2 der 3 Grossen (7', p, 1) unabhéngig.

2.5 Unvollstindige Gleichgewichte

Neben den gehemmten Gleichgewichten betrachten wir noch folgende Kopplungen zwi-
schen Teilsystemen. Dabei nehmen wir immer an, dass das Gesamtsystem gegen Aussen
isoliert ist.

i) Diathermische feste Wand (Wéarmeaustausch moglich, Volumen-und Materieaustausch
unterbunden). Der Zustand des in V und N gehemmten Gesamtsystems sei
2= (U +U",(V',V"),(N',N")). Aus dem Maximalprinzip fiir die Entropie folgt, dass

S(z) = max S(U' + AU, V',N") + S(U" — AU, V" N")

Es folgt, dass die Temperaturen der Systeme nach der Einstellung des Gleichgewichts
gleich sind. Um dies zu sehen, sei AU* das AU, welches die Entropie maximiert. Damit

1st
oS ‘ _0
O(AU) ) lav=av+
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=0
AU=AU*

0
+

S+ AU VLN av=av+  O(AU)

S(U" — AU, V", N")

a(AD)

) -
3 - — (U, V’, N’)
U=u'+AU* U

=0

0 ~
& —=S(U,V',N"
oU U=U"—AU*

& TU + AU V' N') = T({U" — AU*, V", N").

ii) Bewegliche, adiabatische Wand (Volumenaustausch moglich, Warme- und Materieaus-
tausch unterbunden).

Wir benutzen, dass 6Q’, Q" =0
= dU’' +p/dV' = 0 und dU" + p"dV" = 0.
Wir addieren und erhalten
AU’ + dU" + p'dV’ + p"dV" =0
Die Randbedingungen bedeuten

dV'+dV" =0
und
dU" +dU" =0,
woraus folgt, dass
p/ — p//'
iii) Fiir eine bewegliche diathermische Wand gilt
T =T".
und
p=p"

Dies lésst sich folgendermassen sehen: Zuerst lassen wir das System sein Gleichgewicht
erreichen. Die Wand bewegt sich nicht mehr im Gleichgewicht und wir konnen sie uns
fixiert denken, womit aus dem Vorhergehenden 7" = T” folgt. Analog fliesst im Gleichge-
wicht keine Warme mehr und es folgt p’ = p”.

Mit der Gibbs-Duhem Relation (2.14) folgt dann auch

ILL/ — M”,
Bemerkung. Wir haben nur die physikalisch realisierbaren Hemmungen betrachtet. Es
ist zum Beispiel nicht moglich eine Wand zu konstruieren, welche Teilchenaustausch er-

laubt, aber den Austausch von Energie unterbindet. Welche Hemmungen realisierbar sind,
wird durch die unterliegende Theorie bestimmt.
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2.6 Stabilitdtsbedingungen

Bemerkung. In diesem Kapitel behandeln wir Stabilitdtsbedingungen welche aus der
Konkavitédt der Entropie und damit aus dem 2. Hauptsatz folgen. Sie sind nicht zu ver-
wechseln mit dem Begriff der Stabilitdtsbedingungen aus der klassischen Mechanik, wo
man kleine Storungen des Systems betrachtet.

Bemerkung. Konkavitat von S = S(U,V, N) gilt, wenn sie es fiir N = 1 tut. Dies lasst
sich folgendermassen sehen: Nehme an, dass S = S(U,V, N) konkav ist fir N = 1. Es

selen nun

— (U,, V,, N/)

und
1! — (U// V// N//)

zwei beliebige Zustiande. Wir definieren
B/ — O/N//N’B// — O//N///N

wobei N = o' N' + o’ N" ist.
Falls o/ + o” = 1 gilt, dann ist auch 8’ + 8” = 1. Damit folgt

/l

S +a"") = (NB —i—Nﬁ”—)

N//
" 2"
= NS(8' 5 45 ~)
> N§'S(+) + Nﬁ”S(N,,)
= ﬁﬂlS(Z) N//ﬁ//S( //)

=a/'S(2") 4+ a"S(2").

Die Ungleichung folgt aus der Konkavitét fiir N = 1.

Im Folgenden beschrénken wir uns deshalb auf die Betrachtung von S(U, V). Konkavitét
der Entropie ist also gleichbedeutend damit, dass die Hesse-Matrix

s oS
S = ( o oY ) <0 (2.15)
ovouUu ov?2

in jedem Punkt (U, V, N = 1) negativ semidefinit ist.
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Bemerkung. Die Annahme, dass S differenzierbar ist, ldsst sich nicht physikalisch be-
griinden. Vielmehr kann man es so sehen, dass eine Theorie im Allgemeinen einen be-
schrankten Giiltigskeitsbereich hat, in dem sich die relevanten Funktionen “verniinftig”
verhalten.

Wir betrachten nun die spezifische Wirme fiir festes Volumen V/

(), (2),

_(dQ\ _ (0U+pdV
= \or),”\"oar ),

= (g—g)p +p (%)p. (2.17)

und festen Druck p

Aus (2.15) folgt, dass®

Mit

(), = (5), (),
oz ), \ou ), ar ),

erhalten wir die Bedingung;:
cy >0 (2.18)

Bemerkung: Es gilt sogar cy > 0.
Weiter ldsst sich die Hesse-Matrix durch die Jacobi-Matrix ausdriicken und es folgt mit
der Kettenregel

9 (3. %) 9 (7. %) (T, V)
20 T'T) _ T T) )
det 0°S = det 78(U, ) det 78(T, ) det V)

O <L i I
T T\ov), \ou), =

Dabei haben wir benutzt, dass wegen 9°S < 0 die Determinante positiv ist (die Eigenwerte
sind beide negativ und die Determinante ist das Produkt der Eigenwerte). Damit folgt

1
0<kp:= v (88—‘;) , (isotherme Kompressibilitét). (2.19)
T

®Dies folgt daraus, dass fiir eine negativ semidefinite Matrix A der Erwartungswert v Av < 0 fiir
jeden Vektor v negativ sein muss. Wihle nun v = (1, 0).
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Auch fiir die spezifische Warme bei konstantem Druck ¢, ldsst sich die natiirliche Eigen-
schaft ¢, > 0 herleiten. Wir verwenden, dass fiir Variablen z, y und z, welche durch eine
Funktion f(z,y, z) verkniipft sind, und eine Funktion w(y, z) von zwei der drei Variablen

Ox Ox Jxr | Ow
—| == —| = 2.2
gilt. Weiter gilt die Relation
or| Oy| 0Oz
1= 2 = 2.21
0y 2 0z lz Ox y’ ( )

welche wir spéter benutzen werden.
Wir setzen nun z — U, y — T, z — p, w — V. Dann folgt unter Verwendung von (2.17)

o= (57) <2 (5r).
() ) ),

Nun benutzen wir die Maxwell-Relation (1.14)
ou d (p P 1 dp dp
Y =2 L (B 2 (2 S ()
<6V)T oT (T)v ( 7" T@T)V P <aT y

Es folgt dann, dass
dp ov
= T|— — ] .
Cp v * <6T>V <0T>p

Wir benutzen jetzt (2.21), wobei wir x — p, y — T, 2 — V setzen, womit folgt
a\ _ (&),
ar ), '

(ov/ 8T)12)
(OV/0p)r
(OV/OT)?

=-T——"T>9 2.22
—VK,T - ( )

V[
3=

/N
¥
N———

Somit erhalten wir

Cp —Cy = —

Das heisst, wenn wir den Druck fixieren, ist mehr Wéarme nétig, um das System zu erhit-
zen.
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I Ein anschauliches Beispiel ist,

| / dass es mehr Energie braucht,
I ¢ Wasser in einem Topf mit ei-
nem beweglichen Kolben, wel-

R \./\./\./ cher den Druck konstant halt,
[ ]

., . . zu erwirmen, als in einem wo

. IQ * 4 der Kolben fixiert ist. Dies liegt

o L7 daran, dass es im ersten Fall

zusétzlich Energie braucht, um
den Kolben nach oben zu stossen.

2.7 Reine und gemischte Phasen

In diesem Kapitel wollen wir verschiedene Phasen eines Systems verstehen. Wie bei allen
Betrachtungen in der Thermodynamik beschreiben wir das System auf makroskopischer
Ebene. Wir benutzen dass S(U, V') konkav ist. Die Ableitungen sind gegeben durch (2.8)

95y _ 1 95y _»p
ou), T’ o), T

Kann man T, p statt U, V als Koordinaten zur Beschreibung der Gleichgewichtszusténde
verwenden?

beehnitbroioe Im Allgemeinen geht das nicht.

S linear Dies lédsst sich folgendermassen

sehen: Da die Entropiefliche kon-

\ kav ist, bestimmt jeder Wert von
T, p genau eine Tangentialebe-

ne.® Da S(U, V) aber nicht strikt

N konkav ist, konnen auch lineare

Abschnitte auftreten (typisch fiir
gemischte Phasen). Auf diesen ist

strikt konkav

Steigung 1/T

U,V nicht eindeutig bestimmbar
aus p und 7T

Aus T lésst sich U also nur eindeutig bestimmen, falls S strikt konkav ist (typisch fiir
reine Phasen).
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Im Allgemeinen treten bei Systemen mit zwei Parametern (hier U und V') folgende Félle

auf.

Beriihrung in einem Punkt: z = (U, V) ist durch (T, p)
eindeutig bestimmt.

Beriihrung in einer Strecke: Jeder Zustand z zu diesem
(T, p) ist eindeutig darstellbar als “Mischung”

z=dZ+d", o,d">0, o+ =1 (2.23)

Beriihrung in einem Dreieck: Jeder Zustand zu diesem
(T, p) ist eindeutig darstellbar als “Mischung”

Vi " _n n_m / " " / " "
z=az+ad 2z +a2, od,a,a" >0, a+a +a" =1

Die Extremalpunkte der konvexen Beriihrungsfigur (z/, 2",z in den Bsp.) heissen reine

Phasen.

Rein geometrisch sind auch andere Fille denkbar, z.B.
Beriihrung in einem n-Eck (n > 3). Jeder Zustand z ist eine
Mischung von 3 reinen Phasen, die Eindeutigkeit seiner Zerle-
gung geht aber verloren, da er zu mehreren Dreiecken gehort.

Erfahrungsgemiéss treten aber nur die Fille Punkt, Strecke, Dreieck auf — fiir Syste-
me mit zwei Zustandsvariablen (U, V). Allgemein gilt die Gibbs’sche Phasenregel: Die
Beriihrungsflichen sind Simplices.”

Die Gibbs’sche Phasenregel besagt ferner, dass die Simplizes in Scharen vorkommen: Fiir
ein System mit 2 Koordinaten (U, V) ist

f=3—-n (2.24)

"Simplices sind n-dimensionale Polytope mit n + 1 Ecken. Dies ist die kleinste Anzahl Ecken die ein

Polytop definieren.
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n = Zahl der koexistierenden reinen Phasen n = 1,2, 3
f = Zahl der “Freiheitsgrade”, d.h. der bei festem n frei verdnderlichen intensiven Grossen

(T,p): f=2,1,0.

Bemerkung: Die Gibbs’sche Phasenregel ldsst sich nicht beweisen. Wahrend sie fiir die
meisten Systeme gilt, gibt es Spezialfille, in denen die Regel verletzt ist.

%4 Gas P ;
K Fliissig
Fest K
Fliissig T Gas
U T

Typische Entropiefliche (Ansicht von oben) und das dazugehorige Phasendiagramm

Die Entropiefliche enthélt ein Dreieck; dieses entspricht den 3-Phasen-Gleichgewichten
und wird im p, T-Diagram im Tripelpunkt T abgebildet. An das Dreieck schliessen sich Re-
gelflichen (1-parametrige Scharen von geraden Strecken, d.h. von 2-Phasen-Gleichgewichten).
Da jede Strecke auf einen Punkt im p, T-Diagramm abgebildet wird, entsprechen den
Regelfiichen die Ubergangskurven im Phasendiagramm, die vom Tripelpunkt ausgehen:
Schmelzkurve, Sublimationskurve, Dampfdruckkurve. Die Dampfdruckkurve endet in ei-
nem kritischen Punkt K: dort lduft die Regelfliche aus. Die weissen Gebiete im (V,U)-
und im (p, T)-Diagramm entsprechen reinen Phasen: Die Entropie ist dort strikt konkav
und der Zusammenhang (U, V') <> (T, p) bijektiv. Die Bezeichnungen “Fliissig”, “Gas” ha-
ben aber nur lings den Ubergangskurven einen strikten Sinn: iiber den kritischen Punkt
herum kann man den Ubergang Fliissig-Gas iiber reine Phasen machen. Hier ist die Tem-
peratur so gross, dass man nicht mehr zwischen fliissig und gasférmig unterscheiden kann.
Die Molekiile sind zwar nahe zusammen, aber ihre Energie ist so gross, dass sie nicht mehr
aneinander binden.

Die Phaseniibergénge bei T und lings den Ubergangskurven heissen erster Ordnung. Bei
K, wo sich die beteiligten Phasen angleichen, liegt ein Phaseniibergang zweiter Ordnung
VOr.

Bemerkung: Wir werden die Ordnung von Phaseniibergangéingen erst spéter genau
definieren. Grundsétzlich werden Phaseniibergéinge nach der Ehrenfest-Klassifikation in
unterschiedliche Ordnungen eingeteilt. Das System wird durch ein Thermodynamisches
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Potential G (Gibbs-Energie, siehe (2.40)) beschrieben. Bei einem Phaseniibergang n-ter
Ordnung ist G als Funktion zum Beispiel der Temperatur (oder des Drucks) betrachtet
in seinen ersten (n — 1) Ableitungen stetig, erst die n-te Ableitung ist unstetig.

Die Ehrenfest Klassifikation lédsst sich nicht fiir Phaseniibergéinge verwenden, bei denen
eine Ableitung von G divergiert. Zum Beispiel bei ferromagnetischen Ubergéngen diver-
giert die spezifische Warme. Fiir solche Félle gibt es eine moderne Definition. Ein erster
Ordnung Phaseniibergang involviert hier latente Warme, d.h. es wird Energie von System
aufgenommen oder abgegeben ohne Temperaturianderung. Ein Beispiel ist kochendes Was-
ser. Alle anderen Phaseniibergénge sind zweiter Ordnung.

2.8 Weitere thermodynamische Potentiale

Wir haben die Entropie S = S(U, V, N) als erstes Beispiel fiir ein thermodynamisches Po-
tential kennengelernt. Mit (2.8) und (2.9) erhalten wir aus den Ableitungen der Entropie
physikalisch interessante Grossen wie die Temperatur 7" oder den Druck p als Funktion
von U, V und N. Die Einfiithrung weiterer thermodynamischer Potentiale ermdglicht es
uns, diese Grossen durch andere Abhéngigkeiten auszudriicken.

Statt S(U,V,N) kann man zum Beispiel U(S,V, N) als das grundlegende Potential be-
trachten. Da S strikt monoton wachsend ist in U (dies folgt aus (2.8)), ist der Zusam-
menhang S <+ U bei festen V', N bijektiv.

Fur U(S,V, N) gilt die Homogenitétsrelation (2.10)

U=TS—-pV +uN, (2.25)

U ist homogen vom Grad 1 in S, V', N. Da S(U,V, N) konkav ist, folgt geometrisch, dass
U(S,V, N) konvex ist. Die natiirlichen Variablen von U sind S, V und N fiir diese kénnen
wir Eigenschaften wie das Extremalprinzip herleiten. Insbesondere gilt

dU =TdS — pdV + udN |, (2.26)

und damit erhalten wir aus U = U(S, V, N)

oU oU oU
(%)W‘T’ (W)S,N“p’ (a—N)S,V‘“' (2.27)

In anderen Worten: U (S, V, N) liefert uns Ausdriicke der Form T'(S, V, N), p(S,V, N) und
w(S,V, N) und bestimmt, so wie S(U,V, N), die ganze Thermodynamik des Systems.

Experimentell ist das System oft nicht abgeschlossen (d.h. U, V| N fest), sondern einer
festen Temperatur 7 und/oder einem festen Druck p ausgesetzt. Dann sind wir zum
Beispiel an der Entropie S(7, V, N) als Funktion von T, V', N interessiert. Diese Funktion
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kénnen wir als Inverse von T'(S,V, N) aus (2.27) erhalten. Unser Ziel ist also die Inverse

Funktion der Ableitung
ou (2.28)
S )y n

zu bestimmen. Im Allgemeinen ist diese Aufgabe nicht trivial (wenn iiberhaupt moglich).
Die Legendre-Transformation erlaubt es uns jedoch die Umkehrfunktion einer Ableitung
selber wieder als Ableitung zu schreiben. Im Gegensatz zum Invertieren ist das Ablei-
ten einer Funktion im Allgemeinen einfach. Die Definition der Lengendre-Transformation
sowie eine Herleitung ihrer wichtigsten Eigenschaften befindet sich im Anhang A. Unter
Verwendung von Gleichung (A.5) gilt

0U -1 a x(S—=T)
<%)V,N— 8_TU (T,V,N).

Die (Helmholtz) freie Energie

Die obigen Betrachtungen zeigen, dass wir durch Legendre-Transformationen weitere
niitzliche thermodynamische Potentiale erzeugen kénnen. Ein erstes Beispiel ist die freie
Energie

F(T,V,N)=-U""""(T,V,N) . (2.29)

F(T,V,N) ist ein thermodynamisches Potential und wird als Helmholz freie Energie be-
zeichnet. Es gilt also

F(T,V,N) = i%f(U(S, V,N)—-T5) (2.30)
= U(S,V,N)-TS
= —pV +uN,
wobei S als eine Losung von
ou
— N)=T
(8. V.N)

gewdhlt ist. Wir haben die Homogenitétsrelation (2.25) verwendet. Damit folgt, dass
F(T,V,N) homogen vom Grad 1 ist in (V, N).

Bemerkung: Die Zuordnung (S,V,N) — (T,V,N) U
ist nicht umkehrbar, falls die Energiefliche ein Ebe-
nenstiick enthélt. Zum Beispiel beim Verdampfen eines
Gases bleibt die Temperatur konstant aber die Entropie

nimmt zu. Trotzdem wird die ganze Thermodynamik =7
eines Systems durch F beschrieben, weil die Legendre- _ - Steigung T
transformation umkehrbar ist. FeU—_TSL-" -

S
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Unter Verwendung von (2.26) gilt dann

dF = dU —TdS — SdT
TdS — pdV + pdN — TdS — SdT
= —pdV + pdN — SdT (2.31)

oOF oOF oF
(a—T)va“S’ (W)T,N“p’ (a—N)T,V‘“' (2.52)

Damit haben wir unser Ziel erreicht und Funktionen S(7,V, N), p(T,V, N) und u(7T,V, N)
hergeleitet.

Es folgen die Maxwell-Relationen®:

oS ([ Op op (O oS [ Ou
@)= ). @), @), @), =G,
(2.33)
F(T,V,N) ist konkav in 7" > 0 und konvex in (V, N) (vgl. Satz auf S. 125).

Aus der Kovexitét in (V, N) folgt
1 / ! 1 1 1 1 ! 1 " 1 ! 1 1"
§F(T,V,N)+§F(T,V SN > F(T,§V +§V ,§N +§N )-

Zusammen mit der Homogenitéit von F'(7,V, N) in (V, N) folgt damit das Eztremalprinzip
fiir die freie Energie

T T

—_—

gehemmtes Gleichgewicht Gleichgewicht

F(T,V',N')+ F(T,V",N") > F(T,V'+ V"N + N") . (2.34)

“Bei festem Gesamtvolumen und fester Temperatur ist die freie Energie im
Gleichgewicht minimal”

8 Allgemein erlauben es die maxwellschen Beziehungen, Anderungen von Zustandsgrossen durch die
Anderungen anderer Zustandsgrossen auszudriicken.
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Das Prinzip folgt auch graphisch aus dem
Extremalprinzip fiir die Entropie.

Rechts sehen wir eine Ebene der Entro-
pieflaiche S(U, V) fiir festes V = V' +V".
(Verschiedene Ebenen entsprechen ver-
schiedenen Werten fiir V'.) Vor Einstellung
des Gleichgewichts ist die Entropie gleich
S(U', V') +S8"(U",V"). Beachte, dass die

Punkte S"(U’, V') und S”(U”, V") in ande-
ren Ebenen liegen, die jeweils den Schnit-
ten der Entropiefliche fir V/ und V" ent- F—U_TS
sprechen.

Da die Entropie im Gleichgewicht maximal ist fiir festes U und V liegt der Punkt

(S"+ 8", U"+ U") unterhalb von (S,U). Nun ist aber nicht mehr die innere Energie U
fixiert sondern die Temperatur T". Nach Einstellung des Gleichgewichts liegt die Entropie
deshalb an der Tangente mit Steigung (%)V = % Aus der Definition der Legendre-
Transformation F' = U — T'S folgt, dass die freie Energie vor bzw. nach Erreichen des
Gleichgewichts den Achsenabschnitten der Geraden mit der Steigung 7 durch S’ + S”
bzw. S entspricht.

Wir koénnen uns den Vorgang vorstellen als eine Zustanddnderung, bei der das System
isoliert bleibt (die innere Energie bleibt konstant), gefolgt von einer, bei der das System
in Kontakt zu einem thermischen Reservoir mit der Temperatur 7" gebracht wird. Es wére
also moglich, dass S < S" + §” gilt.

Stabilitdtsbedingungen fiir F' (vgl. (2.18, 2.19)):

Aus der Konkavitat in 7" folgt mit AS = %

os (PEN  _ (95 __1(Q) _ &
—\or?),y \oT),y T\OT), T

=0<cy. (2.35)
Die Konvexitat in V' bedeutet

(82F) (8])) 1
0< s - | = -
8‘/ TN 8V T VFLT

= 0< k. (2.36)

Weitere Potentiale konnen durch Legendre-Transformation beziiglich anderer Variablen
erhalten werden.
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Die Enthalpie

H(S,p,N) = —U"""7"(S,p,N) (2.37)
= ir‘}f(U(S, V,N)+pV) (2.38)
= U(S,V,N)+pV
= TS+ uN,
wo V' eine Losung von -
8—‘/(57 V,N)=-p

ist: —H (S, p, N) ist die Legendretransformierte von U bzgl. V' in der Variablen —p.
dH = dU +pdV +Vdp
= TdS + Vdp+ pdN . (2.39)

Daraus folgen wie friither die partiellen Ableitungen und die Maxwell-Relationen fiir H.
Die Enthalpie ist konkav in p und konvex in (S, V) (siehe entsprechender Satz im Anhang
A).

Die Gibbs’sche freie Energie

G(ij’ N) _ _U*(V%*ZLS*)T) (ij’ N)
= nf(U(S,V,N) =TS+ pV)

= f(F(T,V,N) +pV)
— inf(H(S,p, N) - T)
— u(T,p)-N. (2.40)
dG = dU — d(TS) +d(pV)
— —SdT + Vdp + pdN . (2.41)

Die Gibbs’sche freie Energie ist konkav in 7', p und linear in N. Dass p = u(p,T) eine
Funktion von p und T ist, folgt aus der Gibb-Duhem Relation (2.14).

Das Grosskanonische Potential

UTV.p) = UV )
= gn]\ff(U(S, V,N)—-TS — uN) (2.42)
= i%f(F(T,V,N)—,uN)
= —p(T, :U) -V,
dQ = —-SdT —pdV — Ndu . (2.43)
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2 ist konkav in (7, 1) und linear in V.

Anwendung: Die Gleichung von Clausius-Clapeyron

Die Freie-Energie-Flidche am Phaseniibergang zur Entropie-Flidche aus Abbildung 2 (An-
sicht von oben):

V
T Gas
K Entlang der Phaseniibergange ist 7" und p
konstant. Wir wollen nun einen Zusammen-
Fliissig hang zwischen diesen Grossen herleiten.

Fest

T

Aus (2.33) erhalten wir die Gleichung von Clausius-Clapeyron
op op S Sy — 51 Lyo
9 _(p\ _ _ _ , (2.44)
oT T )y o J)on Ve—Vi T(Va—W)

Dabei kann fiir V' ein beliebiger Wert im Phaseniibergang eingesetzt werden. Da g—? un-
abhéngig von V' ist, muss auch (%) r y unabhingig von V' sein. Also ist S linear in V/
und damit folgt die vorletzte Gleichurig, wobei V; und S; fiir ¢ = 1,2 das Volumen und
die Entropie der reinen Phasen am Ubergang bezeichnen. In der letzten Gleichung ist Lo

die Ubergangswirme von Phase 1 zu Phase 2 (Schmelzwirme, Verdampfungswirme).

Folgendes sind zwei Anwendungen dieser Gleichung.

(a) Bestimmung von L15(T") aus den leichter messbaren Grossen p(7') und AV = Vo—V;.

(b) Gleichgewicht Eis-Wasser: Es ist Lo > 0, aber

Vo — Vi <0, also p
Wasser = 2
Op/oT < 0.
Bei isothermer Druckzunahme kann Eis schmelzen Ris = 1
(Bsp: Fliessen der Gletscher). A
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2.9 Das van der Waals’sche Gas

Bisher haben wir Gase mit der idealen Gasgleichung (1.15) beschrieben. Dies ist eine gute
Néherung, falls die Dichte des Gases sehr klein ist. In der Ndhe von Phaseniibergéngen ist
dies jedoch nicht mehr der Fall: hier kann man die kurz- und langreichweitigen Wechsel-
wirkungen zwischen den Molekiilen nicht mehr vernachléassigen. In diesem Kapitel werden
wir deshalb in einem ersten Schritt die ideale Gasgleichung modifizieren und sie im Fol-
genden auf Konsistenz mit den schon hergeleiteten Prinzipien der Thermodynamik priifen.

¢

Eine heuristische Herleitung der van der Waals’schen Gasglei-
chung beruht auf einer Annahme iiber die Paarwechselwirkungen
zwischen den Molekiilen. Als mikroskopische Betrachtung féllt
sie somit ausserhalb der Thermodynamik. Ihr Potential ¢(r) sei
qualitativ wie in der Figur dargestellt: (i) Abstossung bei kleinen
Abstanden r und (ii) Anziehung bei etwas grosseren. T

Ausgehend von der idealen Gasgleichung p = RT'/V sind deshalb zwei Korrekturen anzu-
bringen. (i) Das Volumen, das einem Molekiil effektiv zur Verfiigung steht, ist geringer,
V ~ V —b; (ii) Der Druck (Kraft pro Flacheneinheit der Wand) ist geringer: Teilchen in
der Nédhe der Wand werden gegen innen gezogen, denn im Unterschied zum Gasinnern ist
die Anziehung durch die Nachbarn nicht isotrop. Der Effekt ist proportional zur Anzahl
Teilchen in der Néhe der Wand, sowie zu der der Teilchen, die ziehen; also zu (1/V)2.

Fiir ein Mol Gas lautet die thermische Zustandsgleichung damit

(p+%)(V—b):RT,

bzw.

RT a

(a,b > 0; R: ideale Gaskonstante).

Wir werden nun diese durch Detailbetrachtungen in der statistischen Mechanik motivierte
Gasgleichung auf Konsistenz mit den quantitativen Aussagen der Thermodynamik priifen.
Insbesondere kann man feststellen, dass die von der freien Energie F(T,V, N) verlangten
Stabilitdtsbedingungen durch die obige Gleichung fiir bestimmte Temperaturen verletzt
werden. Da diese jedoch universell gelten, zwingt uns diese Beobachtung die Gasgleichung
nochmals zu korrigieren. Wir betrachten dafiir die in Abbildung 3 dargestellten Isothermen
der Gasgleichung.
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Isothermen der van der Waals’schen Gasgleichung

Die ansteigenden Stiicke fir 7' < Tp, d.h. (Op/0V')r > 0, verletzen die Stabilitdtsbeding-
ung (2.36) und somit die Konvexitiat von F(7, V') als Funktion von V.
F

Dieser Mangel wird dadurch behoben, dass F'
(wie rechts dargestellt) durch seine konveze
Hiille ersetzt wird: fiir T' < Tj ergibt sich ein
2-Phasengleichgewicht: 1 = reine Fliissigkeit;
2 = reiner Dampf.

Mit p = —(0F/0V ) ist der Dampfdruck p* = p*(T") bestimmt durch

pr(Va—V)=—(F—F) = /2pdV (2.46)

(mit p aus (2.45)).
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Fiir die Isothermen entspricht dies einem
konstanten Druck p = p*(7T") zwischen Punk-
ten 1, 2 derart, dass die beiden schraffierten

Fléchen in obiger Figur gleich sind (Mazwell
Konstruktion).

1 2

| I
T T v

Der kritische Punkt (75, Vo, po) ist bestimmt durch die Gasgleichung (2.45) und

2
Py g, 9PN,
ov ), ov?) .

Mit
O\ _ BT | 2 Pp\ _ 2BT 6o
ov ),  (V—=b2 V3’ ovz), (V-b? V4
findet man 8 1
a a
pry T = — [ —
Vo=3b, R1Ty 57 Po= 572

Insbesondere hat

einen universellen (d.h. von den Parametern a,b des Gases unabhéngigen) Wert. Experi-
mentell trifft dies nur bis auf etwa einen Faktor 2 genau zu. Ausgedriickt durch 7" = T'/Ty,
V =V/Vh, p= p/po nimmt (2.45) eine parameterunabhéngige Form an:

(ﬁ+%) (3V —1)=8T.

Danach entsprechen sich Zusténde verschiedener Gase mit denselben (TV V. p) (Gesetz der
korrespondierenden Zusténde).
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3 Mehrstoffsysteme

Wir betrachten Systeme bestehend aus r Komponenten (= Stoffen), welche zunéchst
chemisch inert sein sollen. Die Zusténde des Systems sind

2= (UV,Ny,...N,)

U17‘/17N1

UT‘? ‘/7‘7 NT

und koénnen durch spontane Mischung im ab-
geschlossenen System erzeugt werden. Damit
gilt (siehe Gleichungen (2.1) und (2.2))

v

UV,N,,...

Ny

U=U+..+U., V=Vi+t.. +V..

Zur Bestimmung der Entropie von z benétigt man aber reversible Prozesse der Mi-
schung/Entmischung. Diese konnen mittels semipermeabler Winde” realisiert werden:

Rechts ist die Adiabatische Entmi-
schung von zwei Komponenten 1, 2 mit
semipermeablen Wénden illustriert.

Die dabei zugefiihrte Arbeit sei AU. Damit ist

S(U,V, Ny, Ny) = S1(Uy, V, Ny) + S2(Us, V, Na) |

wobei (Uy, V, Ny), (U, V, Ny) die Zusténde der bei-
den Komponenten nach der Entmischung sind. Sie
sind durch (U, V, N1, Ny) eindeutig bestimmt, und
zwar durch

U1+U2:U—|—AU, T1:T21

Das Diagramm illustriert, wie U; und U, aus U
und der zugefithrten Energie AU erhalten wer-
den konnen. Dies ist unter der Annahme, dass die
Abhéngigkeiten von U; und U von T' bekannt sind.

1 1+25 2 —

(3.1)

U U, + U,
U+t AUE--=---

| U\(T)

UQ____(_/';’/‘U2<T)

T, = T, T

9Die Idee ist, dass die semipermeable Wand des linken Systems (also die gestrichelte Linie rechts) nur
fiir Komponente 2 durchléssig ist, aber nicht fiir Komponente 1. Umgekehrt ist die andere semipermeable
Wand nur fiir Komponente 1 durchliissig. Beide semipermeablen Wénde sind iiberdies wirmeleitend (es
wiére in der Tat schwierig, semipermeable Winde, welche Teilchen durchlassen und gleichzeitig adiabatisch

sind, zu definieren).
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Das Vorgehen ist wie folgt:

gegeben die Kurven Uy (T) und Uy(T)), zeichne die Kurve Uy(T') + Uy(T') als Summe

zeichne auf Hohe U + AU eine horizontale Linie und schneide sie mit der Kurve
Uy(T) + Uy(T)

zeichne am Schnittpunkt eine vertikale Linie und schneide sie mit Uy (7") und Uy (7))

aus diesen Schnittpunkten konnen wiederum U; und U, bestimmt werden.

Uy und Us sind eindeutig bestimmt, da nach (2.18) ist ndmlich Uy 4 Us eine strikt monoton
wachsende Funktion von 7" (bei festen V, Ny, Ny) ist.

Ansonsten hat S = S(U,V, Ny,...N,) dieselben Eigenschaften wie friither, insbesondere
haben wir Homogenitéat, Konkavitét, Extremalprinzip und das Differential

_dU p - Hi
d5_7+TdV—;TdNi,

wobei p; fiir jedes ¢ definiert ist als

e ()
Z ON; U,V,N#i.

Uber die offensichtliche Verallgemeinerung der Gibbs-Duhem-Relation (2.14) kann man
zeigen, dass von den r + 2 intensiven Grossen (7', p, pi1, . .. p) nur 7+ 1 frei wiahlbar sind.
Anders ausgedriickt: Die Grossen pu;(T,p, Ny, ... N,) konnen nur von den Verhéltnissen
der N; abhéingen:

==

pi = pi(T,p,cry...cr) ¢ =

1=1

wobel wegen ) . ¢; = 1 nur r — 1 Konzentrationen ¢; frei wihlbar sind.

Nun hat der z-Raum die Dimension r 4 2, die Gibbs’sche Phasenregel lautet also
f=r+2—-n.

Aus S = S(U,V,Ny,...N,) entstehen wie frither die thermodynamischen Potentiale

U(S,V,Ny,...N,), F(T,V,Ny,...N,), H(S,p, N1, ...N,), G(T,p, Ny, ... N,) mittels Legendre-
Transformation.
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T T

»P— & |@q'f—p —= p— G — D

gehemmtes Gleichgewicht Gleichgewicht

So ist z.B. G(T,p, N1,...N,) konkav in (7,p) und konvex in (Ni,...N,), woraus das
Extremalprinzip fir die Gibbs’sche freie Energie folgt:

G(T,p,Ny,...N))+G(T,p,Ny,...N") > G(T,p, Ny + N{,...,N. + N/)

“Bei fester Temperatur und Druck ist die Gibbs’sche freie Energie im Gleich-
gewicht minimal.”

Fiir r = 1 ist G linear in N, vgl. (2.40), das Extremalprinzip ist also trivial.

Analog zu Kapitel 2.5 ldsst sich eine Hemmung in Form einer semipermeablen Wand
betrachten, die nur die i-te Substanz durchlédsst. Dann ist G im Gleichgewicht minimal
bzgl. allen vertriaglichen gehemmten Gleichgewichten, d.h.

G(T,p,N|,...,N+ AN,,...,N)) + G(T,p,N!,...,N!' — AN, ..., N")

ist minimal bei AN; = 0 und es gilt ¢ = p”: Es sei AN} das AN; welches den obigen
Ausdruck minimiert. Dann ist (wir lassen die konstant bleibenden Argumente fiir die
Lesbarkeit weg)
oG
I(AN;)

G "
)‘ANZ:ANZ.* + (AN, (N}’ = ANi)‘ANi:AN;‘ =0

(N; + AN;

o & oG

8N(N)}N=N{+AN;‘ N a—N(N)‘N=N{’—AN§‘ =0

= u(T,p,Ny,..., N+ AN, ... .N))—u(T,p,Ny,...,N' — AN’,...,N/) =0

7

= ::‘;//
S =y (32)

3.1 Ideale Mischungen

Ideale Mischungen sind charakterisiert durch AU = 0 bei reversibler adiabatischer Ent-
mischung.!’ Dann ist die innere Energie U der Mischung gleich der Summe der inneren

10Vom mikroskopischen Standpunkt gesehen, trifft AU = 0 zu, falls die Molekiile verschiedener Kom-
ponenten nicht miteinander wechselwirken.
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Energien U; der reinen Komponenten
U=> U.
Weiter gilt fiir adiabatisch reversible Entmischung

S(U,V,N1,...N,) = Si(U;, V. Ny). (3.3)

Nach der Entmischung soll die Temperatur des Gesamtsystems 7 fiir alle Komponenten
gleich sein (da die semipermeablen Wande wiarmedurchlissig sind):

ist unabhéngig von ¢. Damit ist die Thermodynamik der Mischungen vollstdndig bestimmt
durch die der reinen Komponenten.

Im Allgemeinen gilt zwar nicht, dass die Temperatur vor und nach der Mischung gleich
ist, aber die adiabatische Entmischung ist tatséchlich isotherm: Mit (3.4) folgt néamlich

oS 05S; oU; ~ oU; ~
-1_ (92 _ i i\ -t i) -t
! ‘(w)w Z(@U) (aU) ! ;<8U) o

wobei 1" die Temperatur der Mischung ist. Daraus ergibt sich fiir die freie Energie

F(T,V,Ny,...N,) =U - TS
=> U-TY S

=Y " R(T.V,Ny). (3.5)

Die letzte Gleichung gilt, weil man zeigen kann, dass falls S eine Losung von 22(S, V, N) =T

B
ist, dann ist S; eine Losung von gg:(Si, V,N;) =T (siehe (1.13)).
Damit folgt fiir den Druck

OF OF\
v (), T (@), T

Die Summe der Partialdriicke ergibt also den Gesamtdruck der Mischung.
Daraus folgt weiter

G(T7p7N17 . Nr) =U — TS+pV
=Y Ui=TY Si+V> p
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wobel

oG, B 8_G (
Op; - dp

:V)

gilt.
Das chemische Potential der i-ten Komponente in der Mischung ist gleich

9G ,
=u; (T, p, N1,...,N,).
(aNi)TJ) :uz( y Py 1V1, 9 )

Mit p konstant ist G;(T, p;, N;) = Gi(T, p;(Ny, ..., N, T), N;) und wir kénnen schreiben

8G2) % 8pj
8NZ T p; S 8])]' 8NZ

M?(TapaNla"'aNr) = (

|4

G, ap;
B <8N-> V2 oN,
/) Tp; j 7

N—_——
ap -0
ON;

G\
- <8Ni)T’pi - /J’Z(Tvpl)7

wobei p; das chemische Potential des reinen Stoffes ¢ bezeichnet (nach der Entmischung).
Also ist das chemische Potential nach der Entmischung gleich wie davor.

:ug(Tapv NlavNT) :MZ(Tvpz) (37)

Das ist nicht erstaunlich, weil die Teilchen nicht interagieren.

3.1.1 Beispiel fiir ideale Mischung: ideale Gase

Gleichung (3.7) stellt einen Zusammenhang zwischen dem chemischen Potential der i-
ten Komponente in der Mischung beim Druck p und demjenigen als reine Substanz bei
dem entsprechenden Druck p;. Oft betrachten wir aber Situationen in denen der Druck
konstant bleibt: Vor der Mischung haben die Komponenten das Potential p;(7,p) und
nicht p;(T, p;). Im Allgemeinen lédsst sich dieser Ausdruck nicht direkt bestimmen. Fiir
das ideale Gas ist dies hingegen moglich. Hier ist fiir einen reinen Stoff

(%) _y 2 NET v Molzaht) .
o ) 1N p

o1



Damit gilt

P0G, ,
Gi(T,pi, N;) = Gi(T,p, N;) + 5 dp
p D T,N;

Pi N;RT

PR

Ni
= Gi(T,p, NZ) + NZRT 10g (N) s

wobei wir im letzten Schritt das ideale Gasgesetz verwendet haben.
Wir verwenden nun, dass die Gibbs’sche Freie Energie in der Mischung additiv ist

G(T7p7 va R NT) = Z GZ(T7p27 NZ)
N;
=Y Gi(T,p,N;) + N;RT log (ﬁ) (3.8)
Ableitung nach Nj liefert das chemische Potential in der Mischung

0G
/J"iq(Tvpava'”aNr): ( )
T,p

ON;

- (o), ()
————

wi(T,p)

Mit
pi _ Ni
p N (3

wobei ¢; die Konzentration des i-ten Stoffes bezeichnet, erhalten wir

Mi](T>pa N177N7”) :MZ(Tap)_I—RTlOgCZ (39)

Bei reversibler adiabatischer Entmischung hatten wir gesehen, dass die Entropie additiv
ist (siehe Gleichung (3.3)). Prozesse mit konstantem p und 7" miissen nicht adiabatisch
reversibel sein. Fiir das ideale Gas lisst sich aber trotzdem ein Ausdruck fiir die Entropie
der Mischung finden. Es gilt mit Gleichung (2.41)

oG N;
S(T,p,Ny,...N,) = — (8—T) => S(T.p,N;)=R> _ Nilog ~ (3.10)

p,N

Mischena"opie >0
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Die Entropiezunahme bei diesem Diffusionsprozess ist die Mischentropie.

Sl SQ

J Wand entfernen

S S; + S5+ Mischterm

Gibbs Paradoz: Fiir einen Beobachter A, der die beiden Teilchensorten 1 und 2 nicht unter-
scheiden kann, ist der Mischprozess reversibel. Fiir ihn gilt deshalb S = S; 4+ .55. Hingegen
ist der gleiche Prozess fiir einen Beobachter B, der die Teilchensorten unterscheiden kann,
irreversibel. Damit er der Mischung eine Entropie zuordnen kann, muss er den Prozess
durch einen reversiblen Prozess ersetzen, z.B. mittels semipermeablen Wéanden. Dabei
muss er Arbeit gegen den Druck verrichten, welche durch Wéarme aus dem Reservoir er-
setzt wird. Also ist fiir ihn Q) > 0 und damit dS > 0: S = S; + Sy+ Mischterm.

Wir haben also ein scheinbares Paradox, weil man verschiedene Werte fiir die Entropie
bekommt. Das Paradox 16st sich auf, wenn man konsistent in der Beschreibung ist. Das
heisst, man muss sich entscheiden, ob man die Analyse beziiglich eines Beobachters A
macht, der die Teilchen nicht unterscheiden kann, oder beziiglich eines anderen Beobach-
ters B, der das kann.

Obwohl dies in der Literatur oft so erklirt wird, trigt die Quantenmechanik nichts zur
Losung des Paradox bei. Sie schliesst aber (fiir identische Teilchen) fundamental aus, dass
es iiberhaupt einen Beobachter B geben kann. Und wenn es nur noch eine Betrachtungs-
weise gibt, kann natiirlich nichts mehr verwechselt werden.

3.2 Verdiinnte Mischungen

Stoff 1: Losungsmittel ¢; ~ 1 (z.B. Wasser)
Stoffe 2,...,r: geloste Stoffe.; ¢; < 1 (i =2,...7) (z.B. Salz)

Annahme: Man kann U,V bei festem T, p um eine reine Phase des reinen Losungsmittels
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herum in den kleinen Konzentrationen linearisieren:

N, N,
UT.p.Ni Ny) = NU(Top L7 5F)
1 1
N N .
* Ni(w(Tp)+ Y Fu(Tp) = 3 Naw(T.p)
i=2 i=1

V(T,p,Ni,...N;) = ) Nay(T,p) . (3.11)
i=1

Wobei wir im ersten Schritt die Homogenitéat von U verwendet und im zweiten Schritt
linearisiert haben. Die Funktionen w;(7, p) und v;(T, p) sind nicht weiter spezifiziert, wich-
tig ist nur, dass sie existieren. Sie lassen sich in der obigen linearen Form als spezifische
Energie U; = N;u; beziehungsweise als spezifisches Volumen V; = N;v; interpretieren (bei
einer Entwicklung fiir héhere Ordnungen wire dies nicht moglich).

Die Entropie dS = dU + pdV ist ein exaktes Differential fiir beliebige Ny, ..., N,

T

1
ds =Y Nz (du; + pdvy).

1=1

(2 T (2 UZ

exakte Differnetiale sein. Also existieren Funktionen s;(T, p) so, dass

S(T,I% Nla .. Nr) = ZNZSZ(Tap) + C(Nla s NT’) ) (312)

i=1

mit einer Konstanten C'(Ny, ... N,) und s; kann als spezifische Entropie interpretiert wer-
den. Um die Konstante C(Ny, ... N,) zu bestimmen, miissen wir eine zusétzliche Annah-
me treffen: Fir T — oo, p — 0 sollte (3.12) mit dem Ausdruck (3.10) fiir ideale Gase
iibereinstimmen. Damit erhalten wir

T

N;
C(Ny,...N,) = —=R» Nilog— .

, N
=1
und es gilt
r r NZ

fiir eine geeignete Referenzwahl der s;.
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Die Gibbs’sche freie Energie ist gleich
G(Tvval, .o Nr) =U — TS+pV

= Z Nzuz =T Nisi +p Nivi —TC(Nl, ey Nr)

=

= Nigt; + RTN;log N

mit
wi(T,p) = u; — T's; + pu;.

Also koénnen wir mit Gleichung mit (3.8) schreiben

N;
G(T,p,Ny,... N, ZG T,p, N, +NRTlog(N) (3.14)
—ZN,uZTp +RTZNlogN (3.15)

=1 N

Fiir die chemischen Potentiale findet man mit pf = gﬁ wieder (3.9), d.h. !

w(T,p,cry...cr) = wi(T,p) + RT logc; . (3.16)
Firep=1->_,¢ gilt

log(cy) Z Ci,

wobei wir verwendet haben, dass
log(1+¢€) ~
fiir |¢] < 1 gilt. Damit folgt fiir die erste Komponente (das Losungsmittel)

wl(Typ,er,y...c.) = (T, p) RTZCZ : (3.17)

11

0 = N; - N; d N;
TM(;NﬂOgW])ZZUOgWJ&ﬂr 5N s )

N, < 1 1
:logW—Fj:EleE&ij_NjN'l
1oe i
gN'

)



3.3 Anwendungen

3.3.1 Osmotischer Druck

Wir betrachten eine feste semipermeable Wand:
lasst nur Austausch von Energie und Substanz 1
zu. Die Gleichgewichtsbedingungen lauten:

T7p T17p1 T = T1 > ,Uf[l](T,p, C1, .- .CT) = ,U/I(Tapl)-

14+42+...+7r" 1

Die letztere Bedingung folgt aus dem Extremalprinzip fiir G (siehe Gleichung (3.2)).
Fiir eine verdiinnte Losung gilt Gleichung (3.17), also folgt zusammen mit der Gleichge-
wichtsbedingung

(T, p) — (T, ;) = RTZCi .
i=2

Linearisieren von pu(7,p) in p liefert

(—aul) -(p —pl) = RT E Ci,
Op )1 i=2
~—

v1

sodass .
RT Zi:2 C;

U1

pP—pP1=

folgt: Der osmotische Druck p—p; entspricht dem Druck, den die gelosten Stoffe als ideales
Gas ausiiben wiirden.

3.3.2 Lo6sung eines idealen Gases

Wir betrachten ein ideales Gas, welches als reine Phase und gelost in einer schwerfliichtigen
Fluiissigkeit vorkommt.

Die Gleichgewichtsbedingung lautet
2 ideales Gas fis(T,p) = p5(T,p), wobei [is(T,p) das
149 Flissigkeit (schwerfliichtig) chemische Potent'lal in d§r reinen G@sphase
und 15(T, p) das in der Mischung bezeichnet.
Zusammen mit (3.16) folgt

fa(T,p) = pa(T,p) + RT log e,
(Gas) (Losung)
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Die Ableitungen nach p sind:'?

on RT
<£) =Uy = — (Molvolumen des idealen Gases)
o ) p

19, ..
(#) =wvy : Anderung des Losungsvolumens
P bei Losung eines Mols des Gases (siehe (3.11))

0

Unter der Annahme vy < 75 (experimentiell iiberpriifbar), approximieren wir 0 — vy & g
und erhalten

0
= Uy — V9 = RT— lOgCQ.
P

<8log02) 1 dlogp
dp )y p dp

d.h.
ca = konst -p  bei festem T’ (Henry).

3.3.3 Konzentrationsverhiltnisse in zwei nicht mischbaren Losungsmitteln

Wir betrachten zwei nicht mischbare Losungsmittel oder zwei Phasen des gleichen Losungsmittels.

i 1, 1: Losungsmittel
1,2,...,r11,2,...,r 2,...7: geloste Stoffe, frei beweglich

Die Gleichgewichtsbedingung (3.16) lautet hier

wi(T,p) + RTloge; = (T, p)+ RT logé; . (1=2,...7).

(Losung 1) (Losung 1)
Damit folgt -
G o , (Nernst).
Ci

Das Konzentrationsverhéltnis ist eine Funktion von 7', p alleine und insbesondere unab-
héngig von den anderen Konzentrationen.

o _ _ 9G; _
12 (T‘;)T =v; da G; = p; N; und (a—p)T =V.
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3.3.4 Phasengleichgewichte binirer Systeme

Wir betrachten ein Losungsmittel in Phasen 1 und 1 und einen Stoff 2, welcher nur in
Phase 1 losbar ist (z.B. Salz in Wasser in den Phasen fliissig und gasformig/fest).

1 1 A: reines Losungsmittel
B: Losungsmittel und geloste Substanz

Die Gleichgewichtsbedingungen lauten ji; (T, p) = pi(T, p), wobei fi1(T, p) das chemische
Potential der ersten Substanz in Phase 1 und pf(7T, p) das in der Losung 1+ 2 bezeichnen.
Mit (3.17) folgt

(T, p*) = m (T%, p*) A (3.18)
/7/1 (T, p) = U1 (T, p) - RTCQ B (319)

Wobei (T*,p*) die Temperatur und den Druck bezeichnet, wo der erste Stoff ohne das
Losungmittel im Gleichgewicht ist.

Koexistenz ~der Phasen (Punkt auf der
Uberganskurve):

(T*, p*): reines Losungsmittel

(T, p): binédres System.

251 ,/IU/l
I @) (Tp) 1

Bei Hinzufiigung kleiner Konzentrationen c¢; > 0 verringert sich u, aber nicht g = fi;.
Im Phasendiagramm findet damit eine Ausweitung (im p-7-Diagramm) der Phase 1 auf
Kosten der Phase 1 statt. Wir wollen nun verstehen, was bei kleinen Konzentrationen c,

passiert. Mit
o\ _ o\ _
ap ), or ), !

oy L (o)
ap . 15 an 1
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lauten die linearisierten Ausdriicke fiir das chemische Potential in der reinen Phase und
der Losung
(T + AT, p* + Ap) = pf(T*, p*) + 01Ap — s; AT

(T* + AT, p* + Ap) = @i (T*, p*) + 0:Ap — 5, AT,

wobei
Ap=p—p", AT =T -T~.

ist. Die Differenz dieser Gleichungen ergibt unter Verwendung von Gleichung (3.18)
f1 — p1 = (07 —v1)Ap — (51 — s1)AT.

Wir benutzen jetzt Gleichung (3.19) und erhalten
(01 —v1)Ap — (51 — $1)AT = —RT¢c, .

Insbesondere folgt fiir ca = 0 nochmals die Clausius-Clapeyron Gleichung (2.44). Die
Temperatur beziehungsweise der Druck, wo der Phaseniibergang stattfindet, dndern sich
folgendermassen.

e Dampfdruckerniedrigung (bei gleicher Temperatur). Mit AT = 0 ist

T
Ap = — fiTe, : (Raoult).

U1 — U1

e Siedepunktserhohung, Gefrierpunktserniedrigung. (Ap = 0).

AT — _RTCQ _ RT2CQ
S1 — 51 Lz

Li7: Ubergangswiirme 1 — 1 (> 0 fiir fliissig — Gas, < 0 fiir fliissig — fest).

Co > 0 Co = 0
Typischerweise ist p 3 ;

1: fliissige Phase

1: gasférmige oder feste Phase (z.B. fiir 2 = Salz)
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3.4 Chemische Gleichgewichte

Bisher haben wir haben wir nur chemisch inerte Komponenten behandelt, d.h. die Stoff-
zahlen waren konstant. Jetzt betrachten wir chemische Reaktionen, bei denen sich die
Stoffzahlen dndern konnen.

Unter r reinen Stoffen mit chemischen Symbolen Aj, ... A, sollen sich s Reaktionen ab-
spielen konnen. Symbolisch beschreiben wir diese Reaktionen durch Gleichungen der Form

dUfA=0,  (k=1,...5)
=1

mit den stéchiometrischen Koeffizienten v/ (ganze Zahlen).

Beispiel: Fiir 2Hy + Oy < 2H50 schreibt man
Hier ist s = 1, A1 = Hg, A2 = OQ, A3 = HQO und Vll = —2, I/él = —1, V31 = 2.

Mischung H 40 chem.
2 2

chem. inert Reaktion

H, O,

H>0

Durch chemische Umwandlungen konnen sich nun selbst im materiell abgeschlossenen
System die Molzahlen Ny, ... N, verdndern, und zwar so, dass

dN; =Y " vFdA* (3.20)
k=1

mit beliebigen d\!,...,d\* gilt. Hier ist d\* der Grad bis zu dem die k-te Reaktion
abgelaufen ist. Zusammen mit einem Anfangswert N7,...N? ist damit im Raum der
Molzahlen eine s-dimensionale Ebene

Ni =N+ vk (3.21)
k=1

definiert, auf der sich das chemische Gleichgewicht einstellt.'

Bei vorgegebenen (7, p) ist dieses bestimmt als Minimum der Gibbs’schen freien Energie
G(T,p,Ny,...N,), d.h. durch

0=dG = Z pIdN;
=1

13Jede Reaktion entspricht einer Geraden, welche zusammen eine Hyperebene aufspannen.
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fiir alle stochiometrisch zulédssigen diV;, also denjenigen die mit der Bedingung (3.20)
kompatibel sind. Dies fiihrt (mit dA\¥ = 1 und d\ = 0 fiir j # k) auf die s Gleichgewichts-
bedingungen:

S vkui=0,  (k=1,...s). (3.22)
i=1

Bemerkung: Das chemische Potential p; eines Stoffes ¢ héngt per Definition von der
inneren Energie und der Entropie ab

Nip; = Gy = lsn‘ﬁ Ui =TS, +pV;

= i = u; — 1's; + pu;.

Deshalb kénnen die chemischen Potentiale beliebig normiert werden
pi = pi +a; = bT

wobei
u; — u; + a; , S; — S; + b , (3.23)

fiir Konstanten a; und b; gilt. Die Gleichgewichtsbedingung (3.22) bringt nun die chemi-
schen Potential verschiedener Stoffe, die bisher jeweils separat normiert wurden, mitein-
ander in Verbindung. Deshalb konnen die Referenzwerte a; und b; nicht mehr beliebig
gewihlt werden. Obwohl sie a priori nicht bekannt sind, kénnen sie aus (3.22) bestimmt
werden, falls das Gleichgewicht fiir verschiedene Reaktionen bekannt ist. Die Bedingung
kann geschrieben werden als

ZVf(Nzg"‘ai—Tbi):O, (k=1,...9)

i=1
Die Summen Y ;_, vFa; und >°7_, vFb; lassen sich aus der experimentellen Beobachtung

der kten Reaktion bestimmen.

Wir betrachten nun als Beispiel eine einzige Reaktion » ), v;A; = 0 in einem Gemisch

von idealen Gasen. Die chemischen Potentiale der Komponenten im Gemisch sind gegeben
durch Gleichung (3.9)

w(T,p,c1y...cr) = (T, p) + RT log ¢,

wobei p; (T, p) die (passend normierten) chemischen Potentiale der reinen Komponenten
bezeichnet. Aus der Gleichgewichtsbedingung (3.22) >, v;uf = 0 folgt das Massenwir-
kungsgesetz

Hc?i = emmr Zimvini(T) = (T, p) . (3.24)
i=1
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Ny

(NY, N3, N3)

Dabei muss man die Potentiale p; (welche i.A. schwierig zu bestimmen sind, weil wir sie
korrekt normieren miissen) nicht kennen. Indem wir also bestimmen, wo auf der Gerade
der Wert von K den richtigen Wert annimmt, konnen wir die alle Konzentrationen be-

rechnen.

Wichtige Merkmale der Reaktion sind die damit verbundene Volumendnderung AV und
die Reaktionswirme AQ. Wir betrachten die Entfernung der Wand (oder Zugabe eines

N

Katalysators) bei festen Tund p:

T

P — NY| N

— P

AU = —pAV + AQ), d.h.

Kapitel 3.1) und deshalb ist

Die  Massenwirkungskonstante
héngt nur von T,p ab und bestimmt
den Gleichgewichtszustand /Ny, ...
der durch Gleichung (3.21) bestimmeten
stichiometrischen Geraden N; = NP + Au;.

< stochiometrische Gerade

T AQ

% p_

Voo
N1, N, . .

— P

AQ = AH ,
wobei H = U + pV die Enthalpie ist. Fiir ein ideales Gas sind U; und p; additiv (siehe

AV
Der Prozess ist i.A. irreversibel. Nach Einstellung des Gleichgewichts gilt

H(S7p7 N17 .. NT) = ZHZ(SHPMNZ)

beziehungsweise

H(T,p,Ni,...N,) = > Hi(T,pi, Ni) = Y _ Nihi(T, py).
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Dabei ist die molare Enthalpie h;(T, p) = u;(T) +pv = w;(T') + RT = h;(T) fiir das ideale
Gas unabhéngig von p, sodass

gilt.
Fiir die Volumendnderung gilt

AV:A)\ZV,-vi(Tp AN - —ZI/Z )
i ——

=w

Dabei bezeichnet v die Anzahl in der Reaktion gewonnen/verlorenen Teilchen. Wir un-
tersuchen nun die (7', p)-Abhéngigkeit des Gleichgewichts. Wegen (Op;/0p)r = v; ist

Odlog K 1 v
(2 )T—‘ﬁ;”ﬂ*”’“a (326)

—_———
AV

Hier ist AV die Volumenédnderung bei einmaligem Umsatz AX = 1 der Reaktion. Fiir
AV =0 (v =0)ist K = K(T) unabhéngig von p: Das Gleichgewicht ist druckunabhéngig.

Weiter ist wegen (Ou; /0T, = —s;:

Jdlog K 1 AH

= T 2

( T )p e 2Vl T5) = s (3.27)
¢ hs(T)

wobei AH die EnthalpieAinderung (und zugleich die Reaktionswirme) bei einmaligem
Umsatz ist.

AH > 0 : endotherme Reaktion,
AH < 0: exotherme Reaktion.

Weiter ist mit Gleichung (2.17)

dh; : . . . :
T =G isobare spezifische Wéarme der reinen Komponente 4,

womit folgt, dass

—AH Z v (T) (3.28)

gilt. Insgesamt ist also K(T,p) iiber (3.26, 5.27, 3.28) (bis auf 2 Konstanten, welche
man experimentell bestimmen muss) bestimmt durch zwei chemische Konstanten (z.B.
K(To, po) und AH (1)) sowie durch die Eigenschaften der reinen Komponenten (z.B. den
P

C
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2. Teil: Statistische Physik

Im ersten Teil dieser Vorlesung haben wir uns mit der Thermodynamik befasst d.h. wir
haben die Eigenschaften eines Vielteilchensytems im Gleichgewicht durch seine makrosko-
pischen Eigenschaften beschrieben. Diese Beschreibung ist unabhéngig von der Dynamik
der einzelnen Teilchen. Im zweiten Teil dieser Vorlesung mochten wir die Ergebnisse aus
der Thermodynamik auf mikroskopischer Ebene verstehen. Dabei werden wir zuerst an-
nehmen, dass wir die Teilchen klassisch beschreiben kénnen. Wir werden sehen, dass wir
unter dieser Annahme viele Resultate aus der Thermodynamik verstehen kénnen. In an-
deren Féllen werden wir allerdings Widerspriiche finden, die darauf zuriickzufiihren sind,
dass die Teilchen korrekterweise mit Hilfe der Quanten Mechanik beschrieben werden
missten.

In einer klassischen (wie auch in einer quantenmechanischen) Beschreibung ist es offen-
sichtlich aussichtslos, die Bewegungsgleichungen fiir die N ~ 10* Teilchen analytisch zu
16sen. Um die Anzahl der Freiheitsgrade zu reduzieren, kombinieren wir die mechanische
Analysis mit Elementen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Im néchten Kapitel werden wir die Boltzmann-Gleichung herleiten. Hier starten wir mit
einem a priori deterministischen Anfangszustand und beschreiben die Prozesse (Stosse),
unter denen sich der Anfangszustand entwickelt, probabilistisch. Die Dynamik ist dann
im Gegensatz zu einer rein mechanischen Beschreibung nicht mehr invariant unter Zeit-
umkehr und wir werden sehen, dass dies zu scheinbaren Widerspriichen fiihrt.

Im 5. Kapitel werden wir einen Ansatz betrachten, bei dem statt von einem bestimmten
Anfangszustand von einem FEnsemble ausgegangen wird: der Menge aller mikroskopischen
Realisierungen des makroskopischen Systems. Prozesse werden hier deterministisch be-
schrieben. Die FErogdenhypothese erlaubt es uns dann, dass wir trotzdem eine Aussage
iiber die zeitliche Entwicklung eines Zustands machen konnen. Thre Aussage ist, dass
alle diese mikroskopischen Realisierungen gleichmiissig oft angenommen werden. Damit
konnen Zeitmittel durch Ensemblemittel ersetzt werden.

4 Die Boltzmann-Gleichung

Die Boltzmann-Gleichung wurde 1872 von Boltzmann entwickelt. Sie ist eine Gleichung
fiir die statistische Verteilung von Teilchen in einem Medium und wird verwendet, wenn
die mittlere freie Weglénge der Teilchen gross ist, sodass die mittlere Stossdauer klein ist
gegen die mittlere Stosszeit und nur Zweiteilchen-Stosse betrachtet werden miissen.
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4.1 Zustandsbeschreibung in der kinetischen Gastheorie

Wir betrachten ein (klassisches) verdiinntes Gas als System von N Massenpunkten, welche
nur durch instantane Zweierstosse wechselwirken. Weiter betrachten wir nur eine Teilchen-
sorte der Masse m.

Der Zustand (7, ¥) eines Teilchens ist ein Punkt im 1-Teilchen-Phasenraum T' = RS,

Der Zustand (7,7, ..., Ty, Uy) des Gases ist ein Punkt im grossen Phasenraum I'N =
RSV, Anstatt die zeitliche Entwicklung des N-Teilchen Zustandes direkt zu behandeln,
verwenden wir eine grobere Beschreibung: Der Zustand eines Gases wird durch die Ver-
teilungsfunktion f(Z,U,t) beschrieben, wobei

f(#,¥,t)d*xd*>v = Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Teilchen zur Zeit t
in d3zd3v um (7, v) aufhélt.

Falls d®zd3v gross genug gewiihlt ist (d.h. N - f(Z, v, t)d3xd3v > 1), dann gilt wegen dem
Gesetz der grossen Zahlen, dass folgende Bedeutung dquivalent ist:

N - f(#,v,t)d*zd*v = durchschnittliche Anzahl Teilchen die sich
zur Zeit t in d3zd3v befinden.

4.2 Die stossfreie Boltzmann-Gleichung

Auf das Gas wirke ein dusseres Kraftfeld ma(Z,t), (@ = Beschleunigung). Die zeitliche
Entwicklung der Verteilungsfunktion fiir eine Situation in der die Teilchen nicht miteinan-
der kollidieren (z.B. in Kugelsternhaufen) wird durch die stossfreie Boltzmann-Gleichung
beschrieben. Sie lautet

of . of . of
=:Df

In den folgenden Kapiteln werden wir diese modifizieren, fiir den Fall in dem Zweierstosse
auftreten.

Herleitung:

Die stossfreie Boltzmann-Gleichung folgt aus der Kontinuitdtsgleichung fiir die Dichte
f(Z,7,t) und die dazugehorige Stromdichte (v, @) - f(Z, v, t).
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Die Anderung der Anzahl Teilchen in einem bestimm-
ten Volumen V ist gegeben durch den Fluss durch die
Obefléche:

%/Nj@amwz—/Nxamj@@ww.
l/ , oV

-~

Vv W
Anzahl Teilchen in V/ Anzahl Teilchen die aus V rausfliessen

Unter Verwendung des Gauss’schen Integralsatzes folgt die Kontinuitétsgleichung (4.2)

?/%f(fa 777 t)dv = —/din,g((z_f, Ei)f(f’ {]” t)) AV
1%

|4

:jgﬂaaw:—mwﬂw@ﬁ@awy (4.2)

Da wir & und ¢ als unabhéngige Parameter betrachten und da @ unabhéngig von ¥ ist,
gilt divz (7, d) = 0. Damit folgt die stossfreie Boltzmanngleichung (4.1) aus der Konti-
nuitatsgleichung

0
5/ (

fv 177 t) = _(177 6)gra“df,ﬁ (']‘_:7 177 t)

4.3 Zweilerstosse

Um den Einfluss von Stossen auf die Verteilungsfunktion zu verstehen, miissen wir die Me-
chanik von Zweierstossen untersuchen. Es seien 7, U5 die Geschwindigkeiten von Teilchen
(1) bzw. (2) vor dem Stoss und ¢, ¥4 diejenigen danach.

—y Impulserhaltung:

—
A
ATy
Ay

LI 777777777777 7. —

Ry =g =g
“7 2077 .
7
7

;
Z ;
1000000000000000000000500550050007, 1 o =V v
Energieerhaltung:
S S
J J
V2 Y2 P4+ 02 =072 + 0,2 (4.4)

Wir definieren die Relativgeschwindigkeit vor und nach dem Stoss als



und

als

1 1

171 = 5(171 + 172) - 5?7/ (46)
und

—f ]‘ — — ]' —/

Uy = 5(01 + ) + 5 (4.7)
Mit der Energieerhaltung (4.4) folgt, dass die Betrige der Relativgeschwindigkeiten || :=
u, || :== u' vor und nach dem Stoss gleich sind

u=1.

Damit sind die Stosse vollstandig charakterisiert durch die Geschwindigkeiten ¢ und o5
vor dem Stoss und dem Richtungsvektor 4 := % nach dem Stoss.
Die durch (4.6), (4.7) und (4.5) definierte Abbildung

S (271’17%6,) = ('1_1‘1,1_)2,6) (48)

wird Stossabbidlung genannt. Wegen

0125(771+?7§)—§U
L1 1,

=
U = Uy — V)

gilt 7! = S und es folgt, dass die Funktionaldeterminanten gleich sind

8(6’17 Uév ﬁ) — 8(171, 7727 ﬁ,)
Oy, Oy, @) O, Uy, )

Ausserdem ist ihr Produkt gleich 1
1=det(S-S7') =det(S-S)=|detS| |detS| = |detS|=1.
Damit gilt fiir das Differential

(@, T, @)
o(th, v, 1)

= d*v]d*vyd?u.

dPoidiv,diu’ = ‘ d*v) v d3u
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In sphérischen Koordinaten lésst sich das schreiben als
d*vdPvpu?du/d*0) = d*v) dPvhu’dud?a,

wobei d?4 = sin 9dedd (9 = Z(a, @'): Winkel zwischen den Relativgeschwindigkeiten) ist.
Wegen u = v’ folgt dann
dPudPupd?d’ = &) dPvyd®a. (4.9)

Der Wirkungsquerschnitt

Wir betrachten den Streuvorgang beziiglich eines Koordinatensystems, dessen Ursprung
immer der Schwerpunkt des Teilchens (1) ist. Vor dem Stoss hat das Teilchen (2) in diesem
System die Geschwindigkeit # und danach «'.

(2) | b: Stossparameter
o U

Streuwinkel ¥: bestimmt durch
b costy =4 -u

\19

(1)

Der Streuquerschnitt ist definiert als

d Anzahl pro Zeiteinheit in den Raumwinkel d§2 gestreuten Teilchen
o= :

einfallende Intensitat

Die Anzahl der Teilchen die in den Raumwinkel zwischen 2 und Q + d€2 gestreut werden,
ist gleich der Anzahl |db|bdy - I der Teilchen zwischen dem entsprechenden b und b + db.
Mit d€2 = sin ddedy folgt

do = |dblbdy
db
= b| | dpdo
‘dﬁ 4
db

—p|—=
dv

Also gilt fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
do b |db
dQ "~ sind ‘@ (4.10)

1
dQ.
sin ¢
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4.4 Die Boltzmann-Gleichung

Wir beriicksichtigen nun die Anderung der Verteilungsfunktion durch Zweierstosse. Da-
durch wird die stossfreie Boltzmanngleichung (4.1) durch einen Stossterm (%t) modifi-
ziert und wir erhalten eine Gleichung der Form

o= (a),

Genauer gesagt, werden wir in diesem Kapitel die Boltzmann-Gleichung herleiten

0 0 0
a];';l 47 afj ta aj;l —/d3v2d2UIU—(f1f2 flf%' (4.11)
=5F )

Dazu betrachten wir ein Volumenelement G; C R® zur Zeit ¢ und dessen Bild unter dem
stossfreien Fluss zur Zeit ¢ + At.

At soll gross gegen die Stossdauer
und klein gegen die mittlere Zeit

’ zwischen zwel StOssen sein.

Mit dieser Wahl enden Stosse die innerhalb von At beginnen auch in diesem Intervall.
Ausserdem stosst ein bestimmtes Teilchen im Allgemeinen nur einmal in dieser Zeitspanne
mit einem anderen zusammen.

Die Zusammenstosse bewirken, dass nicht mehr alle Teilchen in G; nach Gy, a; gelangen
und dafiir andere von ausserhalb G; dazu kommen. Der Stossterm kann also in zwei Terme
aufgeteilt werden

+ —
af af af
ot ) ot ) ot )
——— ———
WSK, dass ein Teilchen = WSK, dass ein Teilchen
hinein gestreut wird hinaus gestreut wird

Wir leiten nun Ausdriicke fiir die beiden Terme einzeln her und beginnen mit (%);
Dafiir wihlen wir ein bestimmtes Teilchen (1) aus und betrachten den Stosszylinder mit

Stossparametern zwischen b und b + db.
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Seine Hohe ist uwAt und so-
mit das Volumen uAt27bdb.
Die mittlere Zahl der Teilchen
(2) in diesem Stosszylinder
und im  Geschwindigkeitsbe-
reich d®v, um o, betrigt also
f(Z, Uy, t)u2mbdbd3vy At.

Fiir alle N - f(Z, 0y, t)d3zd3v; Teilchen (1), die sich innerhalb d*v; um @, und d3z um 7
befinden, kénnen wir uns einen Stosszylinder fiir die Teilchen (2) vorstellen. Bei geniigend
kleiner Zylinderbasis ergibt sich fiir hinreichend veriinnte Gase keine Uberlappung. Dann
ist die mittlere Stosszahl in d3x um & withrend der Zeit At zwischen Teilchen (1) und (2)
die im Geschwindigkeitsbereich d3v;d3vy um (¥, ¥,) liegen und im Stossintervall (b, b+db)
sind gleich

N - f(Z, 01, 1) f (T, Uy, t)u2mbdbd®v; dPved s At. (4.12)

In diesem Stosszahlansatz wurden Korrelationen zwischen den Teilchen vernachléssigt,
wodurch Determinismus und Invarianz unter Zeitumkehr verloren gehen.
Jeder Stoss eines Teilchens, das sich im Bereich d3v;d3z um (7, ¥) befindet, verlisst diesen
Bereich und liefert also einen Betrag zu ( ) . Nach (4.12) ist die Anzahl der Teilchen die
durch Stosse mit (2) im Zeitintervall At das Phasengebiet d*v;d®z um (v, 7) verlassen
gleich

of

N- (E) BodPrAt = N - / F(Z, 00, 8) f(F, By, H)u2mbdbd® v, dPvadz At
S

wobei iiber d®v, zu integrieren ist. Damit haben wir

(5’_f) _ / F(E, 50, 8) [ (7, B, )u2mbdbd vy,
at )

oder mit (4.10) sowie [d*@/ = 27 [ ddsinddd

( ) / F(@ T, t)u j;cﬁ 'dBu,. (4.13)

Zur Bestimmung von (%) ¢ miissen wir die Stosse zihlen bei denen (1) nach dem Stoss

in d®v;d3x um (), Z) liegt. Das sind gerade die inversen Stosse (v, 0%) — (U, 7). Die
Wirkungsquerschnitte sind fiir beide Prozesse gleich. Da auch u = v’ ist, folgt aus (4.13)

do
3 — —»—»/ —»—»/ 25713 3,/
(_815) d°vy /f Z, v, t) f(Z, U t)u—de ad’vyd v
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und mit (4.9)
- S do .,
( ) /fxv (%, )de2 o' d3v,.

Eine ausfiihrliche Herleitung kann im Appendix B gefunden werden. Wir fithren noch
folgende Abkiirzungen ein

fl = f(fv Ulvt) f2 = f(fv U27t)
f{ ::f(fvﬁivw f2 :f(f )

mit denen die Boltzmann-Gleichung in der Form (4.14) geschrieben werden kann

Df1:/ dzu’u—(flfQ fifa) . (4.14)

4.5 Das Boltzmann’sche H-Theorem

Die Verteilungsfunktion erlaubt es eine Entropie auf dem Phasenraum zu definieren d.h.
ein Mass fiir die in f(Z, ¥, t) nicht enthaltene Information. Dieses Mass ist die sogenannte
H-Funktion, welche definiert ist als

H(t)=—N- /d3xd3v flogf.
Weiter definieren wir folgende niitzliche Grossen
N -n(z,t) = —/d%flogf,
N - % t) = —/d%ﬁflogf.
Um zu verstehen, warum sich die H-Funktion als Entropie interpretieren léasst, denke man

sich den Phasenraum I' = R® in kleine Zellen C; vom Volumen h? aufgeteilt (die Wahl von
h ist unwesentlich). Dann enthélt C; ungefiahr

N,-:/ fd3zdv (4.15)
Ci

Teilchen. Durch f ist nicht spezifiziert, welche Teilchen in welcher Zelle untergebracht
sind. Die entsprechende Anzahl Mdoglichkeiten ist

N!
HiNi! .
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Q) ist also die Anzahl Punkte (Zustiinde) im “grossen” Phasenraum I'V aller N Teilchen,
die mit (4.15) kompatibel sind.

log Q2 ist ein Mass fiir die mikroskopische, in f nicht enthaltene Information iiber den
Zustand in I'V: Falls es nur eine mogliche Konfiguration gibt, haben wir volle Information
iiber das System und logQ = 0. Ausserdem ist fiir zwei Teilsysteme mit 4 und Qg
die Anzahl Konfigurationen des Gesamtsystems gleich Q4 - Qp und log Q) somit additiv
beziiglich Teilsystemen.

Falls N; > 1, ist mit der Stirlingschen Formel logn! ~ n(logn — 1) und damit

logQ~ Nlog N — > " Nilog N; .

Fiir kleine h ist f anndhernd konstant iiber die Zelle, sodass
N;log N; :/ N - flog(N - fR®*)d*zd®v
C;

und

logQd = =N - /flog fd3xd3v 4 konst
= H(t) + konst , (4.16)
wobei konst eine von f unabhéngige Konstante ist.

Satz. (H-Theorem)
1) % +divy>0,

mit Gleichheit nur falls fi fo = f1f} fiir alle @, ¥, 4 gilt.

2) Falls das Gas durch reflektierende Wénde eingeschlossen ist, gilt

dH
— >0 4.17
dt — Y ( )

’

mit Gleichheit nur falls ffo = f] f5 fiir alle &, ¢, 0o, 4 .
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Beweis.
1) Mit der Definition von D in Gleichung (4.1) ist

on 0 3
a 8t/dvflogf

0 0
:/d?’v( ?+a ?—D)(flogf)
————
(1+log f)Df
= [ @u((#.0) gradsaf log f ~(1+ log D).

divg 5((¥,@) f log f)

wobei wir verwendet haben, dass wie zuvor erklart divz (v, @) = 0 gilt. Dies lésst sich
nun unter Verwendung der Boltzmann-Gleichung (4.14) schreiben als

% = /d?’v%(z?flogfzji/d?’v—(a’ logf) /dsv1d3v2d2u u39(1+10gf1)(f1f2 flfzz

.

(@) ) ©
Der erste Term (a) ist gleich
- din f

Mit dem Gauss’schen Integralsatz ist der zweite Term (b) gleich

/ 46 @flog f =0,
oV

wobei wir verwendet haben, dass f im Unendlichen des Geschwindigkeitsbereichs schnell
abféllt, da die Gesamtenergie des Systems beschriankt ist.
Der dritte Term (c) ist grosser Null. Um dies zu sehen, betrachten wir die Abbildung

i

T : (0, Uy, @ ) v+ (T, Ty, —10 ) , (4.18)

welche die beiden Teilchen vertauscht. Das Differential d3v;d?v,d?@’ und der Wirkungs-

querschnitt 5 sind invariant unter 7' und wie wie zuvor gesehen haben, gilt das gleiche

auch fir die Stossabbildung S (4.8).
Wir schreiben z = (7, 0, @ ) und (1 +log f1)(fify — fif2) = F(2). Damit lisst sich der
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dritte Term schreiben als

o d
/dgvld?’wdzu u%(l +log f1)(fify — fif2)

., do
:/ﬂ%ﬂ%m%uafw@
:% /dgvld?’vgdzﬁ'uj—g(F(z) + F(Tz)+ F(Sz) + F(TSz))
1 3 3 2.1 do ! gl ! gl
:—Z d*vid*vod”a Ud—Q£10gf1f2_logf1f2)(f1f2_f1f2z
>0
<0

Y

wobei wir verwendet haben, dass (r — y)(logx — logy) > 0. Gleichheit gilt falls x = v,

also falls f| fi = fife fiir alle Variabeln iiber die integriert wird: oy, v, u .

2) Falls das Gas in einem Gefdss mit ideal reflektierenden Winden eingeschlossen ist,
gelten folgende Randbedingungen

7
T =7—2@ 7)i =
. B ( ), (4.19)
T il f(&,0,t) = f(Z,0,t
/17/

Damit gilt unter Verwendung des Gauss’schen Integralsatzes

A OH [ s On
dt ot ot
1)
> —/d?’x divz 7= /d?’vd?’x divz(Uf log f)

:—/d3U/ do'- vf log f
oV
=0.
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Bemerkungen:

1) Die Gleichgewichtsbedingung im H-Theorem fif, = f{f; héngt nicht vom Streu-
querschnitt ab: Die Gleichgewichtsverteilung ist unabhéngig vom Prozess, durch den das
Gleichgewicht erreicht wird.

2) Die Boltzmann-Gleichung scheint den Gesetzen der Mechanik zu widersprechen:

i) “Umkehreinwand”: Durch das H-Theorem zeichnet sich eine Zeitrichtung aus, was
unvertréglich ist mit der Invarianz der mechanischen (Newtonschen) Gleichungen
unter Zeitumkehr. Der Ursprung dieses scheinbaren Widerspruchs liegt darin, dass
wir in der Herleitung der Boltzmann-Gleichung im Stossansatz Korrelationen zwi-
schen den Teilchen vernachléssigt und den Stossprozess probabilistisch beschrieben
haben. Dadurch gingen Determinismus und Invarianz unter Zeitumkehr verloren.
Der Grund warum wir typischerweise experimentell keine Verletzung des H-Theorems
finden ist unten skizziert: z; sei die Menge aller Konfigurationen, die einer bestim-
men Verteilungsfunktion fy zum Zeitpunkt ¢t = 0 entsprechen. Mit Gleichung (4.16)
sind das ungefihr e(®. Das Bild dieser Menge zum Zeitpunkt ¢ > 0 sei z. Nach
dem Satz von Liouville ist die Anzahl Zusténde in z; immer noch gleich. Das Bild der
Verteilungsfunktion sei f;. Nach Gleichung (4.16) hat sich die Anzahl kompatibler
Zustinde vergrossert: jetzt sind das ungefihr e?® > ¢f(0) Die Wahrscheinlichkeit,
dass ein mit fy kompatibler Zustand nicht mit f; kompatibel ist, ist also klein.

zeitliche Entwicklung der
mit fo kompatiblen Zusténde:
Anzahl bleibt gleich

'y 1 I'y
mit f; kompatibel: mit f; kompatibel:
~ el Konfigurationen ~ efl) Konfigurationen
Jo Ji

zeitliche Entwicklung
der Verteilungsfunktion
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ii) “Wiederkehreinwand”: Nach einer hinreichend langen Zeit wiederholen sich die mi-
kroskopischen Zustdnde mit beliebiger Genauigkeit (Satz von Poincaré), was dem

H-Theorem widerspricht.

Die Wiederkehreigenschaft ging in der Herleitung der Boltzmann-Gleichung verlo-
ren, weil wir die N-Teilchenkonfiguration z = (zq,v1, ..., 2N, vy) durch eine Ver-
teilungsfunktion f ersetzt haben. Experimentell finden wir keine Verletzung des
H-Theorems, weil die Wiederkehrzeiten sehr gross (ldnger als das Alter des Univer-

sums) sind.

Die Frage, warum wir im Alltag eine ausgezeichnete Zeitrichtung wahrnehmen, ist

Gegenstand aktueller Forschung.

4.6 Stossinvarianten

Stossinvarianten sind Funktionen ¢(7) mit

o(1) + (T2) = (7)) + ()

—

fiir alle Stosse (T, ¥y, @) = S(#), ¥s, @ ). Offenbar gehéren dazu

p(v) = 1 Teilchenzahl
= v;,(t=1,2,3) Impuls
= 2 Kinetische Energie.

Mitsamt ihrer Linearkombinationen
o(0) = A+ B -7+ C?.

Satz. Fiir jede Stossinvariante ¢(v) gilt

Jewso(%), -

d.h. der Wert von ¢ &dndert sich durch Sosse nicht.

Bewelis.

(4.20)

(4.21)

Bereits im vorigen Kapitel hatten wir die Abbildung 7" eingefiihrt (4.18), welche die Stoss-

parameter vertauscht

!

T : (171,’172,’(7,) — (172,171, —U )

und festgestellt, dass sowohl das Differential dz = d3v,d3v,d?4’ wie auch der Wirkungs-
querschnitt S—g invariant unter 7' und auch unter S sind. Dies gilt unter der Annahme, dass
wir ein Zentralkraftproblem haben. Fiir diese ist der Wirkungquerschnitt nur abhéngig
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vom Winkel Z(u, %) zwischen den Relativgeschwindigkeiten und von deren Betrag u. In
diesem Fall ist die Physik invariant unter Rotationen. Es folgt dann

8f1 “ do
d*v ©1 (—) = /d301d3U2d2ul U—= <P1(f,f/ - f1f2)
/ ot ) s — =

T B

_ i / dz0(2)[F(2) + F(T2) + F(S2) + F(TS2)]  (4.22)
- i/dzg(z)ggpl T ¥ :90/1 — @) (fifs — fif2) =0,
=0

wobei

Satz. Jede Stossinvariante ¢ (¥) ist von der Form

o(0) = A+ B -7+ C?. (4.23)

Beweis.
Wir betrachten zwei spezielle Typen von Stossen.

; /_17 1) (7, —%) — (RT,—R7), (R €SO(3))
/ = (V) + p(—0) = p(R0) + p(—R0) (4.24)




Jede Funktion kann als Summe einer geraden und einer ungeraden Funktion geschrieben
werden

Dann gilt

und
©y(0) = 0.

Da die Eigenschaft eine Stossinvariante zu sein linear ist, geniigt es zeigen, dass die Be-
hauptung fiir gerade sowie ungerade Funktionen stimmt.

e Es sei  gerade. Fiir Stoss 1) gilt
(0) = ¢(RD) ,d.h. (7) = f(7?) .
Damit haben wir fiir Stosse der Form 2)

F|51 + B]?) = o(T1 + ) = p(¥h) + ¢(Th)
= f(151*) + f(|7a]?)

= fla+ ) = fla) + f(B).
Also ist f linear: f(|v]?) = A|7]? und damit

o (5) = A2 (4.26)
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e Es sei nun ¢ ungerade.

Aus 2) folgt

p((cos® @)¥) + (W) = ¢(7)

und

o(—18) + o((sin @)7) = ().

sowie

@(F) + ¢(8) = (V)

Addieren der drei Gleichungen ergibt unter Verwendung, dass ¢ ungerade ist

—

p(t) = ¢((cos” @)0) + ¢((sin” a)7).

Damit gilt fiir o, f mit a + =1

(o + B)0) = p(atd) + ¢(50).

Das gilt dann auch fiir beliebige «, 5, weil man dann schreiben kann

a0 =5 (725 +225) e+ 67)

— o (5500 7) 4o (g0 900)
= p(av) + ¢(BV)

Damit folgt fiir ganzahlige A

P(AT) = p((A = 1)) + p(V) = Ap(?).

Fiir nicht ganzzahlige o = 7 € Q haben wir

0p(D) = ap(n2) = anp(>)
= mp(2) = p(m?) = g(am).

Wegen Kontinuitit gilt dann auch ap(v) = ¢(av) fir beliebige o € R.
Also gilt fiir eine Orthonormalbasis {eq, €2, e3} unter Verwendung von 2)
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3
P(0) = P(0181 + v28h + v33) = P(v11) + P(v282) + P(vs83) = > (&) - v; .
i=1
Wir setzen B; := ¢(€;) und kénnen damit ¢(7) = B7 schreiben.
Zusammengefasst finden wir

4.7 Die Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Satz:

In einem Geféss mit ideal reflektierenden Winden welches nicht zylindersymmetrisch ist,
sind die Gleichgewichts-Losungen der Boltzmann-Gleichung mit dH/dt = 0 von der Form

72 -
f(Z,0) = Ne Ptz +V@), (4.27)

mit konstanten N, 3.

Das dussere Kraftfeld ma wird also durch ein geschwindigkeits-unabhéngiges Potential V'
erzeugt.

Diese Verteilung wird die Mazwell-Boltzmann-Verteilung genannt.

Dies ist eine sehr starke Aussage: Da N eine Normierungskonstante ist, hat die Vertei-
lungsfunktion nur noch einen freien Parameter (3.

Im Gleichgewicht ist der Zustand stationér, d.h. dass sich die Gewichte im Phasenraum
nicht mehr verschieben. Zylindersymmetrische Systeme bilden eine Ausnahme, weil fiir
sie ein im Raum rotierender Zustand eine valide Gleichgewichtslosung ist.

Beweis:

Im Gleichgewicht ist nach (4.17) log f eine Stossinvariante (4.20) und damit von der Form
(4.23):

logf =A+B-7+Cv?%,
wobei A, B, C' Funktionen von Z, ¢ sind. Wegen fi fo — f1f5 = 0 verlangt die Boltzmann-
Gleichung

Dlog f = %Df =0. (4.28)
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Dies hat im Wesentlichen zur Folge, dass A nur von Z abhéngt, B = 0 und C eine
Konstante ist:
Wir ordnen (4.28) nach Potenzen von ¢: (D =a- 2%+ 2 + 7+ 2)

ot
0 = Dlogf B

was identisch in ¢ erfiillt sein muss: die Koeffizienten dieses Polynoms 3. Grades in ¢
miissen einzeln verschwinden.

oC

3 N _— = =

v or: 0 = C=C(t).
1,0B; 0B; oC

2 N — v J —0;; = N

Die Spur davon ist div B 4 3(8C/t) = 0. Mit (4.19) folgt, dass B -7 = 0 auf dem Rand.
Damit folgt mit dem Satz von Gauss 0C'/0t = 0, d.h. C ist auch unabhéngig von t. Weiter
folgt

8232' asz 023] 0232

Ox;0x), _0:)3j0x,~ C Ox0r; _&Ek&zj ’
d.h. 9*B;/0x ;0 = 0 und B(Z,t) ist ein Polynom 1. Grades in

Bi(#,t) = BY(t) + wi(t)zy Wix + wi; = 0 . (4.29)

Behauptung: Entweder B(Z,¢) = 0, oder B(Z,t) = w(t)é A (Z — &) und das Gefiiss weist
eine zylindrische Symmetrie mit Achse € durch Z; auf. Denn: Falls & = 0, folgt aus
B - it = 0 fiir alle Normalenvektoren 77, dass B® = 0. Fiir & # 0 folgt daraus mit 7 || &
immerhin B® - & = 0, d.h. es gilt B® = —@G A &, fiir ein T, und damit

GAF—T)] - A=0 :

zylindrische Symmetrie mit Achse & durch Zy. Das heisst, dass das Gefiss rotationssyemm-
trisch beziiglich der @-Achse ist, die Schnittkurven senkrecht zu dieser Achse miissen also
Kreise sein.

Wir verfolgen bloss den ersten Fall weiter.

vl 8—{1,—1-26'&’:0:
or

Die Kraft md(Z, t) hat ein Potential, md = —VV, also A(Z,t) = —(2C/m)V (&, )+ A%(t).
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V = V(Z) und A° sind unabhiingig t. O

Die Maxwell-Boltzmann-Verteilungen (4.27) lassen sich auch durch ein Extremalprinzip
charakterisieren: Unter den Verteilungen f(Z,¥) zu gegebenen

N = /dgxd?’v f(z,0) (Teilchenzahl)
und .,
U= /dgatd?’v (m% + V(i’)) f(Z,7) (Energie)

wird das Funktional

H[f] = —N-/d%d%flogf
maximal fiir die Maxwell-Boltzmann-Verteilung (mit diesen N, U).

Beweis:

Die Funktion —z log x ist konkav, daher ist das Funktional H(f) konkav. Fiir eine kokave
Funktion wird das Maximum dort angenommen, wo die Ableitung verschwindet. Also gilt
fiir beliebiges f und fy so dass §H(fy) =0

H(f) < H(fo),
wobei fy bestimmt ist durch

SH[f)] = —N - /d3a;d3v(1 +log fo)df = 0.

In Vektorschreibweise konnen wir fiir Funktionen a, b durch

(a,b)y = /d?’xdgva(x,v)b(:c,v)

ein Skalarprodukt auf dem Raum der Funktionen definieren. In dieser Notation betrachten
wir das Optimierungsproblem

(1+log fo, ) = 0

unter den Randbedingungen
/d?’:cd?’véf =(1,6f)=0
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und
/ drdy Em# 4 V(:c)] 5f = <%m172 LV (@),5f) = 0.

Also gilt'*
1
(1+log fo) € span{1, §m272 +Vi(x)}

und damit .
1+1log fo=\+p <§m172 + V(x)) ,

was aufgelost werden kann zu

fO — 6)\—1 . e%mﬁz—l—\/(gp)'

Die Konstanten N = e*~! und y sind eindeutig durch N und U bestimmt.

4.8 Verbindung zur Thermodynamik

Wir betrachten Teilchen in einem Gefass vom Volumen V mit verschwindendem Potential
V(Z) = 0. Die Parameter N, § sind durch N, U, V:

- /d%d% FoE ) =N -V - (:1—7;)3/2
ON 3

Damit ist fiir festes N: N o V1832 oc V-1U—3/2 und
mu?

2
= —NlogN + pU = —Nlog/N + gN

H = —N~/d3xd3v f(Z,0)(logN — ——)

= N(glogU+logV)+CN,

wobei Cy eine Konstante ist, welche nur von N abhéngt.
Die Identifikation von kH mit der Entropie schafft die Verbindung zur Thermodynamik,
wobei die Boltzmann-Konstante k das Gegenstiick zur willkiirlichen Temperatur 7 des

14Dies kommt daher, dass Jf beliebig sein kann, ausser dass es gemiss Randbedingungen orthogonal
zu S = span{l, m&? + V(z)} liegen muss. Damit nun, wie im Ausdruck fiir §H gefordert, 1 + logfo
orthogonal liegt zu jedem solchen ¢ f, kann es nur noch in S liegen.
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Standardreservoirs auf S. 16 ist: Eine andere Referenztemperatur 7y entspricht der Multi-
plikation von 7" mit einem Faktor. Nach (1.17) ist die Entropie eines idealen Gases gegeben
durch

U 1%
S—SozcvlogﬁojLRlogvo.

Damit ist kH die Entropie eines idealen Gases mit ¢y = (3/2)kN4 und R = kN4, wobei
N4 die Avogadro Zahl ist. Insbesondere ist

1 OH 3N OH N
S o () =22 =, o (ZE) = (4.30)
kT ou ), 2U kT ov ), V

Durch die Teilchendichte n = N/V und die Temperatur 7" ausgedriickt ist die Maxwell-
Boltzmann-Verteilung (4.27) gleich

(4.31)
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5 Klassische statistische Mechanik

Die Makrozusténde, mit denen sich die Thermodynamik beschéftigt, sind in Realitéit Viel-
teilchensysteme aus N (~ 10%3) Teilchen, deren Dynamik durch die klassischen oder quan-
tenmechanischen Bewegungsgleichungen bestimmt wird. In diesem Kapitel betrachten wir
den klassischen Fall. Ein klassisches System von N (~ 10%3) Teilchen wird beschrieben
durch Angabe eines endlichen “Gefisses” A C R?, des Phasenraums I'y = RV, der
Hamiltonfunktion H, und eines Zustandes. Der Zustand ist ein Wahrscheinlichkeitsmass

du(z) = w(x)dx (5.1)

iitber dem grossen Phasenraum. Diese allgemeinen, gemischten Zustinde umfassen als
Spezialfall auch die reinen Zustinde xy € I'y in der Form

w(z) =0(x — xg) .

Bemerkung: Es gibt viele mogliche Interpretationen der Wahrscheinlichkeit w (5.1). Eine
Moglichkeit ist die Frequentist-Interpretation: Hier betrachtet man N Kopien des gleichen
Systems fiir N — oo und interpretiert dann w als die relative Anzahl der Systeme im
Zustand z." In dieser Interpretation wird keine Aussage iiber den einzelnen Zustand
gemacht. Im Gegensatz dazu macht die Subjective-Interpretation eine Aussage iiber die
Information eines Beobachters iiber das System.

Die Zeitevolution ist w;(z) = w(d_¢(x)), wobei x — ¢y(x) der Hamiltonsche Fluss ist.
Nach dem Satz von Liouwville ist das Phasenvolumen jeder Teilmenge Q C I'V invariant

unter ¢, : r — y
/ dyl...dyN:/dflfl...dLUN, (52)
0t(2) Q

det Doy = 1 (5.3)

was aus

folgt. Hier ist D¢y = (%’) die Jacobi-Matrix von ¢;. Der Beweis ist Inhalt der Vorlesung
J 17‘7

iiber klassische Mechanik.

5.1 Die mikrokanonische Gesamtheit

Ein Ensemble, beziehungsweise eine Gesamtheit, bezeichnet in der statistischen Physik
eine Menge gleichartig préaparierter Systeme von Teilchen im thermodynamischen Gleich-
gewicht. In der klassischen statistischen Physik betrachtet man iiblicherweise drei ver-
schiedene Ensembles: Das mikrokanonische, das kanonische und das gross-kanonische. In

15Genau genommen ist ein Zustand wie oben definiert ein Wahrscheinlichkeitsmass. Manchmal spricht
man jedoch auch von einem Zustand x und meint damit einen Punkt im Phasenraum.
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diesem Kapitel werden wir das mikrokanonische Ensemble besprechen, welches einem Sy-
stem mit fixierter Energie, Teilchenzahl und Volumen entspricht. Im Gegensatz dazu wird
beim kanonischen Ensemble nur die Teilchenzahl und das Volumen festgehalten (siche
Kapitel 5.2) und im gross-kanonischen nur noch das Volumen (siehe Kapitel 5.4).

5.1.1 Die Ergodenhypothese

In diesem Kapitel werden wir die mikrokanonische Gesamtheit definieren und ein erstes
Argument fiir ihre physikalische Relevanz geben. Ein weiteres Argument dafiir werden wir
im darauf folgenden Kapitel sehen.

Da unser Ziel die Beschreibung eines Systems im Gleichgewicht ist, miissen wir letzteres
zuerst auf mikroskopischer Ebene definieren.

Der Erwartungswert einer beliebigen Observablen f = f(x) zur Zeit t ist definiert als

(f)e = / de f(2)wn(z) = / dz f(r(2))w(z) (5.4)

wobei die zweite Gleichung gilt, da det D¢; = 1 nach dem Satz von Liouville (5.3).
Die Thermodynamik postuliert die Einstellung des Gleichgewichts fiir ¢ — oo. Die Fra-
ge ist nun, wie wir das Gleichgewicht auf mikroskopischer Ebene definieren sollen. Ein
natiirlicher Ansatz wire, das Gleichgewicht des Erwartungswertes einer Observablen (5.4)
als den Grenzwert fiir ¢ — oo zu definieren. Das Problem dabei ist, dass dieser Grenzwert
nicht fiir alle Zusténde existiert. Fiir reine Zusténde ¢,(z¢) besagt der Wiederkehrsatz von
Poincaré (siehe klassische Mechanik) namlich, dass diese ihrem Anfangswert zy immer
wieder beliebig nahe kommen. Damit kommt auch (f); = f(¢:(zo)) seinem Anfangswert
(f)o immer wieder nahe. Die Einstellung des Gleichgewichts kann also nicht im Sinne der
Konvergenz von (f), fiir t — oo verstanden werden.

Da ¢; masserhaltend ist (5.2), gilt aber mit dem Satz von Birkhoff, dass der Zeitmittelwert

T—o0

(f) = Jim %/O at (f). (5.5)

fiir jede Anfangsverteilung w existiert. Wir deuten ihn als Erwartungswert im thermody-
namischen Gleichgewicht.

Bemerkung. Eine alternative Moglichkeit ist, das Gleichgewicht fiir offene Systeme zu
definieren. Fiir solche resultiert die zeitliche Entwicklung eines zu Beginn reinen Zustandes
durch Wechselwirkung mit der Umgebung immer in einem gemischten Zustand, fiir welche
der Wiederkehrsatz von Poincaré kein Problem mehr darstellt und der zeitliche Mittelwert
(5.4) fir t — oo konvergiert. Eine solche Definition ist auch natiirlicher, weil realistische
Systeme in der Regel offen sind.
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Bemerkung. Beachte, dass die obige Definition unser natiirliches Verstéandnis von Gleich-
gewicht nicht impliziert. Makroskopische Observablen (z.B. der Druck auf einen Kolben,
die Teilchenzahl in einem makroskopischen Teilvolumen, usw.) zeichnen sich dadurch aus,
dass sie nicht nur einen zeitlichen Mittelwert haben (wie jede Observable, nach (5.4)), son-
dern diesen rasch anpeilen und wéhrend der meisten Zeit nur sehr wenig davon abweichen.
Dies ist eine stiarkere Bedingung als die Konvergenz des Zeitmittelwerts (5.5).

Als néchstes wollen wir den Zeitmittelwert (5.5) berechnen. Die Ergodenhypothese erlaubt
es uns, die zeitliche Mittelung durch eine Mittelung iiber alle mikrokopischen Realisierun-
gen, welche mit dem Markozustand kompatibel sind, zu ersetzen. Diese werden auch als
Ensemble bezeichnet.

Der Makrozustand ist zum Beispiel durch seine Energie H definiert. Sie ist eine erhaltene
Grosse, und die Energiefliche

IE)={zely|H(x)=E} (5.6)

der Energie F somit invariant unter dem Fluss ¢;.
Die Ergodenhypothese lautet: Fast alle Bahnen der Energie F kommen jedem Punkt in
['(E) immer wieder beliebig nahe, und zwar gleichmiéssig oft. Formal lautet sie

dpp(r) = S(E)™" - 6(H(z) — E)dz

S(E) = /F §(H(x) — E)dz , (5.7)

ist das einzige unter ¢, invariante Wahrscheinlichkeitsmass auf I'(E). Der Zustand dug
heisst mikrokanonische Gesamtheit und X(FE) ist die mikrokanonische Zustandssumme.

Bemerkung: Fiir viele Systeme ist die Ergodenhypothese nicht erfiillt. So zum Beispiel
fiir Systeme, die neben der Energie eine weitere Erhaltungsgrosse besitzen. Fiir sie lasst
sich ein invariantes Mass analog zu (5.7) definieren, wobei die Energie durch die entspre-
chende Erhaltungsgrosse ersetzt wird. Statt auf I'(E), (5.6), sollte sich die Ergodenhypo-
these in diesen Féllen auf eine durch konstante Werte aller Erhaltungsgrossen definierte
Flache beziehen.

Fiir jede Verteilung auf I'(E) von der Form
du(z) = w(x)é(H(x) — E) dx (5.8)

mit [ &(2)d(H(xz) — E)dx = 1 gilt, dass

lim ~ / dt (), = / £(2) dus (). (5.9)

S

Zeitfxrlittel Ensemblemittel
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Dies folgt aus der Ergodenhypothese, denn die linke Seite liefert ein invariantes Mass auf
I'(E).

Auch fiir einen allgemeinen Zustand w(z)dz = [ dE(6(H (z)— E)w(z)dx) mit einem Ener-
giespektrum, léasst sich der Zeitmittelwert als Mittelwert iiber das Ensemble schreiben:

) = [dewe. / F(#) dus(a)
Wy = / w(x)0(H(z) — E) d .

Damit ist das thermodynamische Gleichgewicht alleine durch die Energieverteilung Wg
bestimmt.

Bewezs.

() = / e f (n (1)) ()
_ / d / AEf(6,(x))w(x)(H (z) - E)
~ [aews / i 1 (6@)w(@)5(H(z) - E).

Nun ist z—w(2)d(H (x) — E)da ein normierter Zustand mit Energie E und damit von der
Form (5.833. Also gilt fiir ihn (5.9). Damit finden wir

lim %/OTdt (f>t:/dEWE~Lf(x)duE(x)

Eine alternative Formulierung der Ergodenhypothese lautet (Boltzmann 1866):

“Der Gleichgewichtszustand eines Systems der Energie E ist die mikrokano-
nische Gesamtheit.”

5.1.2 Das Gibbs’sche Variationsprinzip

Eine weitere Begriindung dafiir, dass die mikrokanonische Gesamtheit (5.7) physikalisch
relevant ist, wird durch das Gibbs’sche Variationsprinzip geliefert. Das Prinzip basiert auf
dem Begriff der Entropie. Diese hat a priori nichts mit Temperatur oder Warme zu tun.
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Der Zusammenhang mit dem Entropie-Begriff aus der Thermodynamik wird erst spéter
hergestellt. Die Entropie ist definiert als

S(w) = —k:/w(:v) log(w(x)h3N) dx (5.10)
r
wobei h > 0 eine Konstante mit der Dimension [Energie| - [Zeit] also einer Wirkung ist.

S(w) léasst sich (in einem Frequentist-Bild) als Mass fiir die fehlende Information, die
notig wire, um den reinen Zustand eines Systems bis zur Prizession k3 zu bestimmen,
interpretieren: Nimmt man n Stichproben x4, ... x, aus der Wahrscheinlichkeitsverteilung
w(z), so ist die Anzahl Moglichekeiten die verschiedenen Stichproben aus den verschie-
denen Zellen zu ziehen ungefihr ~ e+%®) wie wir gleich sehen werden. Das heisst die
Anzahl Ja/Nein-Fragen die notig wéren, um herauszufinden in welchem Zustand die n
Kopien des Systems sind, ist ~ 7.5 (w)@.
Dass die Anzahl Maglichkeiten die Stichproben zu ziehen ist gleich ~ e%#5(“) ist, sieht man
folgendermassen: Die Anzahl Systeme im Zustand x (oder bis auf & in seiner Umgebung)
ist ndmlich

nw(x)h3N . (5.11)
Die Anzahl Konfigurationen der n Kopien, die mit (5.11) kompatibel sind, ist gleich

n!
B 5.12

wobei M gleich der Anzahl Phasenraumvolumen-Elemente ist und n; = nw(z;)h3Y die
Anzahl Teilchen in dem durch z; definierten Element bezeichnet.

Die Stirling-Formel besagt dass fiir n >> 1 die Naherung n! ~ (2)" gilt. Damit kénnen
wir (5.12) schreiben als

n nlogn

n (&

nfz\l}{ o enilogni  pnalogny

ni
nit...

nl 7LM
— e ™ log —-t...—npr log =24

— e~ > nw(z;)h3N log w(x;)h3N

h—0 n
- eks(w)

Eigenschaften der Entropie:

1) Die Entropie ist strikt konkav: Fiir w = Aw; + (1 — A)ws, 0 < A < 1, (w9 : Zusténde)
gilt
S(w) > AS(w1) + (1 = A)S(w2) ,
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mit “=" nur fiir A = 0,1 oder w; = ws.
Beweis. Dies folgt aus der strikten Konkavitdat von ¢ — —tlogt.

2) Trennungssatz: Sei w ein Zustand auf I' = I'y x I'y. Die Marginalverteilungen

wl(:cl) = / dflfg w(l’l,l’g) s w2(:c2) = / dl‘l w(l’l,l’g)
o Iy
sind Zusténde auf I'y, bzw. I'y. Es gilt
S(w) < S(wy) + S(ws)

mit Gleichheit genau dann, falls die Systeme I'y und ['s unkorreliert sind, d.h. falls
w(xy, o) = wi(x)wa(x2).

Bewelis.

dx

S(w) — S(wy) — S(wy) = —k/wlogwdx+k/w(logw1+logw2)dx:—k/wlog
r r

< —k/wle( d —1>d:£:—k/(w—w1w2)dx20.
r wiwz2 r

(= nur, wenn w = wywsy), wobei tlogt >t — 1 (= nur, wenn ¢ = 1) beniitzt wurde.

Wiz

3) Die Entropie bleibt unter der Hamiltonschen Dynamik erhalten:
S(wy) = S(w) . (5.13)
Beweis. Mit w;(z) = w(¢_¢(x)) ist
S(e) =~k [ w(6-i(w) lowlo-(o) do =~k [ w(y)logwly) dy = ()
r r

da det(0¢¢(y)/0y) = 1.

4) Der (endliche) Zeitmittelwert in (5.5) ist der Erwartungswert von f im zeitlich gemit-
telten Zustand
1 [T
or = — dt .
wr T /0 Wi

Die Entropie dieser Zustdnde nimmt zu,

S(@ar) > S(@r), (T>0,n=12.).
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Beweis. Analog zu (5.13) gilt

Zusammen mit (5.9) und

1 nT n—1 1 (n—1)T 1 1 nT
nT /0 e n (n—1)T /0 we ab + n T /( )T e

n—1

folgt
n—1 1
S(@m-1yr) + ES(@T) :

S(@nr) >

n
Wir Sind nun bereit, das Gibbs’sche Variationsprinzip zu formulieren.
Das Gibbs’sche Variationsprinzip:

“Unter allen Zusténden zu festen N, E hat der Gleichgewichtszustand die ma-
ximale Entropie”.

Eine moderne informationstheoretische Begriindung dieses Prinzips geht auf Jaynes zuriick,
welcher das Gibbs’sche Prinzip mit dem Prinzip des maximalen Unwissens erklért.

Bemerkung. Wir werden zeigen, dass dieser Zustand die mikrokanonische Gesamtheit
ist. Damit liefert das Gibb’sche Variationsprinzip ist eine weitere Rechtfertigung dafiir,
die mikrokanonische Gesamtheit als Gleichgewichtszustand zu interpretieren. Eine erste
Rechtfertigung hatten wir im vorigen Kapitel gesehen: Falls die mikrokanonische Ge-
samtheit den Gleichgewichtszustand charakterisiert, lassen sich Zeitmittelungen durch
Ensemblemittelungen ersetzen.

Beweis. (Die mikrokanonische Gesamtheit mazimiert die Entropie).
Die relevante Zustdnde sind diejenigen mit gegeben N und E und damit von der Form
dp(r) = w(zr)dr mit

w(z) =w(z)d(H(x) — E). (5.14)
Fiir alle Zusténde dieser Form ist die Entropie —00.' Um dieses Problem zu umgehen,

nehmen wir an, dass wir die Energie nicht exakt kennen, sondern nur bis auf eine Kon-
stante € > 0 genau.

Intuitiv kann dies mit Hilfe der Interpretation der Entropie als die Information iiber den reinen
Zustand verstanden werden. Im Vergleich zu einer Situation, in der man nichts iiber das System weiss,
hat man nédmlich co mehr Information, wenn man die Energie genau kennt.
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Formal betrachten wir statt w(x) den Zustand
w(zr) =0(x)d.(H(x) — E), (5.15)

wobei d.(H(x) — E) die approximierte -Funktion ist

de ()
2 0-(H(x) — E) = o.0(|H(x) — E| <e).

T 2

Das Problem ist nun, dass der Zustand w®(z) nicht mehr zwingend normiert ist, weil wir
fiir diejenigen Zustédnde mit H(x) # E nichts iiber @(z) wissen. Deshalb machen wir die
Annahme, dass

’/we(x)dx - 1‘ <€ (5.16)
gilt.
Ausserdem gilt

dc log 6. = —(log 2¢)9..

Wir betrachten nun zwei Verteilungen w; und wy von der Form (5.14). Dann gilt unter
der Annahme (5.16)

S(ws)|; =
—k / dr 8.(H(z) — E)i; log @i + klog(2¢) /d:): 0. (H(x) — E)(@s — &) — S(@) :

S

o)

mit

3(@) = —k / de 5(H (z) — B)i(x) log &(x) |
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Wir lassen nun die ~ weg. Fiir die mikrokanonische Gesamtheit (5.7) ist w(z) = S(E)™!
mit Entropie

S = —k/dx5(H(x) — E)Y ! logx ™t
:"1
= klogX(FE). (5.17)

Allgemein ist

S(w)— S = —k/dm S(H(z) — E) wllogw —log=-1) <0,

7

g

> -1

wieder mit tlogt >t — 1 (“=” fiir t = 1), wie behauptet. O
Wir werden nun die thermodynamische Entropie mit der hier definierten identifizieren.
Warum dies gerechtfertigt ist, wird im Folgenden besprochen.

Die mikrokanonische Zustandssumme () bestimmt damit die Entropie S(E, V, N) und
dadurch die gesamte Thermodynamik des Systems. Die Berechnung dieser Zustandssum-

me ist die Grundaufgabe der statistischen Mechanik. Im néchsten Kapitel werden wir dies
fiir ein ideales Gas tun.

5.1.3 Entropie des idealen Gases

Die Entropie des Gleichgewichtzustandes (der mikrokanonischen Gesamtheit) ist gleich
S(E,V,N) = klog [S(E)/r*"], (5.18)

wobel

Fiir ein 1-atomiges Gas (d.h. die Atome haben keine inneren Freiheitsgrade) mit N Ato-
men ist die Hamiltonfunktion gleich

2
)

N
b
H=Y" - (5.19)
=1

und damit

Y(E) = /5(H(q,p) — E)dqdp.
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Die -Funktion kann als Ableitung der Heavy-Side Funktion geschrieben werden

d d
N(E) = / a5 A& — H(g,p))dedp = 75 / 0(E — H(q,p))dgdp
=1 fa_llg ‘I-;(q,zt))gE H(q,p)<E

— d _ /N d 3N/2

H(q,p)<E

= %VNAgN(2mE)3N/2,

wobel V' das Volumen des Behélters ist und

k/2

FTTET)

das Volumen einer k-dimensionalen Einheitskugel im R* mit I'(n + 1) = n! bezeichnet.
Nach (5.18) ist

M| o
&= =

(5.20)

_ V
k7'S(E,V,N) =log Asy + N <logﬁ

3
+ 5 log QmE) + log

Der letzte Term ist fiir grosse Systeme mit £ ~ N unbedeutend. Mit der Formel von
Sitrling

N_-N 21\ % SN
F(N-‘-].):N'gN e s A3Ng<3—N) e?
ist dann

( \

3 2mmE N 3/2 1%

-1 = — . . -

KIS(BV.N) = SN+ N 1og<< N ) = ) (5.21)
linear in —_———— ‘el
Systemgrosse konstant linear in

L Systemgrosse )
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Dieser Ausdruck wichst stérker als linear in N und ist damit nicht mit der Extensivitét
der Entropie im Einklang. Der Vorschlag von Gibbs ist: dividiere ¥ durch N!. Damit
bekommen wir einen Zustatzterm —N(log N — 1) zur Entropie £~1S. Die modifizierte
Entropie lautet

5 2mmEN 3/2 \%
_1 I
2 N~
konstant

Dieser Ausdruck ist extensiv und stimmt mit demjenigen (1.17) fiir die Entropie, wie wir
sie in der Thermodynamik hergeleitet hatten, {iberein

U 1%
S—SozcvlogﬁojLRlogvo.

Dabei ist £ = U, Uy und V; sind Konstanten und ¢y = %

Die physikalische Begriindung der Gibbs’schen Vorschrift ist, dass (reine) Zusténde, die
sich durch Permutation identischer Teilchen unterscheiden, zu identifizieren sind. So 16st
sich auch das Gibbs’sche Paradoxon (3.10): Sobald die Teilchen sich in zwei infinitesimal
verschiedene Sorten aufteilen, ist durch N;!Ny! statt N! zu dividieren, d.h. zu (5.22)
kommt hinzu

NI 2 N,
1 (7) >~ N7 N log 2
EAGYATA ; SN

Das ist gerade die Mischentropie.

Dass identische Teilchen fundmental ununterscheidbar sind, kann erst mit Hilfe der Quan-
tenmechanik erklirt werden. Wir werden im folgenden die Gibbs’sche Vorschrift jeweils
implizit enthalten ist.

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass der Zustand

w(x)de = ¢(E)'0(E — H(z))dx ,

F) = d
o(E) /H(x)@x

fiir grosse Systeme dieselbe Entropie pro Teilchen liefert wie die mikrokanonische Gesamt-
heit. So wiirde in (5.20) bloss der letzte (unbedeutende) Term entfallen. Dies liegt daran,
dass die Zustandssumme im Gleichgewicht exponentiell in der Energie wéchst

N(E) = 5@

o oS(Bo)+ 55 5y (E—Eo)

— S (Eo)+ 5 (E—Eo)
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5.1.4 Der Gleichverteilungssatz

Wir betrachten ein Hamiltonsches System mit f Freiheitsgraden. Sei (xy,...,29f) =
(Q1>p17 ceey Qfapf)

Gleichverteilungssatz:

(sige )

Lj

(B)-! /F dz §(H (x) —E)a:ig—Z

= 4 {% log gb(E)} - (5.23)

Dabei bezeichnet < . > den Mittelwert iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Gleich-
gewicht.
Mit S = klog X(E) =~ klog¢(FE) gilt

OH 1d !
i=—) = 0;; | -—=S(F
(@ axj> g [kdE ( )}
Beispiel:
H = Z 9™ (@, - -qp)pipe + Vi, - qp) (g% =g").
ik
Hier ist Pyt
Dig— =2 ikpz‘p )
O, ;9 k

also

i 1 -
<ngpipk>:§kT, (i=1,...f),
k
Falls ¢** diagonal ist, finden wir

> g*pipe = g'p}.
k

Das ist gerade die kinetische Energie dieses Freiheitsgrades. Diese ist also unabhéngig von
7: In jedem Freiheitsgrad ist der gleiche durchschnittliche Betrag an kinetischer Energie.

Bemerkung: Dasselbe Argument gilt auch fiir die Terme fiir die potentielle Energie, falls
sie quadratisch sind.
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Beweis.

5 . J

— dr—>|x;(H(x) — F)] =04 de (H(x) — FE

T\, Do HE Y )
=0:H(x)= E auf dem Rand

_ - _ . O(E)
= §,5(B) 1/{H<E}dx—52]d¢/dE

d -1
= 0y ld—Eloggﬁ(E)} )

= X(E)™!

da X(E) = do/dE. 0

Beispiel. Ideales Gas aus 2-atomigen Molekiilen.

Als Lagekoordinaten verwenden wir Schwerpunkts- und Re-

o O lativkordinaten, wobei wir letztere in den Fallen (i) und (ii)
d durch Polarkoordinaten darstellen. Der Gesamtimupls ist P

und die relativen Impulskoordinaten sind p,, ps, p,-

Die kinetische Energie ist

152 1 p2 p2
K=- —(2 Do 0 )
2M+2 T+r2+r28in29

i) Starre Verbindung:

Es gilt die Zwangsbedingung r = d und p, entfillt. V = 0 und die Anzahl Freiheits-
grade ist f =3 +2 =5 pro Molekiil: Translation (p,py, p.) und Rotation (pg, py).
Die mittlere Energie ist also gleich

5 5
(H)=3N kT, v =gk.

ii) Verbindung elastisch schwingend um Distanz d > 0 (Potentialterm ist quadratisch):
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Die Anzahl Freiheitsgrade ist gleich f = 3+ 3+ 1: Translation (p,, py,p.) , Rotation

und Schwingung (p,, pg, p,) und ein weiterer vom Potentialterm ~ (r — d)2.

7 7
(H>—2N-kT, cv—2k.
Wird das Potential steifer, so ist der Ubergang zu (i) unstetig. Der Widerspruch wird
innerhalb der Quantenmechanik aufgelost: Der harmonische Oszillator hat diskrete
Energieniveaus. Der Ubergang zwischen dem Grundzustand und dem ersten ange-
regten Zustand ist diskret. Der Energieunterschied entspricht der Anregungsenergie
fiir die Schwingung.

iii) Verbindung elastisch schwingend um Distanz d = 0:

In diesem Fall gibt es drei Freiheitsgrade, welche den Potentialtermen entsprechen
und proportional sind zu (22, y?, 22).

9 9
<H>:§N]€T, CVzék'

Falls die potentielle Energie V' ~ ¢" ist, gilt

Ein Beispiel fiir ein solches Potential mit sehr grossem r ist der rechteckige Potentialtopf.
Hier ist fast die gesamte Energie kinetisch.

5.2 Die kanonische Gesamtheit

Wir betrachten zwei Systeme im thermischen Kontakt mit
V> V, N > N. Der Zustand des Gesamtsystems “0” sei
AN, N’ A, N die mikrokanonische Gesamtheit zur Energie E. Die Hamil-
tonfunktion sei

Hy(w,7') = H(z) + H'(z') (5.24)

Reservoir
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(bis auf vernachldssighare Wechselwirkungen). Der Zustand des kleinen Systems ist dann

w(z) = EOEE) /F,d:c’(S(H(x)jLH’(:c’)—E)
1

=5, E)E’(E—H(x))

(
_ 1 sEn@)
¥o(E)

Im Gegensatz zu Y/, ist S’ eine langsam verdnderliche Funktion in der Energie (siehe zum
Beispiel Kapitel 5.1.3). Wir betrachten ihre Taylorentwicklung:

! 2 Q/
oS i 10°8

! _ — ! _ . - . 2
S"(E — H(zx)) = S"(E) 55 (x) + 5 97 H(z)*+... (5.25)
Im Limes (E,V’, N') — oo (homogen) ist
S'(E)=O(N"), (extensiv)

058" 1 : :

5E =T = o(1), (intensiv)
025’ 1
o =)

sodass man in (5.25) nur die ersten beiden Terme behalten muss:

L i)~ 1a@)
w(x) = e T 5.26
(z) S0 (E) (5.26)
_ Y(E) _suE _ 1
T SEC (5 - ﬁ)
1
= — e PHE) 5.27
Z(®) (>:21)
(Boltzmann 1884, Gibbs 1902) mit
Z(B) = / dr e PH®) (5.28)
r

Der Zustand (5.27) heisst kanonische Gesamtheit und beschreibt ein System, das an ein

Reservoir der inversen Temperatur [ := % gekoppelt ist. Die kanonische Zustandssumme
(5.28) ist

Z(B) = / dEdz §(H(z) — E)e 1@ = / dEe PPY(E) . (5.29)
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Mathematisch ist die kanonische Zustandssumme also die Laplace-Transformierte der mi-
krokanonischen.
Mit logw(z) = —8H (z) — log Z(B) ist die Entropie der kanonischen Gesamtheit

S(B) = —k:/w(x) logw(x)de = kB{H) + klog Z(B) (5.30)
und die freie Energie
FB) = U-TS=(H)-—

— —%log Z(B) : (5.31)

die kanonische Zustandssumme bestimmt F'(7,V, N) und dadurch die Thermodynamik,
wie schon (5.17).

5.3 Aquivalenz der Gesamtheiten

Ist die Thermodynamik, die durch (5.17) aus der mikrokanonischen Gesamtheit, bzw.
durch (5.31) aus der kanonischen bestimmt wird, dieselbe? Wir werden sehen: fiir gros-
se Systeme, ja. Die Aquivalenz der Gesamtheiten ist im folgenden, fiir grosse Systeme
kommutativen Diagramm dargestellt:

mikrokanonisches (1) kanonisches
System Laplace System
Zustandsumme Y(F) Z(B)
Transformation
log | (0) (3) | log
(2)
Legendre

Potential k=1S(F) ; BE(B)
Transformation

(falls die Systeme aquivalent sind)

Pfeil (0) ist gegeben durch (5.17). Wie wir oben gesehen haben gehen Mathematisch
die Zustandssummen durch die Laplace-Transformation ineinander iiber (Pfeil (1)). In
der statistischen Mechanik haben wir aber nicht verlangt, dass die Systeme dquivalent
sind (einmal haben wir die Energie und einmal die Temperatur fixiert). Wir werden jetzt
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zeigen, dass die Beschreibungen auf thermodynamischer Ebene gleich sind.
Wir beginnen mit Pfeil (2). In der Thermodynamik (vgl. (2.31)) ist

—AF(B) = —pf(U(S) - T59)
S(E)
- 22 BE 32
sup (=, — 4E) (5.32)
d.h. —GF(B) ist (als Funktion von —f) die Legendretransformierte von —S(E)/k. Das
Supremum wird angenommen fiir
Es ist apriori nicht klar, dass dies der freien Energie aus (5.31) entspricht. Dies (Pfeil (3))

zeigen wir jetzt. Nach (5.29) ist

Z(B) = / dEe™PEY(E)

= /dE e9(F)

mit
g(E) = —BE+logXx(F)
= %S — pE (extensiv).
Weiter gilt
By — _g4 195
" _1a*s 1
9"(E) = == =0(5)-

Das Maximum des Integranden'” befindet sich bei der Energie £ = Ej,, wo ¢'(Ey) = 0,

d.h. wo
1dS

RdE|,
Der grosste Beitrag zum Integral (5.29) stammt also von der der Energie £ = Ej, die
mikrokanonisch dieselbe Temperatur hat wie das Reservoir. Mit der Naherung

=3,

9(E) = 9(En) + 56"(E)(E — B

17 Aus der Definition 5.28 folgt, dass das Integral existiert, falls der Zustandsraum riumlich begrenzt
ist. Weiter wissen wir, dass die Entropie konkav ist, somit ist % eine monoton fallende Funktion in F.
Aus dem Ausdruck fiir ¢’(F) sieht man dann, dass g(E) nur einen Extremalpunkt haben kann, der somit
dem Maximum entspricht. Aus der Existenz des Integrals 5.28 folgt ausserdem, dass g(F) im Unendlichen
gegen —oo gehen muss. Damit hat die Funktion g(F) mindestens ein Maximum.
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konnen wir eine Sattelpunktsapproximation anwenden
Z(B) = e~PEo+1S(E0) / AE o9 (Bo)(B—Eo)?

1

— e BFFBO(, | ——).
< HOW )

wobei —fF(f) nun durch (5.32) gegeben ist. Damit gilt

log Z(3) = —BF(B) + O(log N) ,

was fiir grosse Systeme mit (5.31) iibereinstimmt.

5.4 Die grosskanonische Gesamtheit

Wir betrachten zwei Systeme im thermischen und materiellen
Kontakt mit V' > V. Die reinen Zustédnde des Gesamtsystems

A A “0” sind (2/,z) € Ty (A) x T'y(A), wobei N', N beliebig sind
: bis auf N’ + N = N,. Die Hamiltonfunktion sei (5.27) und
das Gesamtsystem sei in der kanonischen Gesamtheit. Der
- Zustand des kleinen Systems ist dann
Reservoir
T
Z8) Sy, s
Z,(Ba NO - N)e—BH(x)
Zo(B)
—BF'(8,No—N
Zo(B)
Hier ist

F/(6>NO - N) = F/(6>N0) - /"LN+ O(]'/NO) ’
und damit, wenn das Reservoir unendlich gross wird,

o~ B(H(z)=uN)

N
2(6,p) = N dre PH@=1N) (5.33)
A

102



Dies ist grosskanonische Gesamtheit, bzw. Zustandssumme. Die Zustandssumme lésst sich

auch schreiben als
o0

BB, )= Nan(B), 2= (5.34)

N=0

(z: Fugazitét). Analog zu vorher findet man
QB,p) = U=TS—puN
|-
= 3 log Z(8, ) - (5.35)

Analog zu vorher kann man wieder zeigen, dass sich daraus dieselbe Thermodynamik
ergibt.
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6 Magnetische Ordnung

Auf dem Weg zum Verstédndnis der allgemeinen Theorie der Phaseniibergénge ist das
Studium magnetischer Systeme besonders instruktiv. Wir definieren die gebrauchlichen
Modellsysteme — das Heisenberg —, XY — und das Ising — Modell, wobei wir uns auf ein
klassisches mikroskopisches Modell beschrinken wollen.

6.1 Modellsysteme
6.1.1 Heisenberg-Modell (HbM)

Wir betrachten Spins §Z auf einem Gitter, die geméss Jijgi . §] wechselwirken. Oft wird
die Wechselwirkung auf die z nédchsten Nachbarn eingeschréankt und “isotrop” angesetzt,
Ji; = J fiir (4,5) und O sonst. Hier bezeichnet (i, j) néchste Nachbarn. Im endlichen

dusseren Feld h ergibt sich der Hamiltonian

Ho= —J> S8 => pSi-h=Hy+H™ (6.1)
(i.3) i
J > 0:ferromagnetische Kopplung, 11: £ = —J; 1|: F = J,
|§; | = 1, klassische Spins,
i = magnetisches Moment.

Die Tatsache, dass eine parallele Ausrichtung der Spins energetisch giinstig ist, beruht
nicht, wie man vielleicht zuerst annehmen wiirde, auf der magnetischen Wechselwirkung.
Genau kann der Wechselwirkungsterm erst im Rahmen der Quantenmechanik verstanden
werden. Dort zeigt es sich, dass die Gesamtwellenfunktion, welche aus einem Orts — und
einem Spinanteil besteht, wegen dem Pauliprinzip antisymmetrisch sein muss. Diese ist
antisymmetrisch, wenn entweder der Ortsanteil oder der Spinanteil antisymmetrisch ist.
Aufgrund der Coulombabstossung erweist sich eine antisymmetrische Ortswellenfunktion
als energetisch giinstiger als eine symmetrische, weil dann die abstossenden Teilchen we-
niger stark iiberlappen. Deshalb muss der Spinanteil symmetrisch sein: Die Spins richten
sich parallel aus.

Die Anzahl ndchster Nachbarn z ist vom Gitter abhéngig — fiir ein kubisches Gitter ist
z = 2d, wobei d = die Dimension ist.

Die Wechselwirkung J kann auch negativ sein — man spricht von antiferromagnetischer
Kopplung. Ist das Gitter zweiteilig (bipartite), kann eine antiferromagnetische Ordnung
auftreten mit entgegengesetzter ferromagnetischer Ordnung auf den beiden Untergittern.

Ist das Gitter nicht zweiteilig, so treten Frustrationen auf, z.B. auf einem Dreiecksgitter
in 2D.
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Frustrationen im 2D-Dreiecksgitter: Der dritte Spin ver-
letzt immer eine ‘Bindung’.

J<O0 J<O0

?
J<O0

In einem Spinglas ist die Kopplung J;; zufillig 4+/—. Analytisch sind Spingléser nicht be-
handelbar, man wendet daher numerische Methoden an. Im ersten Kapitel hatten wir den
Gleichgewichtszustand als denjenigen Zustand definiert, welcher das System nach langem
Warten erreicht. Tatséchlich kann diese Zeit zum Beispiel im Fall von Spinglidsern sehr
lange sein. Fiir T" — 0 gibt es zwar ein mathematisches Minimum der Energie, aber das
System findet diesen Grundzustand nicht in endlicher Zeit.

Ein weiteres Beispiel fiir ein System, das den Grundzustand nur langsam erreicht, ist das
Pechtropfenexperiment, welches auch als das langweiligste Experiment aller Zeiten bezeich-
net wird. 1927 wurde fliissiges Pech in einen unten verschlossenen Trichter gefiillt. Nach-
dem es drei Jahre Zeit hatte, sich zu setzen, wurde der Trichter dann geéffnet. Der Grund-
zustand des Systems ist offensichtlich derjenige, in dem alles Pech aus dem Trichter geflos-
sen ist. Heute wartet man auf den 9. Tropfen (siehe: http://smp.uq.edu.au/content /pitch-
drop-experiment).

Das Heisenbergmodell hat O(3)-Symmetrie: Der Hamiltonian ist invariant unter Rota-
tionen des Systems und des &dusseren Feldes. Im Folgenden betrachten wir Modelle mit
anderen Symmetrien.

6.1.2 XY-Modell

Im XY-Modell ist die Freiheit der Spins auf eine Ebene eingeschréinkt — man wéahlt oBdA
die zy —Ebene. Statt O(3) haben wir O(2) Syemmtrie. XY-Symmetrie in magnetischen
Materialien findet man aufgrund von Anisotropien - z.B. eine “easy-plane” Anisotropie,
wo sich der Spin vorzugsweise in einer Ebene bewegt.
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6.1.3 Ising-Modell

Reduziert man den Freiheitsgrad des Spins auf eine Achse (“easy-axis” Anisotropie im
Festkorper), so erhédlt man das Ising-Modell,

H=—J> Si8:—phy SF=Hr+H™ (6.2)
(i,5) i
Seine Symmetrie ist durch die diskrete Gruppe Z, = {1, RmitR? = 1} gegeben.

6.2 Relevante Grossen

Die lokale Magnetisierungsdichte ist definiert als
(i) = (3 nSis (- 7)) (6.3)

wobei S; den (klassischen) Spin und p das assoziierte magnetische Moment bezeichne. Im

homogenen Fall ist (mi(7")) = (m ) und die Magnetisierungsdichte als

(i) = (6.4)

<|=u

definiert, M ist das (extensive) magnetische Moment. Die Magnetisierungsdichte m spielt
die Rolle einer thermodynamischen Variablen, von der Grossen wie Entropie oder Energie
abhingen.

Im nicht wechselwirkunden System bedarf es eines Magnetfeldes h # 0, um ein endliches
Moment zu erzeugen,

HE = — / dr (7 - h(7). (6.5)

Das externe Magnetfeld A(7) definiert die zu m(7) konjugierte Variable (diese wurden in
der Vorlesung iiber klassische Mechanik definiert). Die Zustandssumme ist gegeben durch

Zy(T,h) = Z o~ BHuTH (R)]. (6.6)
{Sk}

wobei {Si} die Menge aller Spin-Konfigurationen bezeichnet.
Es sei x € { Sk} eine bestimmte Konfiguration. Im letzten Kapitel (siehe Gleichung (5.27))
hatten wir gesehen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir diese Konfiguration im Gleichgewicht
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bei inverser Temperatur 8 gegeben ist durch w(zx) = %e_ﬁH (@) Die Magnetisierung ist
damit im Fall, wo das externe Feld homogen ist

= —Zlog Zy(T, h). 6.7
o gZn( ) (6.7)

Falls das externe Feld ortsabhéngig ist, gilt entsprechend fiir die i-the Kompontente von
(m(r))

18log Zy(T, k)

8 oh(r)

wobei 6h;(7) die Variation nach der i-ten Komponente der Funktion h(7) bezeichnet.

In der ferromagnetischen Phase wird die langreichweitige Ordnung durch den Spin-Spin-
Korrelator quantifiziert

(mi()) =

C(r, ) = (m(r)m(r)). (6.8)

Wiéhrend diese experimentell oft nicht direkt gemessen werden kann, ist eine experimentell
zugangliche Grosse die Suszeptibilitdt

o O (my; (1

Xii (7, 7") = %
1 6%log Z(T, h(
B 6hi(7)ohy ()
= Blmu(7)my (7)) — (ma (7)) {my (7))
= B1<( mi(i") = (ma())) (my (i) = (m; (7))
= o (0mi(7)) (amy (7))

(6.9)

6.3 Phaseniiberginge und Symmetriebrechung

Eine ferromagnetische Wechselwirkung tendiert dazu, die Momente auch in Abwesenheit
eines direktionierenden Feldes auszurichten. In der freien Energie F' = U —T'S erzeugt der
entropische Beitrag bei hohen Temperaturen eine paramagnetische Phase. Bei niedrigen
Temperaturen gewinnt der Energieterm und die freie Energie wird durch die ferromagne-
tisch geordnete Phase minimiert.
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yd ¢ A < A A A f f Paramagnetische und ferromagnetische Pha-
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In der ferromagnetisch geordneten Phase wird die Symmetrie des Hamiltonian spontan
gebrochen. 7.B. wird die O(3)-Symmetrie des h = 0 Heisenberg-Hamiltonian durch die
Auszeichnung einer Magnetisierungsrichtung (m) im Grundzustand/in der ferromagneti-
schen Phase gebrochen. Da der Zustand {S; } zu 7 und der Zustand {—S; } zu —rh iden-
tische Energie haben, ist (/) streng genommen identisch 0. Mathematisch miissen wir die
Symmetrie explizit brechen, um eine endliche Magnetisierung zu finden, z.B. durch den
folgenden Grenzprozess:

(m(T)) = lim lim (7 (T, h, N)), (6.10)

h—0 N—00

wobei (m(T, h, N)) durch Gleichung (6.7) definiert ist.
Damit erhalten wir das folgende Phasendiagramm:

h
Phasendiagramm fiir gebrochene Sym-
¢ 1te ote metrie
}
0 ! T T

kritischer Punkt

Der Ubergang bei 7, im h = 0 Feld ist zweiter Ordnung: Die Magnetisierung wéchst
hingegen stetig von 0 fiir 7" < T,. Der Ubergang bei T" = const. < T, und h = 0 ist erster
Ordnung: Die Magnetisierung springt von —|m|é auf |m|eé.
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Die Zustandsfunktion (m (7, h)) hat dann die folgende Form:

ml\

0 / h Zustandsfunktion (mi(T, h))

<

Fiir 1 = 0 spielt die spontane Magnetisierung (i7i(T))) die Rolle des Ordnungsparameters,
der spezifiziert, wie (d.h. in welche Richtung) die Symmetrie spontan gebrochen wurde.
Mit der spontanen Symmetriebrechnung wird eine langreichweitige Ordnung im System
etabliert.

6.4 Molekularfeld (Mean-Field) Theorie
Wir starten vom Hamiltonian (6.2) im Ising-Modell,

H=—J) SiS;—uh> S, (6.11)
(t.7) i

wo die Bindung (i, j) einmal gezdhlt wird. Jeder Spin bewegt sich im dusseren Feld h und
im effektiven Feld seiner Nachbarn

phly = ph+Y " JS;. (6.12)
J

In der Molekularfeldapproximation ersetzen wir S7 in (6.12) durch ein mittleres Feld (S),

ph' = ph + zJ(S)

109



Damit erhalten wir den Einteilchenhamiltonian durch Einsetzen in Gleichung (6.11)

J z z z
Ho= - ;[(Si 6—S2<S>) + (9]I(SF = () + (5)] - uhZi:Si
_ —%Nz Zasz—uhZSz JZ(SSZcSSZ

~ gzN —,uh'z i

wobei wir jede Bindung zweimal gezéhlt und die Quadrate der Fluktuationen weggelassen
haben.

J
Hyur = EZN — ,uhlz St

Dieser Hamiltonian ist (bis auf die Konstante) eine Summe von Einteilchenhamiltonians
Hy = —aS*, a = ph'. Dies ermglicht die Berechnung der fiir die statistische Mechanik
relevanten Grossen. Die Zustandssumme lésst sich schreiben als

ZN(Tv h’) = Zl (T7 h)Nv
mit
Z, = P + ¢7P* = 2cosh fa.
Den Parameter (S) erhélt man dann mit Gleichung (6.7) aus der Selbstkonsistenzgleichung
0
<S> = W In Zl

0
= %—a In 2 cosh S

= tanh(’uh%z;w»

— ph = kgT artanh (S) — zJ(S5). (6.14)
Die untenstehende Figur zeigt eine graphische Analyse der Funktion (S).

(6.13)

Fir T < T, gibt es Losungen fiir o = 0 mit (S) # 0. Damit erhalten wir 7, aus der
Bedingung

oph 0 B
25 = a<5>(kBT<S>—zJ(S)) =0
kT, = 2J (6.15)
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(S)

T<T¢

Dabei haben wir benutzt, dass artanh (z) ~ z fiir z < 1.
Das Verhalten nahe bei T, erhalten wir aus der kubischen Approximation
S 3
ph = k:BT<(S) + %) —2J(S).
Wenn wir das dussere Feld h gegen 0 streben lassen und T < T, gilt, ergibt sich die
spontane Magnetisierung aus

(5)? _
kBT<1+T> 2] =0,
kpT.
T,
2 —° _
S 3<T 1)’
T
—(S) ~ +V3/1-— R (6.16)
Fir T'— 0 ist (S) &~ 1 und wir haben
1 (149 1 2
artanh ((S)) = 2log<1_<5>) ~ 210g(1_<5>).
Einsetzen in Gleichung (6.14) liefert fir h = 0
(S) ~ 1 — 2 2Te/TNE) g 1 — 9 2Te/T (6.17)

Insgesamt ergibt sich also eine Temperaturabhéngigkeit wie in unterstehender Figur fiir
die Magnetisierung.
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1_2e_2t Magnetisierung als Funktion von 7" bei

Die obigen Resultate sind im wesentlichen unabhdngig von der Dimensionalitidt des Mo-
dells. Letztere geht nur via z ~ 2d ein und erhoht 7. Dies ist ein erster Hinweis, dass
hohere Dimensionalitat die geordnete Phase stéarker bevorzugt.

Bei niedrigen Dimensionen liefert die MFT allerdings oft ungenaue Ergebnisse. Im fol-
genden studieren wir, wie die MFT in magnetischen Systemen bei niedrigen Dimensiona-
litdten versagt.

6.5 1D-Ising Modell

Das folgende einfache Argument zeigt, dass das Ising-Modell in 1D bei endlichen Tem-
peraturen keinen Ferromagnetismus zeigt: Betrachte die geordnete Ising-Kette in unten
stehender Figur.

A e s o o
AR RRARRRR AR

) Geordnete [sing-Kette und
Doménenwand Doménenwand in der Ising-Kette

Die Einfithrung einer Doménenwand kostet eine Energie 2.J. Indem die Doménenwand in
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jedem der N —1 Zwischenrdume platziert werden kann, kostet die Doménenwand die freie
Energie
Fpw =2J —Tlog(N —1). (6.18)

Fir N — oo ist Fpy < 0 fir alle 77 > 0 und das Ising-Modell zeigt keine geordnete
Phase. Nur bei 7" = 0 ist ferromagnetische Ordnung moglich; man sagt, dass T, = 0 sei.

Das 1D-Ising-Modell lasst sich zudem ezakt 16sen, wozu man sich der Transfermatriz-
Methode bedient. Diese kann fiir Systeme verwendet werden, welche sich so in Subsysteme
unterteilen lassen, dass jeweils nur benachbarte Subsysteme miteinander wechselwirken.
Wir betrachten N Spins mit periodischen Randbedingungen S; = Sy41. Die Zustands-
summe Zy (T, h) aus Gleichung (6.6) ldsst sich schreiben als

Zn(T,h) = Y e Pl H @) (6.19)
{Sk}
N
ext (7 h
= Z e BHa+H (h)] Z Z - Z exp (ﬁ Z [JSkSk_H + %(Sk + Sk-l—l)])
{Sk} S1 S2 SN k=1
(6.20)

Wir definieren die Transfermatrix 7" durch
T= ( e—BJ eBlI—nuh] = T T.14)° (6'21)

Dabei ist T, 5, die Wahrscheinlichkeit, dass wenn sich der k-te Spin im Zustand S; befin-
det, der £ + 1-te im Zustand S ist.

Mit S; e {( (1) ) , ( (1] )} lasst sich Zy schreiben als

ZN(Th) = Y. Ts,5.Tss, - Tsysn.,
S1 SN

= > .. SIT85TS;s .. SK Sy
S Sw
= > SIT Y 885 | 1S5 [ >SSk | TSy
§1 §2 §N
1 1
= > S[TVS
8
= M+
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Die Eigenwerte A+ der Transfermatrix 7" ergeben sich zu

ph h
Ay = e/keT [cosh kBT \/smh2 k'l; + e‘4J/kBT] (6.22)

Im thermodynamischen Grenzwert N — oo ist nur der grossere Eigenwert A, > A_
relevant. Mit Gleichung (6.7) erhalten wir die Magnetisierung

<m(Ta h)) = ANT ~T lOg ZN (T’ }_i)

h Klein " sinh(uh/kgT)
\/sinhz(uh/kBT) + e—4J/kBT

2
h=0 p=h 027 /kBT

Ko — 0.

Es gibt also keine spontane Magnetisierung. Die Suszeptibilitéit

8_7”_ I o2J/kBT

o~ kT (6.23)

X:

divergiert fiir T'— 0 und signalisiert damit den T" = 0 Phaseniibergang.

6.6 2D-Ising-Modell

Wir geben ein Argument, dass das Ising-Modell in 2D einen Phaseniibergang bei endli-
chen Temperaturen zeigt, indem wir einen Beweis konstruieren, dass bei h =0 und 7" > 0
gentigend klein, eine endliche Magnetisierung (S) > 0 existiert.

Betrachte den T' = 0 Grundzustand mit allen Spins 1= +. Erhohen wir die Temperatur,
so erscheinen |= — Doménen, die eine Energie 2JL kosten, wobei L = die Léange der
Doménenwand ist. Die Ausdehnung dieser Doméne kostet eine Energie die proportional
in L ist und wir werden sehen, dass sie von der Entropie nicht wettgemacht werden kann,
die Phase bleibt bei geniigend kleinen T > 0 geordnet.

Beachte: Eine Domséne in 1D kostet L°, in 2D L! und in d Dimensionen L*~!. Somit wird
mit zunehmender Dimension die geordnete Phase “stabiler”.
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Doménenbildung aus dem Grundzustand

Beweis (Peierls, Griffiths):

Wir betrachten einen beliebigen Spin S* im Gitter; p, sei die Wahrscheinlichkeit, dass
S*=1list,p_+pr =1,(S")=p, —p_.

Wir fixieren den Rand auf +. Langreichweitige Ordnung stellt sich ein, falls (S*) =
1 —2p_ ~ 1. Um eine Bedingung dafiir zu finden, schiatzen wir p_ ab.

+++++++++++

_|.j_”’_’ = ’_”’_’1 +Z S Zum Beweis von Peierls und Griffiths: Gestrichelte
+w +‘ - — == +F F + Linien sind die durch Doménengrenzen definierten
+‘—‘++———++++ Loops.

+—++——F++++

+‘—’—"’—’—‘+ +++++

+———F+ +—-——+

+7-7I-"-F7-7I-7+ +4+—— =+

+++++++H-——F+

+++++++FF++

Ist S* = —1, so liegen eine ungerade Anzahl 2n+1 Loops zwischen S* und dem Rand. Die
Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Konfiguration ist gegeben durch Gleichung (5.27).

Die Wahrscheinlichkeit einer Konfiguration mit S* = —1 l&sst sich dann schreiben als
p-= >, w)
Konfigurationen
mit S*=—1
_ E 1 —2JLiot /kBT
= Z@ ,
Konfigurationen
mit S*=—

wobei L die Gesamtldnge aller Loops in dieser bestimmten Konfiguration bezeichnet.
Dies lésst sich aufteilen in eine Summe {iber alle Konfiguration mit einer geraden Anzahl
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Loops und einer iiber alle innersten Loops, die mit den &usseren kompatibel sind. Es
bezeichne Ly die Gesamtlinge der dusseren Loops (ohne den innersten) und L die
Lénge des innersten Loops.

1
P = Z Ee—zJLm/kBT

Konfig. mit ungerader

Anz. Loops um S*

- Z Z le—zJLmt/kBT
Z

Konfig. mit gerader innerste Loops
Anz. Loops um S* komp. mit dusseren

_ § § 1 —2JLyest /kBT ,—2JL/kpT
= 26 e

Konfig. mit gerader innerste Loops

Anz. Loops um S* komp. mit dusseren
< E § le—QJLrest/kBTe—QJL/kBT
Z
Konfig. mit gerader alle innersten
Anz. Loops um S* Loops
= E 16_2JLrest/kBT E e—QJL/k‘BT
Z .
Konfig. mit gerader innerste Loops

Anz. Loops um S*

-~

g

p+<1

< Sy,
L

wobei g(L) die Anzahl Loops der Liange L bezeichnet. Diese Grosse werden wir nun
abschétzen.

In unserer Abschéitzung von g(L) starten wir an einem beliebigen Punkt in der Doméne.
Fiir die Fliche der Doméne setzen wir das Maximum (L/4)? an. Tm ersten Schritt wihlen
wir aus vier Richtungen, in jedem folgenden aus deren drei. Wir ignorieren Uberschneidungen,
weil dadurch die Anzahl Konfigurationen nur grosser wird. Damit erhalten wir

Der letzte Faktor beriicksichtigt, dass wir an jedem Punkt des Loops starten konnen und
selbigen im (Gegen-)Uhrzeigersinn durchlaufen. Damit finden wir

(6.24)

>~ L
D < Z ' gL—2JL/T

24
L=4.6,...
il P N LA |
< o dae , Q T n3
L=45
1 d e o 5 e o
_ lyood 5 e 2
24( da1—e—a)<241—e—a’ (6.25)
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und
4o

5
SNV =1-92p. >1— >
N P 121 — ¢

fir T' < J, e < 0.41. Damit existiert unterhalb von 7" = J mit Sicherheit eine geordnete
Phase.

> 0.98 (6.26)

Fiir das Heisenberg- und das XY-Model folgt aus dem Theorem von Hohenberg, Mermin
und Wagner, dass es hier keine langreichweige Ordnung gibt: In Systemen mit konti-
nuierlicher Symmetrie (n > 2) wird jede langreichweitige Ordnung in einer und zwei
Dimensionen durch Fluktuationen zerstort.

n

Heisenberg 3+ X X ° e7. >0
XY 2+ X Xe e xT. =0
Ising 1+ X ° °

o

Obige Figur zeigt, in welchen Systemen es langreichweitige Ordnung bei endlicher Tem-
peratur gibt. Der Fall des XY-Modells in 2D ist marginal: das System verhilt sich fiir
endliche T wie ein kritisches System, die langreichweitige Ordnung wird nur langsam
zerstort (polynomiale statt exponentielle Abhéngigkeit von der Distanz).
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Bemerkung:

Bei der Besprechung des Ising-Modells wurde erkléart, warum Systeme mit hoher Dimen-
sion stabiler fiir langreichweitige Ordnung sind: die Energie-Kosten einer Domé&nenwand
der Lange L skaliert wie L', wobei d die Dimension ist. Aus dem gleichen Grund sind
auch Harddisks in zwei Dimensionen stabil gegen Fehler. Ein Bit wird hier durch N Spins
kodiert: Alle Spins 1 bedeutet 0 und alle | bedeuted 1.

In einer Dimension kostet nur die Initialisierung des Fehlers durch einen Spinflip Energie.
Dessen Fortpflanzung kostet dann nichts mehr.

kostet Energie 2.J kostet keine Energie mehr

[T = U = 11T

In zwei Dimensionen hingegen kostet auch die Fortpflanzung des geflippten Spins Energie.
Damit das ganze Bit fehlerhaft wird, miissen zuerst mindestens die Hélfte aller Spins
geflippt und die damit verbundene Energiebarriere iiberwunden werden.

kostet Energie 4. kostet nochmal Energie

[T [T [T
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7 Der dritte Hauptsatz

Durch Beobachtungen an chemischen Reaktionen motiviert, formulierte Nernst 1906 die
folgende Aussage:

“Jede chemische Reaktion verlauft am absoluten Nullpunkt ohne Entropie-
anderung.”

Planck (1911) verschéarfte dies zum 3. Hauptsatz:

“Fiir jedes System strebt die Entropie fiir 7" — 0 gegen einen von anderen
Zustandsvariablen z (z.B. fiir ein Mehrstoffsystem = = (V, Ny,...N,) oder
x = (p, N1,...N,)) unabhingigen endlichen Wert.”

Dieser Wert kann Null gesetzt werden durch Normierung der Entropie (1.8):

lim S(T,z) =0 . (7.1)

T—0
In der Form (7.1) des 3. Hauptsatzes sind zwei Aussagen enthalten:

Ezxistenz des Limes: Die Integrale

S(T,V) = /OTdTCV(T),

T

S(T,p) = /OTdTC” 7)

T

konvergieren bei 7 = 0. Dies erfordert ¢,y — 0, ¢, — 0 fiir 7" — 0.

Unabhdingigkeit des Limes von den festgehaltenen Variablen:

(erstes Gleichheitszeichen: Maxwell-Relationen). Druck- p~1(9p/0T)y und Ausdehnungs-
koeffizient V=1 (0V/dT), verschwinden fiir T' — 0.
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Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts:

Wir geben eine heuristische Begriindung, dass aus dem 3. Hauptsatz folgt, dass der ab-
solute Nullpunkt nicht erreicht werden kann. Da wir kein Wérmebad beim absoluten
Nullpunkt zur Verfiigung haben (horizontale Linien im T-S-Diagramm), muss er durch
eine Folge von adiabatischen und isothermen Prozessen erreicht werden (vertikale Linien).

X1

X2

X2
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Hier eine Situation in der dies moglich
wére: x bezeichnet zum Beispiel den
Druck und Abkiihlung erfolgt durch
adiabatische Expansion. Dies wider-
sprich aber dem 3. Hauptsatz, weil die
Entropie am absoluten Nullpunkt un-
abhéngig von x sein muss.

Wenn Entropie am absoluten Null-
punkt unabhéngig von z ist, ldsst er
sich nicht durch eine Folge von adia-
batischen und isotermen Prozessen er-
reichen.



Bemerkung:

Der 3. Hauptsatz stimmt im Allgemeinen nicht mehr, sobald man die mikroskopischen
Freiheitsgrade des Systems kontrollieren kann. Auch das ideale Gas erfiillt den 3. Haupt-
satz nicht: Nach (1.16) ist hier

T dT %
— Sy = T)— log — .
S — Sy /Tocv( )T+Rog%

Die Entropie hingt also auch fiir 7= 0 vom Volumen ab.

Auch Systeme mit Freiheitsgraden, von denen die Energie unabhéngig ist, erfiillen den
3. Hauptsatz nicht. In diesem Fall ist der Grundzustand entartet: es gibt viele mikroskopi-
sche Realisierungen und je grossere deren Anzahl ist, desto grosser ist auch die Entropie.
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8 Maxwell-Damon

Der Maxwell-Damon ist ein Gedankenexperiment (Maxwell 1871), das den zweiten Haupt-
satz in Frage stellt. Man denke sich einen Behélter, welcher durch eine Trennwand mit
einer verschliessbaren Offnung in zwei Teile getrennt ist. Beide Hilften enthalten Gas-
teilchen von zunéchst gleicher Temperatur. Ein Démon 6ffnet und schliesst die Verbin-
dungstiir so, dass sich die schnellen Teilchen in der einen und die langsamen auf der
anderen Seite des Behélters sammeln.

Da es einer idealen Tiir keine Energie kostet sie zu 6ffnen und schliessen, kénnte auf diese
Weise ein Perpetuum Mobile zweiter Art konstruiert werden, indem die entstehende Tem-
peraturdifferenz fiir den Antrieb einer Warmekraftmaschine genutzt wird. Dies wiirde dem
zweiten Hauptsatz widersprechen, weil ausser einer Verringerung der Temperatur keine
Anderung gegeniiber dem Anfangszustand stattgefunden hat.

1929 wurde das Problem durch Szillérd in seiner Habilitation “Uber die Entropieverminde-
rung in einem thermodynamischen System bei Eingriffen intelligenter Wesentimformuliert.
Er vereinfachte das Modell, indem er es auf ein Teilchen reduzierte. Der Damon bringt in
diesem Modell die Trennwand ein, wenn das Teilchen in einer vorher festgelegten Hélfte
des Behilters ist. An der Trennwand wird ein Gewicht befestigt. Das Teilchen schiebt
nun die Trennwand nach Aussen und verrichtet dabei Arbeit an dem Gewicht. Dann ist
das System wieder im Anfangszustand und das Spiel beginnt von Neuem. Das System soll
dabei an ein Wiarmebad gebunden sein, sodass die Temperatur konstant bleibt. Mit jedem
Zyklus wird also Arbeit verrichtet, wobei nur die Temperatur der Umgebung verringert
wird. Die Szilldrd-Maschine scheint also wiederum dem zweiten Hauptsatz zu widerspre-
chen.

Erst in den 80er Jahren gelang es Bennet den Widerspruch mit Hilfe des Landauer Prin-
sips aufzulosen. Das Landauer Prinzip setzt eine untere Schranke fiir die Energie, welche
fiir Berechnungen gebraucht wird.

Der scheinbare Widerspruch 16st sich auf, wenn man beachtet, dass die Information wo
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das Teilchen ist, im Gehirn des Ddmons gespeichert werden muss. Damit ist der Prozess
nicht mehr zyklisch: Anfangs- und Endzustand des Damons (seines Gehirns) sind nicht
identisch. Damit der Zyklus wieder geschlossen ist, muss die Information, wo das Teilchen
war, wieder geloscht werden. Dieser Loschvorgang kostet genau soviel Energie, wie Arbeit
gewonnen wurde namlich W = kT log 2 (Landauer Prinzip).
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A Anhang: Die Legendre-Transformation

Definition: Die Teilmenge A C R" ist konvex, falls
ryeA= A r+(1-NyeA, 0<A<1).
Eine Funktion f: D — R (D C R", konvex) wird oft als konvex bezeichnet, falls

fOz+ (1= Ny) <Af(x) + (1 =N f(y) (A1)
(r,y € D, 0 < X <1). Fast dquivalent dazu, setzen wir stattdessen

Definition: f: D — R ist konvex, falls “die Menge oberhalb des Graphen”

U(f)={(z,t) |z € D, t > f(x)}
eine abgeschlossene konvexe Menge im R™! ist.

Bemerkung: Diese Definition schliesst nebst (A.1) die Konvexitdt von D mit ein und re-
gelt im Ubrigen das Verhalten am Rand. Wir benutzen diese Definition, weil es nach (A.1)
konvexe Funktionen gibt, fiir die, die im Folgenden definierte, Legendre-Transformation
nicht involutiv ist: Punkt ii) in folgendem Satz gilt dann nicht. (Man konnte verlangen,
dass f differenzierbar sein muss, aber dies erweist sich als zu starke Forderungen, weil wir
es in der Thermodynamik oft mit Funktionen zu tun haben, die nicht differenzierbar sind.
Mlustration fiir n = 1:

D abgeschlossen _// /‘
D

D
| |
D offen / ’J:
D D
['(f) ist nicht abgeschlossen f ist konvex

(p,x) = > ¢ pix;: Skalarprodukt auf R™.
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Definition: Sei f: D — R, (D C R™). Die Legendretransformierte f* von f ist definiert
fiir jene p € R™, fiir welche

f*(p) = sup({p, z) — f(x))

€D
endlich ist: p € D*.
Bemerkung: f
p
—f"(p) = inf (f(z) — (p,2)) .
< S A fla)
Geometrische Interpretation (n = 1): —f*(p) ist der un- —f*(p)
tere Rand des Schattens von I'(f) auf der Ordinaten- /
achse, geworfen durch Strahlen der Steigung p. x

Satz. Sei f: D — R (D C R") eine reelle Funktion. Dann gilt

i) (fiir beliebiges f) f*: D* — R ist konvex.
ii) Ist f konvex, so ist f** = f (mit D™ = D).
iii) Ist f = f(x,y) konvex in y fiir fixes x, so ist

7 (p,y) = supl(p, x) — f(z,y)]

konkav in y.

Beweis. i) s > f*(p) bedeutet s > (p,z) — f(x), (x € D), sodass

=N {s) | s> pa) — f@)}

zeD

was konvex ist, da es der Durchschnitt konvexer Mengen ist. Die Abgeschlossenheit von
['(f*) folgt daraus, dass der Durchschnitt abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen
ist.

ii) Nach Definition ist
f(p) = (p,2) — f(2),
und somit

f(x) = (p,x) = f(p),
fir alle z € D, p € D*. Also D C D** und f(z) > f**(z). Sei (zo,t) € T'(f), d.h. (z0,1)

mit
t < f(xg), fallszge D,
t beliebig , falls xqg & D .
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Dann gibt es eine Ebene durch (zg, t), die unterhalb von I'(f) liegt, d.h. es existiert p, € R™
mit
f@)zt+ (po,x—m), (veD),

also mit
<p0ax> - f(l’) S <p0ax0> —t.
Es folgt pp € D* und f*(po) < (po, o) — t, d.h.

(o, wo) — f*(po) >t .

Nehme nun an, dass sup ((p,zo) — f*(p)) < f(xo) fiir (xo € D) . Dann konnen wir
peD*
immer ein ¢t mit sup ((p, zo) — f*(p)) < t < f(zo) finden. Dies ist im Widerspruch zu

peD*

(po, o) — f*(po) > t. Also gilt sup ({p,z0) — f*(p)) > f(xg) fiir (xg € D). Analog lasst
peD*

sich sehen, dass sup ({(p, zo) — f*(p)) = oo fiir (zg ¢ D) gilt:
peD*

sup ((p, zo) — f*(p))

peD*

{z f(zo), (zo€ D)
=00, (xo ¢ D)

und somit D** = D, f** = f.

iii)
2
N allpoa) = fla ) < pox) — @, o) < £ 0Y o) ;
i=1 i i
Ubergang zum Supremum iiber @1, @, liefert > c; f*(p, v:) < f*(p, >, i) O

Wir betrachten den Fall n = 1 im Speziellen; D ist nun ein Intervall; f sei konvex.

i) Ist po die Steigung einer Stiitzgeraden bei zg, d.h.

f(x) > f(zo) + po(z — x0) |

SO ist
f*(po) = pozo — f (o) - (A.2)
ii) Ist f differenzierbar, so hat f in xy genau eine Stiitzgerade: die Tangente; also
f'(@0) = po . (A.3)

Ist f zudem strikt konvex (also f’ strikt monoton wachsend) so ist (A.3) umkehrbar:
fp)=pr—fle) mitz=(f)"p).
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iii) Ist f konvex, so gilt (wie zuvor gezeigt) f** = f. Falls f auch differenzierbar ist, dann
kann gezeigt werden, dass auch f* differzierbar ist und es gilt mit (A.3)

(f*) (po) = w0 - (A.4)
Mit (A.3) folgt damit, dass die Inverse von f’ gleich (f*)’ ist

(f) =" (A.5)
iv) Unter Legendretransformation:

Geradenstiick — Ecke
f fr
///Qj2
f1 2 z po p
Falls f linear auf [xq, z4] ist, so gilt nach (A.2)
f*(po) = pox — f(z) , (z € [z1,22]) ,

also fiir alle p € D*
f*(p) = pr — f(x) = f*(po) + 2(p — po) ,
d.h. alle Geraden durch (pg, f*(po)) mit Steigungen z € [z1, x5 stiitzen f* dort.

Hat umgekehrt f eine Ecke bei zg mit Steigungen [p1, po], so gilt wiederum nach (A.2)

f*(p) = pxo — f(xo)

fir alle p € [p1, po], d.h. f*(p) ist dort linear.
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_l_
B Herleitung des Stossterms (%)
S

Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Teilchen wihrend dt aus
(%) ¢ dPvidPzat: Phasenvolumen d3v;d3z um (%, v;) gestreut wird (und es davor in
diesem Phasenvolumen war).

Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Teilchen wéhrend dt in das

AfNT 33, 3. 7,
(5¢) 5 Prd’udt: Phasenvolumen d3v;d3x um (¥, 7,) gestreut wird.

Den ersten Term hatten wir in Kapitel 4 hergeleitet (siche Gleichung (4.13)).
V1= U2 =)
@—{) Bodzdt = [ / 1 fau (da) d2a/d3u2] dBordSadt (B.1)

wobei iiber @' und v, 1ntegr1ert wird.
Ziel: daraus direkt ( ) d3v d®zdt bestimmen. Dazu definieren wir (lassen z und ¢ weg)

(% )Ul_wl U2 By dBua il Wahrscheinlichkeit fiir den Stoss (v; — v}, vy — v})

ot
AN . / or PP
(815)5 d’vy = [ (815 ) dvyd*tu" | d°vy (B.2)

wobei wir iiber v, und @’ integrieren. Ausserdem ist

+ i v —=v1,05—v2
(88—{) d3v, = / (88—{) dvg’d%'l v,
S S

= /(g) dgvéd%] d*vy,
ot )¢

wobei v} = v} (vy, v}, @) ist. Dabei haben wir verwendet, dass d>ved®d/'d*v; = d3vhd*ud>v}
gilt (siche Gleichung (4.9)). Vergleichen mit (B.2) zeigt, dass die beiden Terme gleich sind,
nur mit vy <> v}, ve <> vh und @' <> 4. Mit (B.1) finden wir deshalb

<E) d*vy = [/ fifs (—) d2ﬁd3v§] d>v].
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Unter der Annahme, dass der Stossprozess zeitsymmetrisch ist gilt (Ell—")vl_wl’%_w2

v1—v] e —v)
(d—“) ! > und daher

pIs)
P + . do v1 =] U2 =) A
<8_{) o, = [/ fifou <d_Q) dzu/d?’vg] d3v;.
S

Im letzten Schritt haben wir nochmals Gleichung (4.9) und u = ' verwendet. Und damit
sind wir fertig :).
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