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Ubung 1. Tunneleffekt

Fin Teilchen der Masse m und der Energie F lduft von x = —oo gegen das Potential

V(x):{o’ (2l 2 a/2) S0 v >0,

Vo, (=] <a/2)
Lose die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung Hi = Et mit dem Ansatz

Yr(z) = A1e™ 4 Bie ™ (x < —a/2), k=k(E)
Yr1(z) = Age!® + Boe™® (|z| < a/2), 1=1(E, V)
brrr(z) = Age’™ (x> a/2).

Verifiziere, dass die Transmissions- (T = |A3/A1|?) und Reflexionskoeffizienten (R = |B1/A;1|?)
im Fall 0 < E < Vj die Bedingung R + 1" = 1 erfiillen und dass

4E(Vy — B)
AE(Vy — E) + V2 sinh2< Ma)

T(E) =
h2
gilt.
Hinweise: Bei x = +a/2 sind ¢(z) und dy/dz stetig.

Klassisch wire T'(E) = 0. Hier ist das aber nicht der Fall: Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen
im Gebiet rechts vom Potential zu finden, ist nicht Null. Es kann also durch das Potential
tunneln! Was passiert fir h — 0 7

Loésung: Die Schrodinger-Gleichung

R d%y
o dn? (%) + V(2)¢(z) = Ep(x)
lautet in den drei Bereichen
d*p  2mE
d’y 2m(E—-Vy)
L )

wo sie separat durch den Ansatz
Yr(z) = A1 + Bie™ %
’L/)[[(l‘) = Azelz + Bgeilz s
Yrrr(z) = Aze'™™
mit k* = 2mE/i?, 12 = 2m(Vp — E) /1 gelost wird. Zudem zeigt eine Integration der Schrodinger-Gleichung tiber
[to —e,z0+¢€],e =0
z0+e g2y om zo+e

d d _
Lty - L)y =tm [ @ =2 [ (B V@)@ =0,

zro—€e zro—e
dass di/dz und damit auch ¢ an jeder Stelle z¢ € R stetig sind. Fiir die Stellen 2o = +a/2 liefert dies
Are” “;a + BleikTa = AQE_%G + BzeTa s

ika ika la L

ikAre” 2" —ikBie > =1lAse 2 —IBse? ,
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Age% +Bzeii = Aze 2
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Die beiden letzten Gleichungen liefern

tk+1 (ik—ine I —ik (ipsne
Ay = SR A By = e A,
und die beiden ersten dann
ika 2 2
s 2 —la . 2 lag€ 7]{: +l la _ —la
Al = [(ik+1)%e (I —1k)°e ]—MklAg , B = YRy (e e “)As .
Damit wird
T ér: ‘16k212| R— & 2: |k2+l2|2lela_e—la|2
Aq D ’ Ay D ’

mit
D = |(ik +1)%e" — (1 —ik)?e"|? = (17 — k*)? (" — ') + (2k1)* (€' + e7'*)? = 4[(K® + 1?)* sinh®(la) + 4K°1%] ,
also
_16K%1°
D
4(k? 4 1?)? sinh®(la)
D )
und damit 7'+ R = 1. Es geniigt also, T" weiter zu diskutieren:
4E(Vo — E)

AE(Vo — E) + V2 sinh? (. / 72’”(‘;3*‘5%)

lim T(E)=0,  lim T(E)= lim w1
ENO E 'V E/ Vo AE + 2’22“ %5 1+ m;hQV“

T

R=

T(E) =

und insbesondere

Fiir h — 0 verschwindet der Tunneleffekt: T(F) — 0 (0 < E < V), wie man klassisch erwarten wiirde.

Ubung 2. Spektral- und Eigenwerte

Physikalische Observablen werden in der Quantenmechanik als selbstadjungierte Operatoren
auf einem komplexen Hilbertraum von Wellenfunktionen aufgefasst. Das Spektrum o(A) eines
selbstadjungierten Operators A : H — H auf dem Hilbertraum # ist definiert durch

A€ o(A) <= zujedem e > 0 existiert ein Zustand ¢, € H (|[1c]| = 1),
so dass |[(A— M| < e
< {AeC : A— )\l besitzt keine beschrénkte Inverse}

wobei || - || die zum Skalarprodukt von H gehérige Norm ist.

Eine Messung einer physikalischen Observablen (dargestellt durch den Operator) A hat die Werte
A € 0(A) als mogliche Messergebnisse. Ist der Hilbertraum endlich-dimensional, so besteht o(A)
aus den Eigenwerten von A. Im unendlich-dimensionalen Fall gilt dies aber im allgemeinen nicht
mehr, wie wir mithilfe eines expliziten Beispiels zeigen.

Wir betrachten im Folgenden den unendlich-dimensionalen Hilbertraum

l2 = {(1} = {{L‘Z};)il cC: HxHZ = Z|x1’2 < OO}
i=1

der quadratsummierbaren Folgen mit dem Skalarprodukt

(zly) := Z@yz fir o = {z;};21, y = {vitiZ1 € o
i=1



und den Operator, der durch die einseitige Verschiebung definiert ist

S 12—>12, (1‘1,1‘2,1‘3,...)l—>(0,:l,‘1,{l:2,1,‘3,...).
(a) Zeige, dass S keinen Eigenwert besitzt.

Obwohl S keinen Eigenwert besitzt, ist sein Spektrum nicht leer. Tatséichlich besteht es aus
der abgeschlossenen Einheitsscheibe in C. Um dies zu zeigen, bendtigen wir einige allgemeine
Vorbereitungen. Fiir die Teilaufgaben (b) bis (d) sei A ein beschrinkter Operator auf einem
komplexen Hilbertraum H mit Skalarprodukt (-|-) und zugehoriger Norm || - ||.

(b) Zeige, dass Spektralwerte vom Betrag her nicht grosser als die Norm ihres Operators sein
konnen:

| Al

AeC: N >|All=A¢o(A) wobei |A]:=
0#zcH |||

Hinweis: Benutze, dass fiir |\| > ||A]| der folgende Satz (von Neumann) gilt:

N k
o=t = 3 (102 (5)) .
k=1

wobei die Konvergenz beziiglich der Operatornorm verstanden werden muss.

(c) Zeige, dass o(A) abgeschlossen ist. Hinweis: Zeige und benutze die Stetigkeit von f(A) :=
Al — A bzw. dass die Menge aller invertierbaren Operatoren offen ist.

(d) Nehme an, es existiere einen zu A adjungierten Operator AT, d.h. (Afz|y) = (x|Ay) fiir alle
z,y € H. Zeige, dass dann das Spektrum von AT aus den komplex konjugierten Spektral-
werten von A besteht:

c(AN={\eC : Neo(A)}.

Nun kehren wir zu unserem Beispiel zuriick und zeigen:
(e) ST : 1y — Iy, (x1,72,23,...) — (x2,73,...) ist die zu S adjungierte Abbildung. Ferner

haben wir, dass

A < 1= \ist ein Eigenwert von S.

Hinweis: Konstruiere einen expliziten Eigenvektor zu einem Eigenwert A.

(f) Mit Hilfe der Resultate (b) bis (e) folgt, dass
o(S)={reC : |\ <1}

Loésung:

(a) Wir nehmen an, z = {z;}{2; sei ein Eigenvektor von S zum Eigenwert A. Dann gilt

S(z) = (0,21, z2, x3,...) = (Az1, Az2, AT3, . . .).

Fiir A = 0 folgt sofort, dass z; = 0, fiir alle i = 1,2,3, ..., was ein Widerspruch zu der Annahme ist, dass z
ein Eigenvektor ist. Ist A # 0, so zeigt der Vergleich des ersten Folgeglieds, dass x1 = 0 ist. Sukzessiv folgt
dann x;11 = A"y, so dass wieder x; = 0, fiir alle 4 = 1,2,3, ... gelten muss.



(b)

Fiir |A| > ||A] hat AL — A nach Satz (1) eine Inverse. Ferner ist sie beschrénkt, denn nach Voraussetzung

_ 1 2 1A 1
M- <=0+ (— = < 00.
It = A7 < 0+ 2 7)) =

Damit ist A € o(A).
Die Funktion f(X) := A1 — A ist wegen

[FN) = Fll = 1AL = A= pl + Al = [A = pl[[T] = [A = pl

stetig. Mit Satz (1) ist auch schnell ersichtlich, dass die Menge aller invertierbaren beschrénkten Operatoren
mit beschrénkter Inverse offen ist. Wir betrachten einen beschriankten invertierbaren Operator 7' mit be-
schriankter Inverse und wollen zeigen, dass dann ein 1 > 0 existiert, so dass alle beschrankten Operatoren S
mit ||T — S|| < n ebenfalls invertierbar mit beschrinkter Inverse sind. Wihlen wir zum Beispiel n = || 7*,
so folgt

I —T7S) = 7T = S)| < |77 = Sl < 1T n=1.

Nach Satz (1) und Teilaufgabe (b) ist folglich 1 — (1 —T~'S) = T~'S invertierbar mit beschriinkter Inverse
und beschrankt, und somit auch TT~1S = S. Mit Hilfe dieser zwei Aussagen, zeigen wir jetzt, dass o(A)® :=
C\ o(A) offen ist.

Nach Definition ist 0(A)° = {A € C : f(A) ist invertierbar mit beschrénkter Inverse}. Da die Menge der
invertierbaren beschriankten Operatoren mit beschriankter Inverse offen ist, existiert fiir jedes gegebene A\ €
o (A)¢ ein offener Ball Be(f(\)) vom Radius € > 0 um f()\) - im Raum B(H) der beschrinkten Operatoren auf
‘H - in dem alle beschrankten Operatoren invertierbar mit beschrankter Inverse sind. Da f stetig ist, ist sie auch
folgenstetig. So gilt fiir alle konvergenten Folgen {\,}52; C C mit Grenzwert \, dass die Operatoren f(\,)
ab einem geniigend grossen Index ng fiir alle n > ng in Be(f(A)) und darum invertierbar mit beschrinkter
Inverse sind. Damit hat A eine offene Umgebung in C, in der f invertierbar mit beschrankter Inverse ist.
Somit ist o(A)° offen.

Aus der Definition der adjungierten Abbildung sehen wir, dass, wie gewohnt, fiir zwei beschrankte Operatoren
Aund B (AB) = BT A" gilt. Folglich ist auch der adjungierte Operator AT eines beschrinkten invertierbaren
Operators A invertierbar mit beschrinkter Inverse. Also ist mit A — A1 auch AT — X1 invertierbar mit
beschrinkter Inverse. Es folgt A\ ¢ o(A) = X ¢ o(A") oder die Kontraposition A € o(A") = X € ¢(A), und
die Behauptung folgt, wenn wir die Argumentation umkehren.

Seien © = {x; }§21, y = {y: }i21 € l2. Dann gilt:
<.’Z|Sy> = <(ZE1,ZCQ,{B3, .. ')‘(07y15y27 .- )> = Zji+1yi = <($2,CE3,. . ')|(y17y27' . )> = <Sfm|y> .
1=1

Wir nehmen nun an, z sei ein Eigenvektor von ST zum Eigenwert A, dann gilt
ST(z) = (w2, 23,...) = (A\&1, Aa2, Axs, .. .) .

Ein sukzessiver Vergleich der Folgenglieder zeigt, dass z2 = Az1, x3 = Aza = A2z und allgemeiner z; =
A7z, Die Bedingung z € l» lautet dann

o0 oo ) oo .
Sl =z P N =P ) IV < o0,
=1 i=1 1=0

was genau dann gilt, wenn || < 1 und somit ist die Behauptung gezeigt.

Aus (d) und (e) folgt, dass {A € C : |\| <1} Co(ST) = {AeC : |\ <1} Co(S). Aus (b) folgt dann, mit
S]] = 1, dass Werte A € C mit |A| > 1 nicht im Spektrum von S liegen kénnnen. Da das Spektrum nach (c)
abgeschlossen ist, folgt o(S) ={A € C : |A] < 1}.



