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Ubung 1. Rechnen mit Kommutatoren.
Der Kommutator [A, B] = AB — BA zweier Operatoren ist linear in A, B und antisymmetrisch:
[AaB] - _[B7A]
(a) Zeige die Produktregel
(4, BC] = [A, BIC + BIA,C] 1)
und die Jacobi-Identitét,

[A,[B,C]]+ [B,[C,A]] + [C,[A,B]] =0. (2)

Fiir die zwei folgenden Teilaufgaben b) und c) gelte fiir die betrachteten Operatoren A und B

[Av [Av BH =0, (3)
[B,[A, B]] = 0.

(b) Zeige, dass

[A, B"] = nB"![A, B, (5)

[A™, B] = nA""1[A, B] (6)
(c) Zeige, dass

oA+TB _ (A Bo—3lAB] (7)

Diese Gleichung ist unter dem Namen Baker-Campbell-Hausdorff-Formel bekannt.
Hinweis. Zeige, dass f(t) = et4e'B die Differentialgleichung % = (A+ B+ t[A, B])f erfillt und
lose diese.

(d) Nun seine A, B wieder beliebige Operatoren (insbesondere werden die Bedingungen (3),(4)
nicht mehr vorausgesetzt) fiir die gilt

[A,B]=¢cl (c#0, ceC). (8)

Zeige, dass die Annahme A, B seien beide beschrinkt, im Widerspruch zu (8) steht.
Hinweis. Zeige zuerst, dass aus (8) B™ # 0 fir alle n € N folgt. Betrachte dazu den Operator
[A, B"] und seine Norm.

Seien nun x, p wie iiblich der Orts- respektive Impulsoperator.
(e) Berechne [z,p?], (2%, p?], [xp, p?]

(f) Seien g(z), f(p) in einer Taylor-Reihe entwickelbare Funktionen. Zeige, dass dann aus [z, p] =
ih die Operator-Relationen [p, g(z)] = —ih-L g(z) und [z, f(p)] = ihd%f(p) folgen.!

! An dieser Stelle soll noch auf die eventuell etwas verwirrende Verwendung von z,p sowohl als Operatoren
wie auch als Variablen eingegangen werden. Gemeint ist hier - salopp formuliert - folgendes: Das Argument der
Funktionen f ist “per se” mal eine Zahl. Lisst sich diese Funktion in einer Taylor-Reihe entwickeln, dann ist f
auch als Funktion eines Operators definiert, da wir Operatoren addieren sowie deren Potenzen berechnen kénnen.
Im Term [z, f(p)] ist also z ein Operator, f(p) ist die Funktion f mit dem Operator p als Argument und somit
ebenfalls ein Operator.



Ubung 2. Transfermatric Formalismus.

In dieser Aufgabe wird gezeigt, wie die behandelte eindimensionale Potentialstufe aus Kapitel
3.3 im Skript zu einem niitzlichen Formalismus zur Betrachtung allgemeiner, stiickweise stetiger
Potentiale erweitert werden kann. Wir werden sehen, dass sich die Propagation eines Teilchens
durch ein solches Potential mit einfacher Matrizenmultiplikation der komplexen Amplituden
beschreiben lésst.

Zuerst betrachten wir nochmals ein Teilchen der Energie E an einer Potentialstufe,

W falls . < 0
Viz) = { Vo  falls 2 >0, (9)
mit V; < V5 (siehe Skizze).
Va
a | A
b | B
E
Vi

Skizze zur Potentialstufe fiir den Fall Vi > E > V.

Wir setzen die Wellenfunktion links und rechts der Potentialstufe folgendermassen an:

aeM® 4 pe~ Mz falls x < 0

V() = { Aer2® 4 Be=A2®  falls x> 0, (10)

wobei wir gesehen haben, dass \; reelle oder komplexe Werte annimmt, je nachdem ob E < V;
oder E > V; gilt.

(a) Die Amplituden a,b hiéngen linear von den Amplituden A, B ab,

(1)-n(4)

wobei M € M(2 x 2,C). Benutze die iiblichen Stetigkeitsbedingungen an der Sprungstelle
um die Koeffizienten von M fiir die Fille £ <V, V1 < E < V5 und Vo < E zu bestimmen.

(b) Sei nun Vi > V,. Gib wiederum die Koeffizienten von M fiir die genannten 3 Fille an.

(c) Nun fehlen noch die Matrizen, welche die Propagation im konstanten Potential zwischen
den Sprungstellen beschreiben. Wir betrachten ein iiber eine Strecke w konstantes Potential
V' (siehe Skizze). Wie lauten die Amplituden a,b in Abhéngigkeit von A, B? Unterscheide
die Falle £ >V und £ < V.

Vv

Skizze zur Propagation im konstanten Potential, dargestellt fiir den Fall E > V.



(d) Zuletzt werden wir den Formalismus noch an einem konkreten Problem anwenden. Einem
Teilchen der Masse m mit Energie E wird eine Serie von Potentialbarrieren der Hohe V' = 2F
in den Weg gestellt. Eine einzelne Barriere hat die Breite w = hn/v/2mE und der Abstand
zwischen den Barrieren betrage ebenfalls w. Wie viele Barrieren muss man dem Teilchen in
den Weg stellen, damit die Wahrscheinlichkeit einer Transmission weniger als 1076 betrigt?
Hinweis. Fiir diese Teilaufgabe kann geeignete Computersoftware eingesetzt werden.



