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1. Energie-Zeit Unschéirferelation

In scheinbarer Ahnlichkeit zur Ort-Impuls Unschérferelation, Ap - Az > h/2, findet man

in der Literatur die Behauptung

AE~At2§. (1)

Ihre Deutung ist dadurch erschwert, dass die Zeit ¢ in der Quantenmechanik als Parameter
auftritt und nicht als Observable. Hier sind zwei mogliche Deutungen (beide Mandelshtam,
Tamm 1945).

a) Der Erwartungswert einer Observablen A #ndert sich mit der Rate A := d(A),, /dt.
Die Zeit t (so die Interpretation) ist die, bei der A einen bestimmten Wert iiber- oder
unterschreitet. Da die Messung von A einer Schwankung A A unterliegt, ist

At = % .
A
Zeige (1) mit Hilfe der Formel: d(A),, /dt = ;|([H, A]>¢t‘.

b) Ein Zustand |¢) entwickelt sich geméss der Schrodinger-Gleichung

L d
lha W) = H [¢) (2)

Seit to > 0 eine Zeit, die |¢y) mit Sicherheit vom Anfangszustand [¢)y) unterscheidbar
macht:

{tolthry) = 0.
Zeige:
AE-to>h- 3.

Hinweise: Schitze |f(t)| ab fiir f(t) = | (o|ty) |2. Die Rechnung fiihrt auf (y,| [P, H] )
mit P = |¢g)(¢o|; verwende dafiir die Unschérferelation (5.3.1). Benutze schliesslich den
Vergleich

F6) = g(f(1), fo(t) = g(fo®)), F(0) = fo(0) = f(t)= folt), (t=>0). (3)

c) Umgekehrt hat Deutung (a) ein Gegenstiick fiir Ort und Impuls, z.B. in Dimension 1:
Sei |¢,) der um x verschobene Zustand [ig) und ¢ so, dass (¥g|t),,) = 0. Zeige:

Ap-xOZH-g.

Hinweis: Wiahle H passend in Gl. (2).



2. Kohirente Zustinde

Fiir die stationéren Zustdnde |n) des harmonischen Oszillators verschwinden die Erwar-
tungswerte von Ort und Impuls. Aus der klassischen Mechanik weiss man, dass Ort und
Impuls sich zeitlich periodisch dndern.

Wir wollen nun Quantenzustinde suchen, die ein analoges Verhalten zur klassischen Me-
chanik aufweisen. Man nennt sie kohérente Zustédnde.

a) Gesucht sind also Zusténde, bei denen die Erwartungswerte fiir Ort und Impuls nicht
verschwinden. Diese Bedingung erfiillen z.B. Eigenzustéinde des Vernichtungsoperators:

ala) =ala). (4)

Ein solcher Zustand lédsst sich nach den stationdren Zustdnden entwickeln, d.h.

@) =) cula) In). (5)

Bestimme die Koeffizienten ¢, («).

b) Zeige, dass a den Erwartungswert fiir Position und Impuls kennzeichnet, und dass
kohérente Zusténde deshalb klassische Dynamik verfolgen:

—iHt/h — et

e ) = e 2 o),

wobei oy = ae™™! die klassische Bahn ist, die dem Phasenraumpunkt « := (z + ip)/v/2h
entspringt (die Phase rechts in der Gleichung koénnte durch Verschiebung des Energie-
nullpunkts eliminiert werden).

c) Wir definieren nun den Operator

D(a) = ex@'—oa (6)

Zeige, dass es sich um einen unitidren Operator handelt und untersuche seine Wirkung auf
den Grundzustand der stationaren Zusténde |0).

d) Warum gibt es keine Eigenzustinde zum Erzeugungsoperator?

3. Harmonischer Oszillator in der Impulsdarstellung

Im harmonischen Ostzillator weisen Ort und Impuls eine Symmetrie auf, die nicht zu-
letzt durch die Form des Hamiltonians offensichtlich wird. Wir wollen im Folgenden den
harmonischen Oszillator in der Impulsdarstellung betrachten.

a) Schreibe den Vernichtungsoperator a in der Impulsdarstellung und benutze diesen
Ausdruck, um eine Differenzialgleichung fiir die Grundzustands-Wellenfunktion des har-
monischen Oszillators 1y(p) (in der Impulsdarstellung) aufzustellen.



b) Lose diese und iiberpriife, dass der Ausdruck fiir o (p) tibereinstimmt mit dem Ergebnis
der iiblichen Fourier-Transformation beim Wechsel von Ortsdarstellung zu Impulsdarstel-

lung, angewandt auf:
(mw)1/4

wO(Q) _ We_qu2/(2h) (7)

Hinweis: Benutze bei der Fourier-Transformation folgende Formel fiir das Gauss’sche In-

tegral:
/ doe ") — ?e‘*“’f (8)

o0

c) Verifiziere fiir diesen Grundzustand die Heisenberg’sche Unschérferelation.



