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Ubung 1. Wasserstoffatom und der Lenz’sche Vektor

Die (2]+1)-fache Entartung des Energiespektrums des Wasserstoffatoms ist eine Konsequenz der
Erhaltung des Drehimpulses. Die totale n?-Entartung im Wasserstoffatom ist die Konsequenz
einer weiteren Erhaltungsgrosse, des Lenz’schen Vektors. Hier mochten wir die n?-Entartung
herleiten. Die Ubungsaufgabe ist als Ergéinzung zum Kapitel 8.3 im Skript gedacht. Sie enthiilt
Berechnungen, die dort nicht explizit durchgefiihrt, deren Resultate aber verwendet werden.

Der Lenz’sche Vektor ist gegeben durch (|Z] = r)
J=—(FANL—-LAP)— k=, (1)

wobei p die reduzierte Masse bezeichnet, und p, 7 und L die Impuls-, Orts- und Drehimpulsope-
ratoren sind.

(a) Zeige, dass [H,J;] =0, i=1,2,3.

Es gilt L-J =0 und
2 2H 2 2
das heisst, der Hamiltonian kann als Funktion der Erhaltungsgrossen L? und J? ausgedriickt
werden. Wir fithren den Operator
—ul -
2H hJ (3)

ein.

(b) Anstelle von L verwenden wir nun wie im Skript M = L/h. Zeige die zweite Relation (8.3.10)
im Skript,
[Mi, KJ] = ’L'Eiij]f (4)

sowie
2

UK
H=-— .
2h2(K2 + M2 + 1) 5)

Der Beweis der ersten Gleichung (8.3.10) ist sehr aufwendig und wird nicht verlangt, das Resultat
(K, K] = i€ My, (6)
kann ohne Beweis weiter verwendet werden.

Der Operator K ist nur fir H < 0 selbstadjungiert. Da wir uns fiir die gebundenen Zusténde
interessieren, ist dies jedoch kein Problem. Wir definieren nun S = (M + K)/2 und D =
(M - K)/2.

(c) Zeige die Relationen (8.3.13),

[SZ, S]] = zeUkSk, [Dz, D]] = Zﬁzjka, [SZ, D]] = 0. (7)



(d) Schreibe den Hamilton Operator als Funktion von § und D.

(e) Konstruiere die Eigenzusténde des Hamiltonians unter Verwendung der bisherigen Resultate.

(f) Bestimme den Grad der Entartung der Energieeigenwerte.

Losung.

(a)

(b)

Der Hamiltonian des H-Atoms ist
2

D K
H=——-—-
2u r ()
und die i-te Komponente des Lenz’schen Vektors kann ausgedriickt werden als
1 K
i = —€; Li—L — —x;.
J, T ki (P La kDL) - 9)

Mit [p?, px Li] = pr[p?, Li] + [p?, px] Lt = 0 und [p?, Lipi] = Lk [p?, pi] = Li[p?, pi] + [p?, Li]p: = 0 folgt

[, 5] = =g enl/roel = Licn] = 501 wi/7] (10)
K K

= —@ﬁz‘kl([l/ﬁpk]Ll — Le[1/r,pi]) — %(pk[pkyﬂfi/ﬂ + [Pk, i /T]pK) (11)
LR Tk Tk LK Sint? — Tixl  OipT> — Tikk

= th—ep| =L — Lp== h— : - 12
( 2M€kl<r3 1 kr3>+1 2M(10k 3 + 3 Dk (12)
R Tr x 1 XTiTk 1 TiTk

= Zh@ (Eiklelnm ﬁxnpm - Eikleknm’rnpmﬁ +pk; — Pk 3 + ;pk - 3 pk) (13)
K T T

= 0. (15)

Hierbei wurde verwendet, dass L; = €nmTnDm, [Ti,pr] = ihd;, sowie

1 1 i
{7, pi] = {7 —z‘hi} = —ih’y, (16)
r Va2 + i+ a3 ox; r
i . i L 0ar? —
{ph:i] _ {—zhi, x } — _ipdikT Smmk. (17)
T Oz’ /22 + 23 + x2 r
Die drei Operatoren a;, i € {1,2,3} sind Komponenten eines Vektors, wenn [a;, M;] = i€;jrar gilt. Linear-

kombinationen von Vektoren sind wiederum Vektoren. Fiir das Wedge-Produkt zweier Vektoren d, b gilt

-,

[(@AD)i, M;] = [€inmanbm, M;] (18)
= €inm(an[bm, M;] + [an, M;]bm) (19)
= i€inm(€mjikanbr + €njiaibm) (20)
= (kO — GiyS i) anby — i(8:6m; — 8iySmi)aibm (21)
= i(a;b; — asb;) (22)
= ieijk(@A b (23)

Das Wedge-Produkt zweier Vektoren erfiillt also wieder die gewiinschten Kummutatorrelationen (ist aber im
Allgemeinen noch kein selbstadjungierter Operator). Da &, p, L, Z/r alles Vektoren sind, ist J ebenfalls ein
Vektor und somit auch dessen skalierte Version K. Aus (2) folgt mit (3)
_2H
I

2

WPK? = b (M? +1) + &%, (24)

was zum gesuchten Resultat fiihrt.

Setze die Definitionen von § und D ein und verwende (4),(6) sowie den Kommutator zweier Elemente des
Drehimpulses.



(d) Die Definitionen von S und D liefern

-,

(25)? (M + K)?, (25)
(2D)* = (M -K)>. (26)

Mit J'- L = 0 folgt K - M = 0, und damit K2 + M? = 252 4+ 2D?. Einsetzen in (5) ergibt

2
- Lo
H= 2r2(25%2 +2D% + 1) (27)

(¢) Da S und D “Drehimpulse” im Sinne von (7) sind und die Komponenten von $ und D miteinander kommu-
tieren, ist ein gemeinsames Eigensystem |js, jq, ms, Mmq) von 52, 5., D und D, gegeben durch

S%|jsy dasmsyma) = js(is + 1) s, jas ms, ma) (28)
D? |js, jasms,ma) = ja(ja+ 1) [js, Ja,ms, ma) , (29)
S. |dss jasms,ma) = ms |fs, ja, ms, ma) (30)
D: |js, ja,ms,ma) = maljs,ja, ms, ma) . (31)

Hierbei gilt ms = —Js,...,Js und mgqg = —j4, ..., Jqa. Wegen K-M=0 gilt 5% = D? (siche Definition von S,
D und quadriere). Mit [H, ;] = 0 und [H, M;] = 0 folgt [H, S;] = [H, D;] = 0. Wie im Falle des Drehimpulses
L folgt dann auch [H, S?] = [H, D*] = 0. Aufgrund dieser Betrachtungen folgt

2 2

. . K
|.75 = ]d7m57md> = - 2 'u 2
) 2h2(2j, + 1)

UK

- s = Ja, Ms, Ma) . 32
2h%(25% + 2D2 + 1 ljs = Ja,ms, ma) (32)

(f) Fiir einen fixen Wert j, gilt ms = —js,...,Js und mg = —js,...,js, d.h. es besteht eine (245 + 1)-fache
Entartung.

Ubung 2. Partnerpotentiale

Betrachte die beiden Hamiltonoperatoren auf H = L?(R)
d2

Hy = -2
+ dx?

+¢*(2) £ ¢(2) (33)

fiir eine reelle Funktion ¢(x). Zeige:

(a) Hx > 0.
(b) Die Partner Hy haben dieselben Eigenwerte A mit der moglichen Ausnahme von A = 0.

(¢) A = 0 kann Eigenwert von hochstens einem Partner sein. Fiir welche ¢(x) ist dies der
Fall? Die Anwort ist “topologisch”: sie &ndert sich nicht, wenn g(z) auf einem beschréinkten
Intervall abgeéndert wird.

Hinweise: Fiir welche Funktion ¢(x) ist (33) mit dem harmonischen Oszillator verwandt? Passe
die Definition des Vernichtungsoperators a so an, dass Hi = aa4+ mit a_ = a, ay = a’, und
verwende ihn wie in der Vorlesung. Zu (c): formuliere die Antwort anhand einer Stammfunktion

Q(z) von q(z), (Q" = q).

Lésung. Der harmonische Oszillator entspricht im Wesentlichen dem Spezialfall ¢(z) = «:

d2 2
Hi=—-———+z"%£1.

dx?
Genauer ist H_ = 2a'a mit a,a’ wie in der Vorlesung. Der abweichende Faktor 2 wird absorbiert durch die
Umdefinition
a:= (:U)—l—i also a' = (as)—i
- q dx? - q diC )



die auch gleich fiir g(z) # = vorgenommen wurde. In der Tat ist nun

(a) 2
W H-[0) = lavl* 20, W Helt) = [a'v| =0

(b) Sei H_ |3)) = A\|¢). Dann gilt

Hialp) = aa'alp) = aH- [¢) = Aaly) ,
mit

lawll* = (wla’alp) = ( H- ) = Allg] - (34)
Ebenso folgt aus Hy [¢) = A |2), dass H_a' [¢) = Xa' |4) mit ||aT'¢”2 =Xy

Also: Falls A # 0, entspricht jedem Eigenvektor von H_ einer von Hy zum selben Eigenwert A und umgekehrt.
Fiir die Vielfachheiten gilt somit n4 > n_ und n— > ny, alsony =n_.

(¢) Aus H_ |yp_) = 0 folgt nach (34) a|—) = 0, also die Differentialgleichung

dy—
v +qy-=0,
dx

deren Losung ¢_(z) = e~ ?2®) ein Eigenvektor ist, falls sie in L?(R) liegt. Dabei ist die Stammfunktion
Q(x) nur bis auf eine additive Konstante eindeutig (bzw. ¥_ bis auf eine multiplikative). Ebenso folgt aus
Hy [p1) =0, dass ¢y = @)

Aus der Annahme, 14 und 9_ seien quadratintegrierbar, folgt, dass
(-} = [ 9D = o0

endlich ist. Dieser Widerspruch liefert die erste Behauptung. Falls der Tréiger von qi (z)—g2(x) im beschréinkten
Intervall [—zo, zo] liegt, so ist

CJr, (.ZE > .2130)

C_, (z< —xo)

Q1(z) — Q2(z) = {

mit Konstanten C.. Ob e*?®) ¢ [2(R), entscheidet sich in || > xo, also ohne Unterschied zwischen Q1 und

Q2.

Ubung 3. Energiespektrum des Wasserstoffatoms

Ziel der Aufgabe ist es, die Energien der gebundenen Zustidnde des H-Atoms auf alternativem
Wege zu finden (Schrédinger 1940). In Einheiten h%/2m = e? = 1 ist der radiale Hamiltonope-
rator fiir Wellen mit Drehimpuls [ =0,1,2,...

2 1(l+1)

1
H=——+

1 2
= 2 " auf L]0, 00) .

(a) Bestimme Ej so, dass qY = H; — E; von der Form (33) ist und Eigenwert 0 hat.
Hinweis: Wihle den Ansatz q(r) = a + br=1.
. . 1
(b) Zeige: Der Partner ist HJ(F) =H 1 —E.

(c) Bestimme die (negativen) Eigenwerte von H; mit Hilfe der Eigenschaften (2a-2c).



Loésung.

(a) Der Ansatz q(r) = a + br~* liefert ¢’ = —br~2 und

2
q2iq’:a2+¥+b Tb

(35)

r2

Die Forderung H<_l) = H, — E; bedeutet a* = —Fj, 2ab = —1, b> + b = I(I + 1). Die Losungen der letzten
Gleichung sind

l _1
b= { , und folglich a = { 21l
Mit Q(r) = ar + blogr und ¢ = e~ folgt aus ¥_ € L?[0, 00), dass a > 0. Somit ist
1
EE=———.
T+ 1)2

(b) Aus b —b=(+ 1)+ (1 +1) = (I+1)(I+2) und (35) ergibt sich
HY =Hiph - B
(c) Seie(H;) die Menge der negativen Eigenwerte von H;. Nach (c) ist 0 kein Eigenwert von Hg_l), Also nach (b)
e(Hi) = e(Hi+1) U{E1},
inklusive Vielfachheiten. Rekursiv:
e(H)) = e(Hixut1) U{Er, ..., Eiyr}
und, da nach (a) Hiyr41 > Eijky1 — 0, (B — +00) ,
e(H) ={Er|k=0,1,...},

wie bei der iiblichen Lésung.



