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Übung 1. Streuung an der harten Kugel

Lernziel: Die Konzepte der (drehimpulsabhängigen) Streuphasen δl und Streuquer-
schnitte σl wurden in der Vorlesung eingeführt. Mache dich anhand der folgenden
Aufgaben mit diesen neuen Grössen vertraut.

Wir betrachten ein hartes Streuzentrum gegeben durch das Potential

V (r) =

{∞, r ≤ r0

0, r > r0.
(1)

(a) Berechne die Streuphasen δ0 und δ1. Skizziere die radiale Wellenfunktion für l = 0 in
Abhängigkeit von ρ0 = kr0.

(b) Berechne den totalen Streuquerschnitt σ im Limes kleiner Einfallsenergien (ρ0 � 1) bis
zur Ordnung O(ρ4

0). Warum kann man die Partialwellen mit grossen l vernachlässigen?
Was erwartet man für den totalen Streuquerschnitt im klassischen Fall?

Übung 2. Streulängen

Lernziel: Die ganze Streuphysik bei niedrigen Energien lässt sich durch eine einzige
Grösse, die Streulänge a, beschreiben. Der Nutzen dieser Einparameterbeschreibung
wird ersichtlich, wenn man erkennt, dass sich ein beliebiges Streupotential V (r) durch
ein (universelles) effektives Potential Veff(a, r) beschreiben lässt.

Wir betrachten in dieser Aufgabe Streuung von Wellenfunktionen mit kleiner Energie (k → 0)
an einem Potential V (r). In diesem Zusammenhang wird oft eine Streulänge a wie folgt definiert

lim
k→0

k cot(δ0) = −1

a
, (2)

wobei δ0 die Streuphase für s-Wellen Streuung ist.

(a) Zeige, dass für das Potential einer harten Kugel mit Radius r0 (c.f. Aufg. 1) a = r0 gilt.

(b) Zeige dass im Limes kleiner Energien der totale Wirkungsquerschnitt gegeben ist durch
σ = 4πa2.

(c) Argumentiere anhand von (6.55) das a > 0 (a < 0) für ein schwach repulsives (at-
traktives) Potential gilt. Zeige, dass a gleich der Nullstelle der asymptotischen Funktion
u∞ ∼ sin(kr)+tan(δ0) cos(kr) im Limes k → 0 ist, und skizziere u und u∞ für ein schwach
attraktives und repulsives Potential.

(d) Ähnlich wie man in der Elektrostatik beliebige Ladungsverteilungen durch eine Punktla-
dung ersetzen kann, falls man weit genug weg ist, wollen wir auch hier zeigen, dass man
ein beliebiges Potential V durch ein Pseudopotential Veff ersetzen kann, falls die Energie
des gestreuten Teilchens klein genug ist. Zeige, dass dieses Potential für k → 0 gegeben ist
durch

Veff =
~2a

2m
4πδ(3)(r)∂rr, (3)

was in diesem Limes äquivalent zur Streuung an einer harten Kugel mit Radius a ist.
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Übung 3. Streulänge für den sphärischen Potentialtopf

Lernziel: Die niederenergetische Streuphysik eines sphärischen Potentialtopfes kann
exakt gelöst werden. Dabei stellt sich heraus, dass das attraktive Potential meistens
repulsiv wirkt, d.h. ein Streuzustand wird durch die gebundenen Zustände im Topf
abgestossen. Nur für präzise gewählte Potentialtiefen (kurz bevor ein neuer Zustand
gebunden wird) wirkt das Potential attraktiv.

Wir betrachten einen sphärischen (3D) Potentialtopf der Tiefe V0 < 0 und mit Radius r0

V (r) =

{
V0, r ≤ r0

0, r > r0.
(4)

Die Stärke des Potential ist durch die dimensionslose Grösse χ0 = sgn(V0)
√

2m|V0|r2
0/~ para-

metrisiert. Wir wollen die niederenergetischen Streuzustände dieses Potentials charakterisieren.
Dazu untersuchen wir das Verhalten der Streulänge a(χ0) in Abhängigkeit der Potentialstärke.

(a) Wie verhält sich die Streulänge falls der Topf einen gebundenen Zustand nahe bei E = 0
besitzt? Berechne a und zeige wie sich die Streulänge in diesem Fall mit der Bindungs-
energie in Verbindung bringen lässt.

(b) Die Streulänge a(χ0) lässt sich für jede Stärke dieses Potentials exakt berechnen. Bestimme
a(χ0) und erweitere das Resultat für einen abstossenden Potentialtopf V0 > 0.
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