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Ubung 1. Dichtematrix und Wahrscheinlichkeiten

Lernziel: Wir lernen den Umgang mit Dichtematrizen durch ein paar Beispiele bes-
ser kennen. Insbesondere wird verstindlich, dass sie als Verallgemeinerung klassischer
Wahrscheinlichkeiten gesehen werden kann; ihre definierenden FEigenschaften entspre-
chen bekannten Eigenschaften der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie.

(a) Finde die Dichtematrix folgender Zwei-Niveau Systeme in der Basis [0) = (}), |1) = (9).
Welche Preparationsvorgéinge ergeben die gleiche Dichtematrix?

(i) Ein System prépariert im Zustand |1);

(ii) Ein System pripariert im Superposition Zustand |¢) = % (|0y — i |1));
(i)

iv)

(iv

Ein System, zufillig prépariert im Zustand |0) oder |1) mit Wahrscheinlichkeit 1/2;

Ein System, zufillig prapariert im Zustand |+) oder |—) mit Wahrscheinlichkeit 1/2,
wobei |£) = = (0) & |1));

(v) Ein System im Zustand |¢) = §|0> + 311);
(vi) Das System in (v) nach einer Messung in der Basis {|0),|1)}, die das Resultat |0)
ergeben hat;
(vii) Das System in (v), nachdem jemand anders einer Messung in der Basis {|0),|1)}
durchgefiihrt hat, aber dir das Messresultat nicht mitgeteilt hat;
(viii) Das System in (v), nachdem jemand anders einer Messung in der Basis {|+),|—)}
durchgefiihrt hat, aber dir das Messresultat nicht mitgeteilt hat.

Diskutiere in welchen obigen Fillen, die Dichtematrix in der Basis {|4)} diagonal wird.

(b) Man prepariere ein System in Zusténden |¢;) mit Wahrscheinlichkeiten py. Betrachte
auch eine Observable A mit Spektralzerlegung A = >, a;P; (mit P; Projektoren zu
den Eingenrdumen mit Eigenwert a;). Zeige folgende Eigenschaften der Dichtematrix

p =2 Dk V1) (Yrl:

(i) Trp=1;
(ii) p > 0, d.h. p ist positiv semidefinit;
(iii) die Wahrscheinlichkeit eines Messresultats a; nach Messung von A ist Pr[a;] = Tr (p P;);
(iv) nach Messung der Observable A mit dem Ergebnis a; wird der verbliebenen Zustand
beschrieben durch eine kollabierte Dichtematrix
PipP;
P TRy W

Eine klassische Wahrscheinlichkeitsverteilung kann als Spezialfall einer Dichtematrix p aufgefasst
werden, wobei die Basis {|i)} als Eigenbasis von p festgelegt wird. Bemerke: Die Basis ist nicht
mehr frei wihlbar. Auf ein klassisches System kénnen ausserdem nur Messungen A durchgefiihrt
werden, welche dieser Basis eine diagonale Darstellung besitzen.

(c) Bestimme welchen fundamentalen Eigenschaften aus der klassischen Wahrscheinlichkeits-
theorie die jeweilige Eigenschaften in (b) entsprechen.

Hinweis: Was ist eine “Messung” in die klassische Wahrscheinlichkeitstheorie?



Ubung 2. Freies Teilchen im Heisenberg-Bild
Lernziel: Im Heisenberg-Bild sind Operatoren statt Wellenfunktionen zeitabhingig. Wir

betrachten als illustratives Beispiel das freie Teilchen im Heisenberg-Bild.

Sei Xy (t) das Ortsoperator an der Zeit ¢ im Heisenberg-Bild. Zeige, dass fiir ein freies Teilchen
der Masse m gilt

AXp(0) AXp(t) > oo (2)

Ubung 3. Das Helium Atom
Lernziel: Hier wenden wir die Variationsmethode auf den Beispiel des Helium-Atoms

an, um den Grundzustandsenergie zu approxrimieren.

Betrachte ein Helium-Atom, dessen Hamilton-Operator gegeben ist durch

h? 1 1 e2
H = Hy, + H Hyw = —— (A An) =282 =+ = L 3
kin T pot+ WWwW 2m( r T 7‘2) e <T1+T2>+|’f’1—7’2 ()

Wir mochten den Grundzustandsenergie dieses Systems mit der Variationsmethode schétzen
(dabei ist die effektive Kernladung « der Variationsparameter). Dafiir setzen wir die Form der
Zweiteilchen-Wellenfunktion aus Losungen ¥y des Grudzustands vom Wasserstoffatom an [mit
ap = h?/(me?)]

W (r1,73) = o Vg (ary) Uy (ary), Uy (r) = (Wa%)é exp (—T) , (4)

(a) Verifiziere, dass dieser Zustand fiir alle a normiert ist, d.h. (V|¥) = 1.
(b) Zeige, dass fiir die jeweiligen Energiebeitrige (E; = (V| H;|¥)) gilt
B — 202 /ap EP°' = —4e’a/ap EYW = 50¢?/(8ap) (5)

Erklare fiir jeden Term die jeweilige Abédngigkeit in a.

Hinweise: Benutze die bekannten Werten EX® = €2/(2ag) und EgOt = —¢%/ap fir das
Wasserstoffatom und beachte, dass das Helium-Atom zwei Protonen besitzt. Zur Berech-
nung von EWW | benutze man die Fourierdarstellung

1_/d3k47rz-k,r , /°° dk_ 5w
7] = 7(2@3 12 e sowe ; 7(1 ) =3

(c) Minimiere zum Schluss die totale mittlere Energie (V| H|¥) des Zustands als Funktion von
a, um die Grundzustandsenergie zu schétzen. Vergleiche mit dem experimentellen Wert
Eyg~ —2.904 ¢%/ap.



