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Ubung 1. Freies Teilchen im Heisenberg-Bild

Lernziel: Im Heisenberg-Bild sind Operatoren statt Wellenfunktionen zeitabhingig. Wir be-
trachten als illustratives Beispiel das freie Teilchen im Heisenberg-Bild.

(a) Betrachte ein freies Teilchen in 1D mit Hamilton-Operator H = % und bestimme den Ortsoperator

Xp(t) im Heisenberg-Bild.
(b) Zeige, dass hier gilt

ht
. >
AX(0) AXp(t) > 5 — (1)
Lésung The Hamiltonian of a free particle is H = %.

Let X(0) be the position operator at time ¢ = 0. Using Equation (7.31) in the script, X (t)
satisfies the following equation:

iﬁ%XH(t) = [Xu(t), Hu(t)] + (2 X)n = [Xu(t), H] , (L.1)

where we used 9, X = 0 and Hy(t) = H as the Hamiltonian is independent of the time. Plugging

2
(X (1), H] = [XH(t),;J _ ih% (L.2)
into Equation (L.1) we get
Exu(t) =1 (L.3)
dt m’
which means p
Xy(t) = Et + X (0) . (L.4)

Note that in all the above equations P is just the momentum operator in the Schrédinger picture,
as Hy(t) = H.

We can now use Equation L.4 to calculate the commutator of Xz (0) with X (¢):

[X(0), Xnr(1)] = | Xa1(0), -1 + X (0) (L5)
= Z[Xp(0), P] + [X5(0), X1 (0)] (L.6)
_ g . (L.7)

Using the uncertainty relation we get,

GIXA(0), Xn ()] = o (L8)

AXp(0)- AXp(t) > o

N —



Ubung 2. Gestérter Potentialtopf

Lernziel: In dieser Aufgabe soll die stationdre nicht-entartete Stérungstheorie geiibt werden.

Wende die stationdre (nicht-entartete) Storungstheorie fiir den eindimensionalen Potentialtopf H = %—i—
Viz)+ H',

_Jo  Jzl<L/2
Vie) = {oo |z| > L/2, 2)

mit Stérung H' = Ax an und bestimme die Korrekturen der Grundzustandsenergie bis zur zweiten Ord-
nung im Stérterm H'. Sind die Korrekturen negativ oder positiv?
Hinweis: Das Resultat ist eine unendliche Summe. Benutze, dass fiir ganzzahlige m gilt

/2 " 8m
/_W/Qd@HcosGsm(Qm@) (-1 (mz =12 (3)

Losung Die allgemeine Form der Korrektur in der Energie in erster Ordnung ist
B = (i H' ), (L.9)

wobei H' die Stérung ist, und Wl? ]> die Losung/Wellenfunktion des Potentialtopfs ohne Stérung.
In zweiter Ordnung ist

Die Stérung H' = Az fiihrt zu folgender Korrektur der Grundzustandsenergie in erster Ordnung;:

EY = a2l = A@) = 0. (L.11)

Beachte, dass diese Ordnung nicht verschwindet, wenn wir den Topf asymmetrisch positionieren
(und damit (z) # 0) .

In zweiter Ordnung brauchen wir Matrixelemente der Form

SISl

(W1 |l = % / cos(T) & Ul (a)da, (L12)

L
2
wobei 1/}12} () die ungestorten geraden

Up(x) = \/gcos (%x) (L.13)

und ungerade Zustande

(@) = \/E sin (%x) (L.14)



des eindimenionalen Potentialtopfes sind.

Aus Symmetriegriinden besteht ein Unterschied zwischen geraden und ungeraden Losungen:
Fiir ungerade m ist die Wellenfunktion wi?} (x) symmetrisch auf dem Intervall [-L/2, L/2] und
das Resultat des Integrals gleich 0. Somit miissen wir die Matrixelemente nur fiir gerade m
berechnen: Zur Vereinfachung schreiben wir m = 2k, mit k ganzzahlig.

<w£0]’g;|¢g£> = 2/2 T cos(%m) sin(szﬂ-x)dx
= % 72;9 cos(0) sin(2k0)do
2
Zusammen mit den Energien Eg,)j = 45?:‘27{2 ergibt sich fiir die Korrektur in zweiter Ordnung
B2~ QQT;;H N _kjk2)5. (L.16)
Diese Summe ist konvergent und ergibt (Resultat wird nicht erwartet)
% (1 —kjk2)5 - ﬂQ(fzzzgsw) <0 (L.17)

Die Korrektur zur Grundzustandsenergie in zweiter Ordnung ist also negativ.

Ubung 3. Harmonischer Oszillator im elektrischen Feld

Lernziel: In dieser Aufgabe tiben wir die zeitabhdngige Storungstheorie, wobei die Storung abrupt
eingeschaltet wird. Das st”orungstheoretische Resultat wird mit der exakten Ldésung verglichen.
Ein geladenes Teilchen der Ladung e > 0 befinde sich in einem harmonischen Potential V(z) = %mwxz
im Grundzustand |0). Zur Zeit t = 0 wird ein konstantes, homogenes elektrisches Feld E > 0 angelegt.

(a) Unter Verwendung der zeitabhingigen Storungstheorie soll die Ubergangswahrscheinlichkeit Po_,1,
mit welcher das Teilchen von Zustand |0) in Zustand |1) ibergeht (zu einer Zeit t > 0) berechnet
werden. |1) bezeichnet dabei den ersten angeregten Zustand des ungestirten Systems. Finde das
Resultat bis einschliesslich O(t?).

(b) Beantworte die gleiche Frage fiir Py—o. Was kann man jetzt iber Py, firn > 2 sagen?
Hinweis: Betrachte Gleichung (9.84) des Skripts.

(c)* Lise das Problem exakt (d.h. finde eine exakte Formel fir Py_, ). So kann man durch Vergleich
explizit sehen bis auf welche Zeitskala die Storungstheorie eine gute Approximation der exakten
Lisung ist.

Hinwezs:
I. Schreibe den Hamilton-Operator mit dem Translationsoperator T = e~ *oP/" ynd benutze, dass
et oP/M|0) = |ag) ein kohdrenter Zustand ist (vgl. Serie 7).

II. Der Uberlapp zwischen zwei kohdrenten Zustinden |o) und |B) ist gegeben durch (a)f =
—la=pBI*/2¢ilm(a” B)
e e .



Lésung Der freie Hamilton-Operator (ohne E-Feld) lautet:

P’ 1 2,2
Der volle, zeitabhéngige Hamilton-Operator ist
H(t)= Ho+ H'(t), H'(t) = —eEzO(t), (L.19)
mit der Heaviside-Theta Funktion O(¢), so dass fiir ¢ > 0:
P’ 1
H(t) = o + imwQ(az — x9)? + €0, (L.20)
wobeil g = "252 und g9 = —mT“J?mg. H (t) stellt also einen bis auf eine additive Konstante €y um

o verschobenen harmonischen Oszillator dar.

(a) Fiir den Ubergang 0 — 1 kénnen wir Formel (9.88) des Skripts anwenden:

sin it 9 4
Poa(t) = | S 2} (1) (—eEBx) 0) 2 + O(t4), (L21)
2
wobei fwg = (E1 — Ey) = hw, also
E\? t
Posi(t) =4 <e> sin (“) 1(1]2]0)[2 + O(th). (L.22)
hiw 2
Es ist (1|z|0) = 27};sz (1la +at|0) = QTZUJ’ so dass mit ag = —/ 57w folgt
1 (eB)? 2 4 2 2 4
P t) = = t th) = . L.2
b1 1) = 5 )t 4 O(t) = o P(wt)? + Ot (1.23)

(b) Um Py_,q bis einschliesslich O(t?) in zeitabhiingiger Stérungstheorie zu berechnen, miissen
wir auch den O(H'?)-Term in der Storreihe berechnen, denn gemiiss Skript (9.84):
i

Poolt) = | ©)0— 1 /0 i (0| Hlp(t1)[0) (L.24)

=1
=0
t

=5 [, AdaOITIH () Hp(12))|0) + O(F) ’ (L.25)

wobei Hf,(t) = eHo/h{'(t)e=Ho/h und T7...] das zeitgeordnete Produkt bedeutet. We-
gen (0]|x|0) verschwindet das erste Integral, so dass:

Poso(t) = |1 = I(t) + O(®)|* = 1 — 2Re I(¢) + O(#), (L.26)

mit I(t) = 55 fot dt1dto(0|T[H,(t1)Hp(t2)]|0). Bleibt uns noch das Integral I(t):

1 t t1
1) = o /0 dt, /0 (0] H)y (1) Hp (1) 0) (L.27)
1 0 t t1 )
= ﬁz /0 dt; /0 dtyeFo=En)ti=t2)/h | /' |n) (n| H'|0) (L.28)
n=0
1 oo t t1 )
= Z/O d“/o dtoe ™™= (0| H' |n) (n| H'|0), (L.29)
n=0



wobei wir das Integral {iber dtz von 0 bis ¢; laufen lassen und wegen T'...] ein Faktor 2
bekommen. Hier ist H' = —eEx = aphw(a + a'), so dass (0| H'|n) = hwagdy, 1. Somit:

1(t) = Ja|? /O L, /0 " dtgPe ) — o2 /0 Ldry 1) (L.30)
= |ao* (it + (1 —e™")). (L.31)

Also ist
2 Re I(¢) = 2Jao|*(1 — cos 7) = 4lag|? sin2(%t) — Jaol?(wb)? + O(tY), (L.32)

und Py = 1 — |ag|?(wt)? + O(th).

Da der Hamilton-Operator ein nach xy verschobener harmonischer Oszillator ist, konnen
wir diesen ausdriicken als

H =TH T + ¢, (L.33)

wobei T' der Translationsoperator 1" = e~@op/M ist (denn TxT~' = z — x0). Daher sind
E, = E, + ¢9, n € N die Eigenwerte von H, und die zugehorigen Eigenvektoren sind
i) = T |n), wobei E,, = hw(n + 3) und Hy |n) = E, |n).

Aus Gl. (L.33) folgt auch dass
U(t) = e/ — e=iteo/h (0T, (L.34)

mit dem Zeitentwicklungsoperator des freien Systems Upy(t) = e~*H0/" Die Wahrschein-
lichkeit das System zur Zeit ¢ > 0 im n-ten angeregten Zustand bzgl. Hy zu messen, ist
gegeben durch:

Posn(t) = [(n|U(2)]0)[2. (L.35)
Wir berechnen Py_,,, exakt:
(n|U(1)]0) = e (n| TU ()T 0) = e (n| TUy(t)| o) (L.36)
= ¢ ot/he =2 (0| T at)), (L.37)
wobei wir benutzen das T~1|0) = ¢™P/"|0) = |ag) ein kohirenter Zustand ist, und

Uo(t) |a0> = e*iwt/Zla(t», mit a(t) — aoe*iwt_
Folglich miissen wir also noch (n|T'|(t)) berechnen. Fangen wir an mit (n|T = (T |n))':
1 1
vl vl

Schreiben wir jetzt af = %( s — Zﬁp) und benutzen T '2T = (z + x0) und
T~ 'pT = p, dann folgt

TT|n>:\/lmT_1(aT)"TT_1|O>: T~ Ha")"T|ag) = (T Ya'T)"ag).  (L.38)

T YT = |ag| + a'. (L.39)

Demzufolge haben wir

(n|U(#)|0) = 6_i€°t/h€_iwt/2<0‘0|\;m(|a0| +a)"[a(t)). (L.40)



Aber da kohérenten Zusténde |a) Eigenvektoren zum Eigenwert o des Vernichtunsopera-
tors a sind, also a|a) = a|a), erhalten wir

. . 1
(D O10) = e e T ol +a(6))" eu) o) (L.41)
_ eieot/hewtﬂjﬁmaow sin” (f) e (g alt).  (L.A2)

Aus |ag — a(t)|? = 4|ap|?sin® (%) und afa(t) = |ag|*(coswt — isinwt) folgt schliesslich:

wt

<Oéo> Oé(t) _ 672\a0|2sin2(7)€—i|ao\2sinwt’ (L43)

und als Endergebnis fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit Py_,, erhalten wir somit:

Py = %’20@!2” sin?" (“;t) ¢ Hlaolsin*(51), (L.44)
n:

Bis auf O(t*) finden wir dann:

wt

Posot) = e Hoolsn® () — 1 a0 2(wt)? + O(tY), (L.45)

und

wt

t .
Posi (1) = 4lag|? sin? (‘;) e~ o0l st (%) _ oo 2(w)2 4 O@d).  (L.46)
Beachte, dass 1 — Py0(t) — Poss1(t) = O(t*), da aus > oo g Py (t) = 1 folgt

1= Pyoo(t) = Posa(t) = Y Posn(t), (L.47)

n>2

und die rechte Seite ist O(t*) gemiiss Gl. (L.44). Weiterhin sehen wir, dass ¢ und w im-
mer gepaart auftreten. Neben |ag| entscheidet deshalb auch wt iiber die Giite der Ap-
proximation. Beide dimensionslosen Parameter sollten méglichst klein sein, damit eine
storungstheoretische Behandlung des Problems mdglich ist. Eine Approximation des ex-
akten Resultats durch eine endliche Ordnung der Storreihe ist daher maximal auf einer
Zeitskala ¢t ~ w™! sinnvoll.



